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Zusammenfassung

Priority queues (PQs) { abstrakte Datentypen, die das Einf

�

ugen von Elementen

sowie das Entnehmen des kleinsten Elements unterst

�

utzen, { sind ein zentrales Element

in der Ablaufsteuerung vieler Algorithmen (z.B. Branch-and-bound). Sollen sich nun

die Prozessoren eines Parallelrechners eine gemeinsame PQ teilen, so ergibt sich das

Problem, da� eine zentrale Verwaltung zu einem Flaschenhals wird. Bisher bekannte

parallele Algorithmen, die diesen Flaschenhals vermeiden, sind f

�

ur PRAMs formuliert

und d

�

urften sich nur schwer und unter Leistungsverlust auf praktikablere Architekturen

�

ubertragen lassen. Hier wird ein randomisierter Algorithmus vorgestellt und analysiert,

der auf vielen Architekturen e�zient realisierbar ist und f

�

ur die Ausf

�

uhrung von n

PQ-Operationen (n sei die Prozessorzahl) im wesentlichen solange braucht wie f

�

ur

das Sortieren von O(n) Werten. Daneben wird eine Reihe von Variationsm

�

oglichkeiten

vorgestellt, die es erlauben, parallele PQs einer verschiedenen Anwendungsszenarien

anzupassen.

1 Einf

�

uhrung

Priority queues (PQs) sind abstrakte Datentypen, die das Einf

�

ugen von Elementen (insert)

sowie das Entnehmen des kleinsten Elements (deleteMin) unterst

�

utzen. F

�

ur diese Funktio-

nalit

�

at gibt es eine einfache heap-basierte sequentielle Implementierung, die die Grundope-

rationen in Zeit �(logm) f

�

ur eine PQ mit m Elementen realisiert.

PQs lassen sich zur Ablaufsteuerung von Algorithmen verwenden, bei denen Teilproble-

me dynamisch entstehen und jeweils die wichtigsten zuerst abgearbeitet werden sollen. Ein

wichtiges und typisches Beispiel, das im folgenden des

�

ofteren verwendet wird, sind best-�rst

Branch-and-bound Suchalgorithmen: Teilprobleme sind Knoten eines Suchbaums. Es steht

eine heuristische Funktion zur Verf

�

ugung, die eine untere Schranke f

�

ur die Kosten einer aus

dem Knoten ableitbaren L

�

osung berechnet. Die Strategie von best-�rst Branch-and-bound

besteht nun darin, die Knoten mit der jeweils kleinsten Bewertung aus einer PQ zu entneh-

men, die Nachfolger zu bestimmen und entsprechend ihrer Bewertung in die PQ einzuf

�

ugen.

Da die oben genannten Anwendungen gerade auch f

�

ur parallele Algorithmen interessant

sind, stellt sich nun die Frage, wie PQs sich am besten parallel implementieren lassen. Das

einfachste Verfahren ist, einen Prozessor (PE { Processing Element) mit der Verwaltung

eines zentralen Heaps zu beauftragen. Dies funktioniert jedoch nur f

�

ur kleine PE-Zahlen

oder wenn PQ-Operationen selten ben

�

otigt werden, da der Verwaltungsprozessor sonst zu

einem Flaschenhals wird.

Fr

�

uhe Versuche der Parallelisierung haben jeder Ebene des Heaps eine PE einer EREW-

PRAM (Exclusive Read ExclusiveWrite Parallel Random Access Machine) zugeordnet. Aber



selbst mit diesem m

�

achtigen Maschinenmodell kann nur eine konstante Zahl von Anforde-

rungen pro Zeiteinheit durchgef

�

uhrt werden, weil die Spitze des Heaps, auf die f

�

ur jede

Anforderung zugegri�en wird, weiterhin ein Flaschenhals ist. In der Praxis stellen sich diese

Algorithmen oft als langsamer heraus als der zentrale Ansatz [11].

Einen Ausweg bietet der Parallel heap Algorithmus von Deo und Prasad [2]. Hier werden

in jedem Blatt des Heaps r Elemente gespeichert und aus den Vergleichs- und Tauschope-

rationen der

�

ublichen Heap-Verwaltung werden Sortier- und Mischoperationen, f

�

ur die es

e�ziente parallele Implementierungen gibt. Durch geschickte Wahl von r und Aufteilung der

n PEs auf die Ebenen des parallelen Heaps ist es m

�

oglich, �(n) Operationen in Zeit �(logm)

zu erledigen. Der Algorithmus macht allerdings intensiven Gebrauch von den F

�

ahigkeiten ei-

ner PRAM und komplexen, oft nur theoretisch sinnvollen Sortier- und Mischalgorithmen. Er

l

�

a�t sich deshalb nur unter deutlichem Leistungsverlust in die Praxis umsetzen.

Ein ganz anderer Ansatz besteht darin, jeder PE eine lokale PQ zuzuordnen, zwischen

denen nur einzelne Elemente ausgetauscht werden [8, 4, 5, 7, 3]. Dies f

�

uhrt zwar zu einem

hohen Durchsatz an Anforderungen, aber es kann nicht mehr garantiert werden, da� die

global kleinsten Elemente zuerst entfernt werden.

Hier werden Algorithmen vorgestellt, die echte parallele PQs implementieren und auf ei-

nem weiten Spektrum von Maschinen praktikabel sind. Dazu werden in Abschnitt 2 zun

�

achst

grundlegende Begri�e eingef

�

uhrt. Dann beschreibt Abschnitt 3 einen sehr einfachen Ansatz,

der auf parallelem Sortieren beruht. Er kann als Spezialfall von Parallel heap aufgefa�t wer-

den, ist aber exibler einsetzbar. Da der einfache Ansatz f

�

ur gro�e PQs zu langsam ist,

wird in Abschnitt 4 ein randomisiertes Verfahren entwickelt, das zwar auf einer PRAM et-

was langsamer ist als Parallel heap, sich aber auf beliebigen Maschinen e�zient realisieren

l

�

a�t. Au�erdem gibt es Varianten des Algorithmus, die einen kontinuierlichen

�

Ubergang zwi-

schen einer echten PQ und den approximierten aber e�zienteren Implementierungen aus

[8, 4, 5, 7, 3] erlauben. Schlie�lich gibt Abschnitt 5 eine Zusammenfassung der Ergebnisse

und einen Ausblick auf zuk

�

unftige Fragestellungen.

2 Grundlagen

2.1 Paralleles Maschinenmodell

Unter einem Parallelrechner wird im folgenden ein nachrichtengekoppelter MIMD-Rechner

mit n identischen PEs verstanden, die durch ein Verbindungsnetzwerk mit Durchmesser

d(n) verbunden sind. Die vorgestellten Algorithmen nutzen die Struktur des Verbindungs-

netzwerkes nicht explizit aus, sondern sind zusammengesetzt aus Aufrufen von Standardrou-

tinen wie Broadcast (Senden einer Nachricht an alle PEs), globale Synchronisation, Routen

einer Permutation, Reduktion (z.B. globale Summierung eines Wertes oder Minimumbil-

dung), Pre�xsummenbildung (PE i berechnet

P

i

j=1

x

j

) und Sortieren. Aus den Laufzeiten

dieser Standardverfahren kann eine Analyse wie in einem Baukastensystem f

�

ur beliebige

Architekturen zusammengef

�

ugt werden.

1

Sei s(n) 2 
(d(n)) der Zeitbedarf f

�

ur das Sortie-

ren von n Werten. Zur Vermeidung aufwendiger Notation wird im folgenden angenommen,

da� die anderen genannten Operationen in Zeit O(d(n)) durchf

�

uhrbar sind. Ferner sei es

m

�

oglich, f

�

ur Broadcast und Reduktion Pipelining anzuwenden, k Operationen sollen also in

Zeit O(d(n) + k) durchf

�

uhrbar sein.

1

Mindestens genauso wichtig ist nat

�

urlich, da� dieses Baukastenprinzip auch eine portable Implementie-

rung erlaubt.



2.2 Semantik paralleller PQs

Auf einem MIMD-Rechner kann selbst eine zentral verwaltete PQ nicht garantieren, da�

niedrig bewertete Elemente vor h

�

oher bewerteten abgearbeitet werden. Selbst die Reihen-

folge des Beginns der Bearbeitung kann oft nicht garantiert werden, da Unterschiede in der

Laufzeit von Nachrichten nicht kontrollierbar sind. Was also bleibt im parallelen Fall von

der Semantik einer sequentiellen PQ? Dem Auftraggeber einer insert-Operation kann zu-

gesichert werden, da� das abgelieferte Element irgendwann in die PQ aufgenommen wird.

Das Ergebnis einer deleteMin-Operation ist ein Element

2

, das irgendwann durch ein insert

eingef

�

ugt wurde und keiner anderen deleteMin-Anforderung zugeteilt wird. Vor allem aber

ist garantiert, da� zum Zeitpunkt der Zuordnung des Elements zur deleteMin-Anforderung

alle Elemente der PQ mit kleinerer Bewertung ebenfalls zugeordnet sind. Steht eine hinrei-

chend synchronisierte Uhr zur Verf

�

ugung, so ist es au�erdem m

�

oglich, fr

�

uher abgesetzten

deleteMin-Anforderungen kleinere PQ Elemente zuzuordnen, solange zwischendurch keine

neuen Elemente eingef

�

ugt werden.

Zur Vereinfachung der Analyse wird im folgenden davon ausgegangen, da� sich sowohl

eine Anforderung als auch die Antwort auf eine deleteMin-Anforderung als Nachricht kon-

stanter Gr

�

o�e repr

�

asentieren l

�

a�t. In der Tat wird es sich oft anbieten, nicht die u.U. recht

gro�en Elemente (z.B. Suchbaumknoten) selbst in der PQ zu verwalten, sondern nur Refe-

renzen darauf.

2.3 Analyse randomisierter Algorithmen

Die hier verwendete Konvention zur Quanti�zierung des Verhaltens randomisierter paralleler

Algorithmen ist das Verhalten mit hoher Wahrscheinlichkeit:

De�nition 1 ([10]) Eine von einem Parameter n abh

�

angige Zufallsvariable X(n) ist in

O(f(n)) mit hoher Wahrscheinlichkeit (kurz X(n) 2

~

O (f(n))) gdw.

9c > 0; n

0

> 0 : 8� � 1; n � n

0

: P [X(n) > c�f(n)] � n

��

:

Aussagen

�

uber das Verhalten mit hoher Wahrscheinlichkeit sind nicht nur i.allg. st

�

arker als

Aussagen

�

uber das Verhalten im Mittel, sondern sondern es gibt auch eine Reihe n

�

utzlicher

Aussagen, die Analysen erleichtern. Hier werden die folgenden beiden S

�

atze ben

�

otigt:

Satz 1 (Cherno� Schranken [1, 10, 6]) Die Zufallsvariable X repr

�

asentiere die Anzahl

der Erfolge bei l unabh

�

angigen Bernoulli-Versuchen mit Erfolgswahrscheinlichkeit p. Dann

gilt

P [X � (1 � �)lp] � e

��

2

lp=3

f

�

ur 0 < � < 1 (1)

P [X � �lp] � e

(

1�

1

�

�ln�

)

�lp

f

�

ur � > 1 (2)

.

Satz 2 ([12]) Seien X

1

(n) 2

~

O (f

1

(n)),. . . , X

m

(n) 2

~

O (f

m

(n)) Zufallsvariablen, wobei m

h

�

ochstens polynomiell in n ist. Dann gilt

m

max

i=1

X

i

(n) 2

~

O

�

m

max

i=1

f

i

(n)

�

:

Ein wichtiger Spezialfall ergibt sich, wenn alle f

i

gleich f sind. Dann gilt einfach

max

m

i=1

X

i

(n) 2

~

O (f(n)), d.h. Maximumbildung von polynomiell vielen identisch verteilten

Zufallsvariablen kann man

"

unter den Tisch fallen\ lassen.

2

Der Sonderfall einer leergelaufenen PQ ist auch interessant, wird hier aber der Einfachheit halber nicht

n

�

aher betrachtet.



3

"

Kleine\ asynchrone PQs

Erste Voraussetzung zur Vermeidung von Flaschenh

�

alsen bei der Verwaltung von parallelen

PQs ist eine verteilte Speicherung der Elemente. Dies allein reicht aber noch nicht. Zus

�

atz-

lich m

�

ussen die Anforderungen so koordiniert werden, da� es zu keinen Stauungen kommt.

Die Schl

�

usselidee dazu ist, Anforderungen nicht unmittelbar durchzuf

�

uhren, sondern f

�

ur eine

Weile lokal zu lagern. Gelegentlich werden alle PEs synchronisiert und arbeiten die aufge-

laufenen Anforderungen dann kollektiv ab. Im folgenden wird zun

�

achst ein vereinfachter

Algorithmus beschrieben und analysiert. Insbesondere wird davon ausgegangen, da� die PQ

nie mehr als n Elemente enth

�

alt.

1. Es werden Anforderungen gesammelt bis O(n) deleteMin-Anforderungen aufgelaufen

sind oder ein maximaler Zeitraum O(s(n)) verstrichen ist. Durch wiederholtes Z

�

ahlen

der aufgelaufenen Anforderungen verstreicht maximal eine Zeit in O(d(n)), bis diese

Bedingung erkannt wird. Da das Z

�

ahlen nur den O

�

1

d(n)

�

-ten Teil der w

�

ahrend dieser

Zeit ausgef

�

uhrten Operationen in Anspruch nimmt, h

�

alt es die eigentlichen Berechnun-

gen nicht nennenswert auf.

3

2. Erkl

�

are alle neu eingef

�

ugten Elemente zu PQ Elementen. Da jede PE in Phase 1 ma-

ximal O(s(n)) Anforderungen abgesetzt hat, geht dies in Zeit O(s(n)).

3. Nun wird das i-t kleinste PQ-Element PE Nummer i zugeordnet. Die neuen PQ-

Elemente seien so gleichm

�

a�ig verteilt, da� diese Sortierung in Zeit O(s(n)) m

�

oglich

ist.

4

4. Die k deleteMin-Anforderungen werden nun den PEs 1; : : : ; k zugeordnet. Wenn die

Anforderungen hinreichend gleichm

�

a�ig verteilt sind, kann diese

"

Sammeloperation\ in

Zeit O(d(n) + s(n)) � O(s(n)) durchgef

�

uhrt werden. (Der Bestimmungsort der Anfor-

derungen kann durch Pre�xsummenbildung

�

uber die lokale Anzahl der Anforderungen

bestimmt werden.)

5. Jede PE, die sowohl ein PQ-Element als auch eine deleteMin-Anforderung enth

�

alt,

schickt das PQ-Element an den Absender der deleteMin-Anforderung und entfernt

beides.

6. Verbleibende deleteMin-Anforderungen werden in die n

�

achste Phase

�

ubernommen.

Dieser Zyklus wird bis zur Terminierung des Programms fortgesetzt.

Jede der beschriebenen Phasen kommtmit einer Zeit inO(s(n)) aus. (Setzt keine PE mehr

als O(d(n)) Operationen ab, so kommen alle Phasen au�er der Sortierung in Phase 3 mit Zeit

T (n) = O(d(n)) aus.) Insbesondere gilt in einem u-dimensionalen Gitter T (n) 2 O(n

1=u

).

Zum Vergleich: Ein zentral verwalteter Heap braucht im g

�

unstigsten Fall sehr seltener An-

forderungen ebenfalls Zeit O(n

1=u

), bei hoher Last aber Zeit 
(n log n). Auf Netzwerken mit

logarithmischem Durchmesser ist der dominierende Term der Aufwand f

�

ur die Sortierung,

da daf

�

ur in der Praxis Zeit 
((log n)

2

) zu veranschlagen ist.

3

Wenn Reduktionsoperationen synchron arbeiten oder Aufsetzzeiten eine gro�e Rolle spielen, mu� aller-

dings nach jeder Z

�

ahloperation eine Pause eingelegt werden, damit die eigentlichen Berechnungen zum Zuge

kommen.

4

Liegen viele PEs mit einer besonders gro�en Anzahl Anforderungen dicht beieinander, so kann dadurch

ein Flaschenhals entstehen, der aber von der PQ Implementierung nicht verhindert werden kann und den

wir deshalb der Anwendung anlasten.



Der hier vorgestellte Algorithmus ab Phase 2 ist im Prinzip ein datenparalleler Algorith-

mus. In der Tat wurden

�

ahnliche Verfahren schon zur dynamischen Lastverteilung f

�

ur par-

allele Tiefensuche auf SIMD-Rechnern wie der TMC-CM2 und der MasPar MP-1 eingesetzt

[9, 13]. Dort gibt es allerdings keine explizite PQ und nur wenige m

�

ogliche Elementbewer-

tungen.

3.1 Verfeinerungen

Es gibt eine ganze Anzahl Varianten des Algorithmus aus Abschnitt 3, die ihn e�zienter

oder exibler machen.

� In sequentiellen PQs werden den zuerst ankommenden deleteMin-Anforderungen die

kleinsten Elemente zugeordnet. Im verteilten Fall kann dieses �rst-come-�rst-serve

Prinzip angen

�

ahert werden, indem deleteMin-Anforderungenmit einem (lokalen) Zeit-

stempel versehen und nach diesem sortiert werden.

� Auf MIMD-Rechnern k

�

onnen Berechnungen sowie die einzelnen Phasen

�

uberlappt wer-

den. Zum Beispiel k

�

onnen deleteMin-Anforderungen eines neuen Zyklus bereits sor-

tiert werden, w

�

ahrend der vorhergehende Zyklus noch Elemente zuordnet. Dies f

�

uhrt zu

einer gleichm

�

a�igeren Auslastung des Kommunikationsnetzes und tr

�

agt der Tatsache

Rechnung, da� viele moderne Parallelrechner autonom arbeitende Kommunikations-

prozessoren enthalten.

� Indem jede PE mehrere virtuelle PEs emuliert, k

�

onnen auch PQs mit mehr als n Ele-

menten verwaltet werden. Allerdings sinkt dadurch die Leistung deutlich ab, weshalb

in Abschnitt 4 ein Algorithmus entwickelt wird, der auch f

�

ur gro�e PQ

�

ahnlich e�zient

ist wie im hier beschriebenen einfachen Fall.

4

"

Gro�e\ PQs

In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus betrachtet, der auch f

�

ur PQ-Gr

�

o�en m � n

sinnvoll einsetzbar ist. Um die Darstellung und Analyse nicht unn

�

otig zu komplizieren, wird

von nun an von einem einfachen synchronen Modell der Anwendung ausgegangen: Jede PE

holt genau ein Element aus der PQ, bearbeitet es und f

�

ugt dann eine Anzahl neuer Elemente

ein. Ist nicht f

�

ur jede PE ein Element vorhanden, so erhalten einige PEs ein

"

dummy\-

Element mit Bewertung 1.

Die Grundidee besteht nun darin, auf jeder PE eine lokale PQ zu verwalten, die paralle-

le deleteMin-Operation aber so zu realisieren, da� die global besten Elemente identi�ziert

werden. O�enbar ist dies im schlimmsten Fall ein sehr aufwendiges Unterfangen, da nicht

auszuschlie�en ist, da� die gesuchten Elemente auf einer einzigen PE konzentriert sind. Diese

ung

�

unstigen F

�

alle lassen sich aber { unabh

�

angig von der Anwendung { sehr unwahrscheinlich

machen, indem neu einzuf

�

ugende Elemente einer zuf

�

allig ausgew

�

ahlten lokalen PQ zugeord-

net werden. F

�

ur eine PQ der Gr

�

o�e m ist dies in Zeit O(d(n) + log

m

n

) m

�

oglich. (Elemente

versenden und in lokalen Heap einf

�

ugen.)

Abbildung 1 zeigt eine Pseudocode Beschreibung der parallelen deleteMin-Operation.

Aus jeder der (als Heap implementierten) lokalen PQs werden � log n Elemente

5

entfernt und

in einemPu�er aufbewahrt. Dies wird solange wiederholt, bis mindestens n der entnommenen

Elemente kleiner sind als das Minimum aller in den Heaps verbliebenen Elemente. Dies ist

5

� ist eine geignet zu w

�

ahlende Konstante, die f

�

ur die asymptotische Betrachtung nicht weiter von Be-

deutung ist.



(* Assign the n smallest of m PQ Elements to PEs 1 : : : n *)

DOPAR

h: Heap OF Element

b: Set OF Element (* Bu�er *)

e, e: Element

REPEAT

remove � log n elements from h

and put them into b

e := reduceMin(readMin(h))

UNTIL reduceAdd(jfe 2 b : e < egj) � n

Assign the n smallest elements from all bs to PEs 1 through n

reinsert the remaining elements of b into h

Abbildung 1: Parallele deleteMin-Operation.

eine notwendige und hinreichende Bedingung daf

�

ur, da� die gesuchten n kleinsten Elemente

sich im Pu�er be�nden. In Abschnitt 4.1 wird gezeigt, da� mit hoher Wahrscheinlichkeit eine

konstante Zahl von Iterationen durch die REPEAT-Schleife ausreicht. Es ist also m

�

oglich,

in Zeit

~

O

�

d(n) + (log

m

n

)(log n)

�

die Anzahl der zu betrachtenden Elemente auf

~

O (n log n)

zu reduzieren. Im Prinzip k

�

onnte nun analog zu Abschnitt 3 ein Sortierverfahren eingesetzt

werden, um die n gr

�

o�ten Elemente aus�ndig zu machen. In Abschnitt 4.2 wird sich jedoch

herausstellen, da� es eine noch schnellere M

�

oglichkeit gibt: Eine Zeit in

~

O (s(n) + (log n)

2

)

reicht zum Identi�zieren und Zuordnen der n besten Elemente. Das Wiedereinf

�

ugen der

nichtben

�

otigten Elemente schlie�lich kann nicht l

�

anger dauern als das vorherige Herausneh-

men. Insgesamt ergibt sich eine Zeit von

~

O

�

s(n) + log n(log

m

n

+ log n)

�

f

�

ur eine parallele

deleteMin-Operation. F

�

ur die meisten praktisch relevanten F

�

alle (m polynomiell in n und

s(n) 2 
((log n)

2

)) ist dies asymptotisch genauso schnell wie der Fall kleiner PQs aus Ab-

schnitt 3.

4.1 Anzahl der zu betrachtenden Elemente

�

Uber das Verhalten der REPEAT-Schleife aus Abbildung 1 l

�

a�t sich folgende Aussage

beweisen:

Satz 3 Die Zufallsvariable X(n) bezeichne die Anzahl Elemente, die aus jedem lokalen Heap

entnommen werden m

�

ussen, um die n kleinsten Elemente zu erfassen. Es gilt

X(n) 2

~

O (log n) :

Beweis: OBdA seien alle Elemente der PQ verschieden; dann sind die n kleinsten Elemente

der PQ eindeutig bestimmt.Durch die Randomisierung werden diese n Elemente unabh

�

angig

voneinander und zuf

�

allig auf die n Heaps verteilt. Vom Standpunkt einer festen PE i wer-

den n unabh

�

angige Bernoulliexperimente mit Erfolgswahrscheinlichkeit 1=n durchgef

�

uhrt

(Die Zuteilung eines der minimalen Elemente z

�

ahle als

"

Erfolg\). Sei X

i

(n) die Anzahl der

kleinsten Elemente, die in PE i landen. Nach Satz 1 (Gleichung (2)) gilt

P [X

i

(n) � � lnn] � e

(

1�

1

� ln n

�ln(� lnn)

)

�(lnn)

(

n

1

n

)

� e

(1�ln lnn)� lnn

� e

�� lnn

= n

��

f

�

ur � � 1 und ln lnn � 2. Also X

i

(n) 2

~

O (log n). Der gesuchte Wert von X(n) ist das

Maximum der X

i

, und Satz 2 liefert

X(n) 2

~

O (log n) :



4.2 Schnelle Bestimmung der n kleinsten Elemente

Sei B die Menge aller durch Algorithmus 1 aus den lokalen PQs entnommenen Elemente. In

der letzten Phase dieses Algorithmus gilt es, die n kleinsten aus den lokalen PQs entnom-

menen Elemente aus B zu bestimmen. Nach Abschnitt 4.1 sind dies mit hoher Wahrschein-

lichkeit O(n log n) viele. Nur von diesen ist im folgenden noch die Rede. O�ensichtlich ist

es verschwenderisch, alle Elemente zu sortieren, wenn nur ein Bruchteil tats

�

achlich ben

�

otigt

wird. Dies ist auch nicht n

�

otig, denn der gr

�

o�te Teil der nichtben

�

otigten Elemente l

�

a�t sich

schnell aussondern:

1. Sei jBj = bn lnn. Bestimme b(lnn)

2

zuf

�

allig gew

�

ahlte Elemente

6

und sortiere sie. Seien

a

1

; : : : ; a

b(lnn)

2
die soeben sortierten Elemente. Da die Elemente unabh

�

angig voneinan-

der zuf

�

allig plaziert wurden, reicht es, da� O(log n) benachbarte PEs die lokal vorhan-

denen Elemente durch Mischoperationen zusammenf

�

ugen. Der Zeitbedarf ist dann in

O((log n)

2

).

2. Bestimme Partitionierungselemente

7

e

0

= �1; e

1

= a

lnn

; e

2

= a

2 lnn

; : : : ; e

b lnn�1

=

a

b(lnn)

2

�lnn

; e

b lnn

=1. Zeitbedarf O(log n).

3.

�

Ubermittle die Partitionierungselemente an alle PEs. Unter Verwendung von Broadcast

mit Pipelining geht das in Zeit O(d(n) + log n).

4. Partioniere B in Partitionen B

1

; : : : ; B

b lnn

, so da� B

j

= fm 2 B : e

j�1

� m <

e

j

g. Da sowohl die lokal vorhandenen Elemente als auch die Partitionierungselemente

sortiert sind, reicht dazu ein einziger Durchlauf der beiden Felder. (Es werden keine

Elemente bewegt, sondern lediglich die Zugeh

�

origkeit zu einer Partition festgehalten.

Der Zeitbedarf hierf

�

ur ist in O(log n).

5. Bestimme ein i, so da� jB

1

[ � � � [ B

i�1

j � n und jB

1

[ � � � [ B

i

j > n. Dies l

�

a�t sich

e�zient realisieren, indem die jB

j

j f

�

ur j = 1 : : : b lnn durch b lnn Reduktionsoperatio-

nen bestimmt werden, die durch Pipelining ineinander verschr

�

ankt sind. Zeitbedarf:

O(d(n) + log n).

6. Die Elemente in B

1

[ � � � [B

i�1

geh

�

oren in jedem Fall zu den n kleinsten und k

�

onnen

bereits verteilt werden. O(d(n) + log n).

7. Sortiere die Elemente von B

i

und verteile die n�jB

1

[� � �[B

i�1

j kleinsten. Im folgenden

wird gezeigt, da� jB

i

j 2

~

O (n) und sich folglich ein Zeitbedarf in O(s(n)) ergibt.

Insgesamt ben

�

otigt das Identi�zieren der n kleinsten Elemente eine Zeit in

~

O (s(n) + (log n)

2

).

Abbildung 2 stellt die Situation nach der Bestimmung von B

i

dar. In einer gedachten

sortierten Anordnung der betrachteten Elemente (die eindeutig ist wenn die Elemente als

verschieden angenommen werden) sind die Elemente im dunkel schra�erten Bereich bereits

identi�ziert und k

�

onnen verteilt werden. Die Elemente im unschra�erten Bereich geh

�

oren

garantiert nicht zu den gesuchten.

6

Die pl

�

otzliche Verwendung des nat

�

urlichen Logarithmus dient nicht der Verwirrung des Lesers, sondern

der Vereinfachung der nachfolgenden Analyse. Aus dem gleichen Grunde werden auch die im Prinzip n

�

otigen

Auf- und Abrundungen weggelassen. Es ist im

�

ubrigen nicht zu erwarten, da� das asymptotische Verhalten

des Algorithmus sich

�

andert, wenn in einer realen Implementierung andere konstante Faktoren gew

�

ahlt

werden.

7

�

Ahnliche Ideen �nden sich in vielen anderen Arbeiten. Zum Beispiel wird in [14] beschrieben, wie durch

Sortieren einer Probe (Sample) von n

�

aus n Elementen ein ungef

�

ahrer Median bestimmt werden kann.



bn ln nn

M i

... ...

Abbildung 2: Situation nach Bestimmung von B

i

Satz 4 jB

i

j 2

~

O (n)

Beweis: Es gilt zu zeigen, da� die L

�

ange des Intervalls B

i

mit Wahrscheinlichkeit 1 � n

��

nicht gr

�

o�er ist als c�n f

�

ur � � 1, eine geeignet gew

�

ahlte Konstante c und hinreichend gro�e

n. Das Ereignis jB

i

j > c�n kann nur dann eintreten, wenn in Schritt 1 weniger als lnn

Elemente aus B

i

ausgew

�

ahlt wurden. (Sonst w

�

urde in Schritt 2 eine Intervallgrenze aus B

i

gew

�

ahlt.) Die Wahrscheinlichkeit daf

�

ur l

�

a�t sich durch die Wahrscheinlichkeit absch

�

atzen,

da� bei b(lnn)

2

Bernoulliexperimenten mit Erfolgswahrscheinlichkeit

c�n

bn lnn

=

c�

b

lnn weniger

als lnn Erfolge erzielt werden. (Gleichheit l

�

age dann vor, wenn die Elemente in Schritt 1

"

mit Zur

�

ucklegen\ ausgew

�

ahlt w

�

urden.) Die Zufallsvariable X bezeichne nun die Anzahl der

Erfolge bei den oben beschriebenen Bernoulliexperimenten. Dann gilt

P := P [jB

i

j > c�n] � P [X < lnn]

Durch Anwendung von Satz 1 (Gleichung (1), � =

�

1�

1

c�

�

) ergibt sich daraus

P � exp

2

4

�

 

1 �

1

c�

!

2

c� lnn

3

3

5

:

Unter Ausnutzung von � � 1 kann weiter abgesch

�

atzt werden zu

P � exp

"

�

�

1 �

1

c

�

2

c� lnn

3

#

= n

��

(

1�

1

c

)

2

c

3

� n

��

f

�

ur c = 4:8.

4.3 Verfeinerungen

Wieder gibt es eine ganze Reihe von M

�

oglichkeiten, den Grundalgorithmus zu verbessern

und wechselnden Anforderungen anzupassen:

� Die Ideen aus Abschnitt 3 lassen sich auf den neuen Algorithmus

�

ubertragen. Insbe-

sondere k

�

onnen auch asynchron erzeugte Anforderungen bearbeitet werden.

� Die bei der Minimumbildung in Algorithmus 1 gewonnene Information kann genutzt

werden, um Elemente, die gr

�

o�er als das zuletzt berechneteMinimumsind, unmittelbar

auszuschlie�en und umgekehrt Elemente, die kleiner als das zweitletzte berechnete

Minimum sind, unmittelbar zuzuordnen.

� Die meisten der aus den lokalen Heaps entnommenen Elemente werden nicht zugeord-

net, sondern wieder eingef

�

ugt. Dies l

�

a�t sich beschleunigen, indem die O(log

m

n

) lokal

kleinsten PQ Elemente in einem sortierten Feld gespeichert werden, das gewisserma�en

als Pu�er wirkt. Dadurch ist es m

�

oglich, die Mehrzahl der Heap-Zugri�e einzusparen.



� In einer realen Implementierung k

�

onnte sich herausstellen, da� ein unverh

�

altnism

�

a�ig

hoher Aufwand getrieben wird, um den letzten Rest der in Intervall B

i

gelegenen Ele-

mente zuzuordnen. In einigen F

�

allen k

�

onnte es deshalb sinnvoll sein, diese Elemente

�

uberhaupt nicht zuzuordnen, sondern lieber einige deleteMin-Anforderungen zur

�

uck-

zustellen und erst in der n

�

achsten Phase zu ber

�

ucksichtigen.

� Die Idee der Partitionierung l

�

a�t sich ausbauen. Zum Beispiel k

�

onnten auf einem 2D

Gitter O(

p

n) Partitionierungselemente verwendet werden, ohne da� ein neuer Fla-

schenhals entst

�

unde. jB

i

j w

�

urde dann deutlich kleiner. Au�erdem ist es m

�

oglich, den

Partitionierungsproze� zu iterieren, bis auch ein einfacher Sortieralgorithmus zeitlich

nicht mehr ins Gewicht f

�

allt.

� Die Bearbeitung kann auf Kosten der PQ Semantik beschleunigt werden, indem die

Maximalzahl der aus den lokalen PQs entnommenen Elemente (u.U. durch eine Kon-

stante) beschr

�

ankt wird. Dadurch l

�

a�t sich ein stufenloser

�

Ubergang zwischen echten

parallelen PQs und dem Algorithmus von Karp und Zhang [4] erreichen, bei dem

insert-Operationen zwar zuf

�

allig verteilt werden, aber

�

uberhaupt nicht sortiert wird.

� In einigen Branch-and-bound Anwendungen mit starken Heuristiken wird ein gro�er

Teil der eingef

�

ugten Knoten niemals wieder betrachtet, da er durch die Heuristiken

beschnitten wird. In diesem Fall kann die Zeit f

�

ur das globale Verschicken der Knoten

die Laufzeit der parallelen PQ dominieren. Dann kann es Sinn machen, die Knoten lokal

einzuf

�

ugen oder zumindest nicht alle Knoten global zu verschicken. Dies wird sich i.allg.

aber nur in einer verbesserten Laufzeit niederschlagen, wenn man gleichzeitig bereit

ist, wie oben die volle PQ Semantik aufzugeben. Durch diese Ma�nahmen entstehen

Algorithmen, die zwischen echten parallelen PQs und den Heuristiken aus [8, 5, 7, 3]

stehen.

5 Zusammenfassung und Ausblick

Lastverteilungsalgorithmen f

�

ur viele parallele Algorithmen lassen sich gut durch PQs formu-

lieren. Diese durch eine zentral verwaltete PQ zu implementieren, ist aber kaum skalierbar.

Der hier dargestellte vollst

�

andig verteilte Algorithmus erm

�

oglicht einen erheblich h

�

oher-

en Durchsatz an Anforderungen. Auf einem System mit n PEs k

�

onnen aus einer PQ mit

m Elementen O(n) Elemente in Zeit

~

O

�

s(n) + log n

�

log

m

n

+ log n

��

entnommen werden.

Einf

�

ugeoperationen ben

�

otigen nur O(d(n)) Operationen. Der Speicheraufwand pro PE liegt

in

~

O

�

m

n

+ (log n)

2

�

. Da der Algorithmus auf Standardoperationen aufbaut, f

�

ur die oft bereits

e�ziente Bibliotheksfunktionen (oder gar Hardwareunterst

�

utzung) existieren, ist er e�zient

und relativ einfach auf einem weiten Spektrum von Maschinen realisierbar. Durch kleine

�

Anderungen ist es m

�

oglich, den Grundalgorithmus verschiedenen Anforderungen anzupas-

sen. Beispiele sind asynchrone Betriebsweise oder h

�

oherer Durchsatz auf Kosten der vollen

PQ Semantik.

Vommethodischen Standpunkt ist es interessant zu beobachten, wie verschiedene Grund-

techniken der parallelen Programmierung wie zuf

�

alliges Verteilen, Lokalit

�

at, Pipelining, Pre-

�xsummenbildung, Proben entnehmen und Sortieren ineinandergreifen. Eine interessante

Beobachtung bei der Analyse war, da� der gr

�

o�te Teil der wahrscheinlichkeitstheoretischen

Argumente in sehr

�

ahnlicher Form auch in der Analyse des eigentlich anders gearteten Ran-

dom polling Algorithmus [12] auftritt.

F

�

ur die Zukunft ist geplant, den parallelen PQ Algorithmus f

�

ur paralleles Branch-and-

bound einzusetzen und mit dem zentralen Ansatz sowie einigen der Heuristiken aus [8, 4, 5,



7, 3] zu vergleichen.
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