Sanders. Algorithmen |1 - 1 okiober 2011

Suffixe Sortieren

Sortiere die Menge {S, S, ..., Sh-1}
von Suffixen des Strings Sder Lange N

(Alphabet [1,n] = {1,...,n})
In lexikographische Reihenfolge.

[ suffix § = i, n| furi € [0..n— 1]

S = banana:
banana

anana

nana
—

ana

na

a
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Anwendungen
] Volltextsuche
[ ] Burrows-Wheeler Transformation (Dz1 p2 Kompressor)
| Ersatz fur kompliziertere Suffixbaume

[ Bioinformatik: Wiederholungen suchen,. ..
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Volltextsuche
Suche Muster (pattern) P[0..m) im Text §0..n)
mittels Suffix-Tabelle SA of S

Binare Suche: O(mlogn) gut fiir kurze Muster

Binare Suche mit Icp: O(MH-logn) falls wir die
langsten gemeinsamen (common) Prafixe

zwischen verglichenen Zeichenketten vorberechnen

Suffix-Baum: O(m) kann aus SA berechnet werden

Karlsruhe Institute of Technology
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Suffix-Baum [Weiner '73][McCreight '76]

[ ] kompaktierter Trie der Suffixe S=banana0

-+ Zeit O(n) [Farach 97] fur ganzzahlige
Alphabete

-+ Machtigstes Werkzeug

der Stringology?

— Hoher Platzverbrauch

— Effiziente direkte Konstruktion ist |3 4

bananaO

kompliziert

0

[] kann aus SA in Zeit O(n) abgelesen

werden
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Alphabet-Modell ==L ]

Geordnetes Alphabet: Zeichen konnen nur verglichen werden

Konstante Alphabetgrol3e: endliche Menge

deren Gro6l3e nicht von N abhangt.

Ganzzahliges Alphabet: Alphabetist {1,...,0}
fir eine ganze Zahl 0 > 2
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Geordnetes— ganzzahliges Alphabet

Sortiere die Zeichen von S

Ersetze SJi| durch seinen Rang

012345 135024
banana -> aaabnn
213131 <- 111233
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Verallgemeinerung: Lexikographische Namen

Sortiere die k-Tupel Si..i +K) firi € 1..n

Ersetze Si| durch den Rang von Si..i + K) unter den Tupeln
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Ein erster Telle-und-Herrsche-Ansatz

1. SA! =sort {S : i ist ungerade} (Rekursion)
2. SAY =sort {S :iist gerade} (einfach mittels SAY)
3. Mische SAP und SA! (schwierig)

Problem: wie vergleicht man gerade und ungerade Suffixe?

[Farach 97] hat einen Linearzeitalgorithmus flr
Suffix-Baum-Konstruktion entwickelt, der auf dieser Idee beruht.

Sehr kompliziert.

Das war auch der einzige bekannte Algorithmus fur Suffix-Tabellen

(laf3t sich leicht aus S-Baum ablesen.)
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SAL perechnen

[ | Erstes Zeichen weglassen.

banana — anana

Karlsruhe Institute of Technology

[ | Ersetze Buchstabenpaare durch lhre lexikographischen Namen

an

an

ao

| Rekursion

(1,21,221)

— 221

[ | Ruckibersetzen

(a,ana,anana)
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BerechneSA® aus SA?

Ersetze §, 1 mod 2= Odurch (Si],r(S.1))
mit (S41):= Rang von 1 in SA

Radix-Sort

1
3
S

0
2
4

anana
ana
a

b 3(anana)
n 2(ana)
n 1(a)

9-15

ana
anana

banana
na
nana
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Asymmetrisches Divide-and-Conquer

1. SAY? =sort {S :i mod 3+ 0} (Rekursion)
2. SAY =sort {S : i mod 3= 0} (einfach mittels SA?)

3. Mische SAL2 und SAP (einfach!)

S=banana
5| a 5| a
3 | ana 3 | ana
1| anana 1 | anana
+ —
O | banana O | banana
4 | na 4 | na
nana 2 | nana
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Rekursion, Beispiel

012345678
S anananas.

Karlsruhe Institute of Technology

nananals. 0 sort g analanajnanjnas|s. 0

3 2 5 ~—=|
ananas.00>1 2 2 3 4 O
2 4 1

lexicographic triple names

s'?325p41

< recursive call

531042 suffix array

J 62 % lex. names (ranks) among 23 suffixes
J i \ N

q74n 2a Ezga 5n a 6s 1.
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Rekursion

] sortiere Tripel Si..i + 2] furi mod 3# 0
(LSD Radix-Sortieren)

] Finde lexikographische Namen S[1..2n/3] der Tripel,
d.h., Si] < S[j]gaw Sji..i+2] < Fj..j + 2))

] S =[S]i] :i mod 3= 1]o[S]i] :i mod 3= 2],
Suffix 312 von S'2 reprasentiert i1
Suffix S%??) L von SL2 reprasentiert S0

] Rekursion auf (S'?) (AlphabetgroRe < 2n/3)

[ ] Annotiere die 23-Suffixe mit ihrer Position in rek. Losung
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L eastSignificant Digit First Radix Sort

Hier: Sortiere N 3-Tupel von ganzen Zahlen € [0..N] in

lexikographische Reihenfolge

Sortiere nach 3. Position

Elemente sind nach Pos. 3 sortiert

Sortiere stabil nach 2. Position

Elemente sind nach Pos. 2,3 sortiert

Sortiere stabil nach 1. Position

Elemente sind nach Pos. 1,2,3 sortiert
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Stabiles Ganzzahliges Sortieren

Sortiere a]0..n) nach b[0..n) mit key(ali]) € [0..n|

cl0..n]:=0,...,0] Z&hler
fori € [0..n) do c[ali||++ zéhle
s:=0

fori € [0..n) do (s,cli]) := (S+Cli],9) Prafixsummen
for i € [0..n) do b[c[a]i]|++] := ali] bucket sort

Zeit O(N) !
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Rekursions-Beispiel: Einfacher Fall

012345678
S chi huahua

hi hluah

uaO

VY

| hu

ahu

a00

9-21
SO B00[ahulpi h]f hulualjuah
1 2 3 4 5 6

lexicographic triple names

ste 365)421 names already unigue

S

h 6u 2a h 5u la

c 3h 4i

[

Karlsruhe Institute of Technology
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Sortieren der mod O Suffixe

C S(h 4i h 66U 2a h 5U 1a)

h s(u 2a h su :1a)

h 5(u 1a)

O~NOUONWNRO

Benutze Radix-Sort (LSD-Reihenfolge bereits bekannt)
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Mische SALZ und SA°

O<l&s cn<cen
O<2& cen < cen

3: h su 2(ahua)
6: h su 1(a)

0: ¢ s3h 4(i huahua)

RANNWOROUI0

4

a

ahua

chi huahua
hi huahua
hua
huahua

| huahua
ua

uahua

e

(e)u
(s)u
(4)]

(:)h
(2)a
(:)a

2(ahua)
1(a)

h s(uahua)
4( 1 huahua)
h s(ua)

00 0(0)

Karlsruhe Institute of Technology
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Analyse

tttttttttttttttttttttttttttttt

1. Rekursion: T(2n/3) plus

Tripel extrahieren: O(n) (forall i,1 mod 3# 0do...)
Tripel sortieren: O(n)
(e.g., LSD-first radix sort — 3 Durchgange)

Lexikographisches benenennen: O(N) (scan)

Rekursive Instanz konstruieren: O(n) (forall names do .. .)
2. SAY =sortiere {S : i mod 3= 0}: O(n)

(1 Radix-Sort Durchgang)

3. mische SA* and SAY: O(n)

(gewohnliches Mischen mit merkwdrdiger Vergleichsfunktion)

Insgesamt: T (n) <cn+T(2n/3)
= T(n) < 3cn=0O(n)
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implementierung: Vergleichs-Operatoren

i nline bool leqg(int al, int az2, int bl, int b2) {
return(al < bl || al == bl && a2 <= b2);
}
i nline bool leg(int al, int a2, int a3, int bl, int b2, int b3) {

return(al < bl || al == bl && |l eq(az2, a3, b2,b3));
}
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Implementierung: Radix-Sortieren

Karlsruhe Institute of Technology

/|l stably sort a[0..n-1] to b[0..n-1] wth keys in O..K fromr
static void radi xPass(intx a, int* b, int* r, int n, int K
{ /'l count occurrences

int* ¢ = newint[K + 1]; [l counter array

for (int i =0, 1 <=K 1++) c[i] = O; /'l reset counters

for (int i =0; i <n; i++) c[r[a[i]]]++; /'l count occurences

for (int i =0, sum=0; | <=K 1++) { // exclusive prefix suns
int t =c[i]; c[i] = sum sum+=t;

}

for (int i =0; i <n; i++) b[c[r[a[i]]]l+*+] = a[i]; /'l sort

delete [] c;
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Implementierung: Tripel Sortieren

Karlsruhe Institute of Technology

void suffixArray(int* s, int* SA int n, int K) {
int n0O=(n+2)/3, nl=(n+1)/3, n2=n/3, n02=n0+n2;
int* s12 = new int[n02 + 3]; s12[n02]= s12[n02+1]= s12[ n02+2] =0;
i nt* SA12 = new int[n02 + 3]; SA12[n02] =SA12[ n02+1] =SA12[ n02+2] =0;
I nt* sO = new i nt[n0];
int* SAO = new int[n0];

/'l generate positions of nod 1 and nod 2 suffixes
/1 the "+(n0-nl)" adds a dummy nod 1 suffix if n%3 ==
for (int i=0, j=0; 1 < n+(nO-nl); i1++) if (193 !'=0) s12[j++] = 1I;

/1 1sb radix sort the nod 1 and nod 2 triples
radi xPass(s12 , SAl12, s+2, n02, K);
radi xPass( SA12, sl12 , s+1, n02, K);
radi xPass(s12 , SA12, s , n02, K);
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'mplementierung: LeXikographischeS Benennen

/1 find | exicographic nanes of triples
int nane = 0, cO =-1, ¢c1 = -1, c2 = -1;

for (int i =0; 1 <n02; i++) {
i f (s[SA12[i]] !'=c0 || s[SA12[i]+1] !=c1 || s[SA12[i]+2] '= c2) {
name++; c¢0 = s[SA12[i]]; «c¢l1 = s[SA12[i]+1]; «c2 = s[SA12[i]+2];
}

I f (SA12[i] %3 == 1) { s12[ SA12[i]/ 3]
el se { s12[ SA12[i]/3 + nO]

nane; } // left half
nanme; } // right half
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Implementierung: Rekursion

Karlsruhe Institute of Technology

/'l recurse if nanes are not yet unique
i f (name < n02) {
suffi xArray(sl2, SAl2, n02, nane);
/] store unique nanes in sl12 using the suffix array
for (int 1 =0; 1 < n02; 1i++) s12[SA12[i]] =1 + 1;
} else // generate the suffix array of sl12 directly
for (int i =0; i < n02;, 1i++) SAL2[s12[i] - 1] =1i;
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Implementierung: Sortieren der mod 0 Suffixe

for (int 1=0, j=0; i < n02; i++) if (SA12[i] < n0) sO[j++] = 3*SA12[i];
radi xPass(s0O, SAO0, s, n0O, K);
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Implementierung: Mischen
for (int p=0, t=n0-nl, k=0; Kk < n; k++) {

#define Getl () (SAL2[t] < nO ? SA12[t] * 3 + 1 : (SA12[t] - n0) * 3 + 2)
int i = Getl(); // pos of current offset 12 suffix
int | = SAO[p]; // pos of current offset 0O suffix
I f (SAL12[t] < nO ?

l eq(s[i], s12[ SA12[t] + nO], s[j], s12[j/3])

l eq(s[i],s[i+1],s12] SA12[t]-n0+1],
{ I/l suffix fromSA12 is smaller

SA[k] =i t++;
I f (t == n02) { // done --- only SAO
for (k++; p < n0; p++, k++) SAl K]
}
} else {
SALK] =j; pt++
if (p ==n0) { // done --- only SAl12
for (k++; t < n02;, t++, Kk++) SAk
}
}

}
delete [] s12; delete [] SA12; delete []

s[j].s[j+1],s12[]/3+n0]))

suffixes |eft
= SA0[ p] ;
suffixes left
] = Getl();

SAO; delete [] sO; }
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Verallgemeinerung: Differenzentberdeckungen

Ein Differenzeniiberdeckung D modulo V ist eine Teilmenge von [0, V),
sodass Vi € [0,v):dj.ke D:i=k—| (modv).

Beispiel:
{1,2} ist eine Differenzeniiberdeckung modulo 3.

{1,2,4} ist eine Differenzeniiberdeckung modulo y 7.

| Fahrt zu platzeffizienterer Variante

L] Schneller fir kleine Alphabete
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Verbesserungen / Verallgemeinerungen

Karlsruhe Institute of Technology

| tuning
[ ] gréRere Differenzenliberdeckungen

[ ] Kombiniere mit den besten Alg. fuir einfache Eingaben

[Manzini Ferragina 02, Schirmann Stoye 05, Yuta Mori 08]
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Suffixtabellenkonstruktion: Zusammenfassung
] einfache, direkte, Linearzeit fur Suffixtabellenkonstruktion
[ ] einfach anpassbar auf fortgeschrittene Berechnungsmodelle

] Verallgemeinerung auf Diff-Uberdeckungen ergibt platzeffiziente

Implementierung



