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Themeniibersicht AT

Institut f Technologie.

Ubungsinhalt

m Approximationsalgorithmen
(schwierige Probleme gut abschatzen)

m parametrisierte Algorithmen
(schwierige Probleme in Spezialfallen exakt I6sen)

Erganzendes Material
m parametrisierte Algorithmen: Rekurrenzrelationen
m parametrisierte Algorithmen: Vertex Cluster Deletion

Axtmann: Institut fiir Theoretische Informatik
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Approximationsalgorithmen AT

Grundlagen it Tl

Warum Lésungen abschétzen?
m es gibt “schwierige” Probleme (z.B. TSP mit exponentieller Laufzeit)
- exakte Berechnung nicht méglich zu unseren Lebzeiten

m vernUnftige Naherungen effizient berechnen
— exakte/optimale Ergebnisse nicht immer wichtig
—» “gute” Lésungen geniigen oft
— aber Abstand zur korrekten Lésung wissenswert
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Weglénge “lang” Weglinge 8 + 16v/2 Weglénge 24
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Approximationsalgorithmen AT

GltemaB

m Ein Algorithmus ALG hat einen Approximationsfaktor p, wenn gilt
w (ALG(]))
w(OPT(l)) =F

f.a. Probleminstanzen /, OPT optimale Lésung, w Bewertungsfunktion
(hier fGr Minimierungsprobleme, p > 0 ist obere Schranke)

Beispiel:
® ALG schatzt Distanz von Strecke x auf nichste Zweierpotenz 2/109 X1

a OPT bestimmt korrekte Distanz |x|
WALG) _ 2lbglxll _ pogll+t _ 2[x| _

- — 2l o _
" w(OPT) M=K W TP
(Zahlenbeispiel: [x| =219 +1  — 2120—1 =2 ﬁ ~ 2)
Axtmann:
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Approximationsalgorithmen

Klassen

Approximationsprobleme klassifzierbar durch

m Laufzeit T(n,¢)
a Approximationsfaktor p(n, €)

Klassen an Approximationsproblemen
APX (approximable)
p = const., T polynomiell in n
PTAS (polynomial time approximation scheme)
p=1xebel.ec (0,1), Tpoly.inn
FPTAS (fully polynomial time approximation scheme)
p=1=%ebel.e€ (0,1), Tpoly.inn, !

Beispiele:
= T(ne) = nt, o(ne) =2
= T(ne) = nt, o(ne) =1—c¢
= T(ne)=1np(ne)=1+2¢

Axtmann:
Ubung 8 — Algorithmen I
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Approximationsalgorithmen AT

Klassen

Approximationsprobleme klassifzierbar durch
m Laufzeit T(n,¢)

a Approximationsfaktor p(n, €)

Klassen an Approximationsproblemen
APX (approximable)
p = const., T polynomiell in n
PTAS (polynomial time approximation scheme)
p=1=xebel.ec (0,1), T poly.inn
FPTAS (fully polynomial time approximation scheme) P
p=1=%ebel.e€ (0,1), Tpoly.inn, !

NPO

Beispiele:

= T(ne)=nt,p(ne =2 (APX)
= T(ne) = nt, o(ne) =1—c¢
= T(ne) = %n, p(ne) =1+ 2¢

4 Axtmann:
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Approximationsalgorithmen AT

Klassen

Approximationsprobleme klassifzierbar durch
m Laufzeit T(n,¢)

a Approximationsfaktor p(n, €)

Klassen an Approximationsproblemen
APX (approximable)
p = const., T polynomiell in n
PTAS (polynomial time approximation scheme)
p=1=xebel.ec (0,1), T poly.inn
FPTAS (fully polynomial time approximation scheme) P
p=1=%ebel.e€ (0,1), Tpoly.inn, !
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Beispiele:
— T(ne)=nt,p(ne =2 (APX)
= T(ne)=nt,p(ne)=1—¢ (PTAS)

= T(ne)=1np(ne)=1+2¢
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Approximationsalgorithmen AT

Klassen

Approximationsprobleme klassifzierbar durch
m Laufzeit T(n,¢)

a Approximationsfaktor p(n, €)

Klassen an Approximationsproblemen
APX (approximable)
p = const., T polynomiell in n
PTAS (polynomial time approximation scheme)
p=1=xebel.ec (0,1), T poly.inn
FPTAS (fully polynomial time approximation scheme) P
p=1=%ebel.e€ (0,1), Tpoly.inn, !

NPO

Beispiele:
— T(ne)=nt,p(ne =2 (APX)
= T(ne) = n1?, o(ne)=1—¢ (PTAS)
— T(ne)=1np(ne) =1+2¢ (FPTAS)
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Approximationsalgorithmen AT

Minimum Metric TSP (NP-hart)

Problemstellung

m Gegeben eine Menge an Punkten V in der Ebene
m Vollstandiger Graph

m Kantengewichte erflllen Dreiecks-Ungleichung

m Finde Kreis minimaler Lange der alle Punkte ablauft

Axtmann: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 8 — Algorithmen I Algorithmik Il



6

Approximationsalgorithmen AT
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Algorithmus) (Christofides-Heuristik)

Graph G = (V, E) (vollstandig, ungerichtet)
bestimme MST T

bestimme Knoten U mit ungeradem Grad in T
finde minimales perfektes Matching M auf (U, E)

(alle Knoten gematcht, Summe der Gewichte der Matchingkanten minimal)

fuge Kanten Mzu T — T’

m bestimme Eulerkreis EK auf T’
(alle Knoten haben geraden Grad) o o
m wandle EK zu Hamiltonkreis HK o
v
[ ] [ ]
(Laufzeit durch Matching dominiert, O (n?))
Axtmann: Institut fir Theoretische Informatik
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Approximationsalgorithmen
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Algorithmus) (Christofides-Heuristik)
a Graph G = (V, E) (vollstandig, ungerichtet)

a bestimme MST T

a bestimme Knoten U mit ungeradem Grad in T

a finde minimales perfektes Matching M auf (U, E)

(alle Knoten gematcht, Summe der Gewichte der Matchingkanten minimal)

m figeKanten Mzu T — T’ )
m bestimme Eulerkreis EK auf T’ Lange 1
(alle Knoten haben geraden Grad) Lénge 2
a wandle EK zu Hamiltonkreis HK
(Laufzeit durch Matching dominiert, O (n?))
6 Axtmann: Institut fiir Theoretische Informatik
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Approximationsalgorithmen
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Algorithmus) (Christofides-Heuristik)
a Graph G = (V, E) (vollstandig, ungerichtet)

a bestimme MST T
a bestimme Knoten U mit ungeradem Grad in T
a finde minimales perfektes Matching M auf (U, E)

(alle Knoten gematcht, Summe der Gewichte der Matchingkanten minimal)
fuge Kanten Mzu T — T’

m bestimme Eulerkreis EK auf T’
(alle Knoten haben geraden Grad)

m wandle EK zu Hamiltonkreis HK

(Laufzeit durch Matching dominiert, O (n?))
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Approximationsalgorithmen AT
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Algorithmus) (Christofides-Heuristik)

Graph G = (V, E) (vollstandig, ungerichtet)
bestimme MST T

bestimme Knoten U mit ungeradem Grad in T
finde minimales perfektes Matching M auf (U, E)

(alle Knoten gematcht, Summe der Gewichte der Matchingkanten minimal)
fuge Kanten Mzu T — T’

bestimme Eulerkreis EK auf T’
(alle Knoten haben geraden Grad) U

m wandle EK zu Hamiltonkreis HK
T
(Laufzeit durch Matching dominiert, O (n?))
Axtmann: Institut fir Theoretische Informatik

Ubung 8 — Algorithmen I Algorithmik Il



Approximationsalgorithmen
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Algorithmus) (Christofides-Heuristik)
a Graph G = (V, E) (vollstandig, ungerichtet)

a bestimme MST T
a bestimme Knoten U mit ungeradem Grad in T
a finde minimales perfektes Matching M auf (U, E)

(alle Knoten gematcht, Summe der Gewichte der Matchingkanten minimal)
fuge Kanten Mzu T — T’

m bestimme Eulerkreis EK auf T’
(alle Knoten haben geraden Grad)

U
m wandle EK zu Hamiltonkreis HK
M

(Laufzeit durch Matching dominiert, O (n?))

6 Axtmann: Institut fiir Theoretische Informatik
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Approximationsalgorithmen
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Algorithmus) (Christofides-Heuristik)
a Graph G = (V, E) (vollstandig, ungerichtet)
@ bestimme MST T
a bestimme Knoten U mit ungeradem Grad in T
a finde minimales perfektes Matching M auf (U, E)
(alle Knoten gematcht, Summe der Gewichte der Matchingkanten minimal)
fige Kanten Mzu T — T’
m bestimme Eulerkreis EK auf T’
(alle Knoten haben geraden Grad)

m wandle EK zu Hamiltonkreis HK

(Laufzeit durch Matching dominiert, O (n?))
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Approximationsalgorithmen
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Algorithmus) (Christofides-Heuristik)
a Graph G = (V, E) (vollstandig, ungerichtet)

a bestimme MST T
a bestimme Knoten U mit ungeradem Grad in T
a finde minimales perfektes Matching M auf (U, E)

(alle Knoten gematcht, Summe der Gewichte der Matchingkanten minimal)
fuge Kanten Mzu T — T’

a bestimme Eulerkreis EK auf T’
(alle Knoten haben geraden Grad) 6 4

m wandle EK zu Hamiltonkreis HK

5

EK
(Laufzeit durch Matching dominiert, O (n?))
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Approximationsalgorithmen
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Algorithmus) (Christofides-Heuristik)
a Graph G = (V, E) (vollstandig, ungerichtet)

a bestimme MST T

a bestimme Knoten U mit ungeradem Grad in T

a finde minimales perfektes Matching M auf (U, E)

(alle Knoten gematcht, Summe der Gewichte der Matchingkanten minimal)
fuge Kanten Mzu T — T’

m bestimme Eulerkreis EK auf T’
(alle Knoten haben geraden Grad) 6 4

a wandle EK zu Hamiltonkreis HK

5

(Laufzeit durch Matching dominiert, O (n?))
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Approximationsalgorithmen
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Algorithmus) (Christofides-Heuristik)
a Graph G = (V, E) (vollstandig, ungerichtet)

a bestimme MST T

a bestimme Knoten U mit ungeradem Grad in T

a finde minimales perfektes Matching M auf (U, E)

(alle Knoten gematcht, Summe der Gewichte der Matchingkanten minimal)
fuge Kanten Mzu T — T’

m bestimme Eulerkreis EK auf T’
(alle Knoten haben geraden Grad) 6 4

a wandle EK zu Hamiltonkreis HK

5

HK
2 3 Weglange 6
(Laufzeit durch Matching dominiert, O (n?))
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Approximationsalgorithmen AT
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Beweis) (Christofides-Heuristik)
a Abschétzungen: (analog zu vorherigem Beweis)
= W(HK) < w(EK) = w(T") = w(T) + w(M) < w(OPT) + w(M)

5)
6 4
HK
2 3
7 Axtmann: Institut fiir Theoretische Informatik
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Approximationsalgorithmen AT
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Beweis) (Christofides-Heuristik)
a Abschétzungen: (analog zu vorherigem Beweis)
= W(HK) < w(EK) = w(T") = w(T) + w(M) < w(OPT) + w(M)

5)
6 4
FEK
2 3
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Approximationsalgorithmen AT
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Beweis) (Christofides-Heuristik)

a Abschétzungen: (analog zu vorherigem Beweis)
= W(HK) < w(EK) = w(T") = w(T)+ w(M) < w(OPT) + w(M)

T/
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Approximationsalgorithmen AT
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Beweis) (Christofides-Heuristik)
a Abschétzungen: (analog zu vorherigem Beweis)
= W(HK) < w(EK) = w(T") = w(T)+w(M) < w(OPT) + w(M)
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Approximationsalgorithmen AT
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Beweis) (Christofides-Heuristik)
a Abschétzungen: (analog zu vorherigem Beweis)
= W(HK) < w(EK) = w(T') = w(T)+w(M) < w(OPT) + w(M)
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Approximationsalgorithmen AT
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Beweis) (Christofides-Heuristik)
a Abschétzungen: (analog zu vorherigem Beweis)
= W(HK) < w(EK) =w(T') = w(T)+ w(M) < w(OPT) + w(M)

a Bestimmung von w(M):
m sei HK’ Hamiltonkreis auf U (U: Knoten mit ungeradem Grad in T)
(erzeugt durch Uberspringen aller Knoten V \ U in OPT)
m definiere alternierende perfekte Matchings My, M, auf HK'
(existiert, da |U| gerade, HK' = My U My)
= w(M) <w(My), w(M) < w(M) (M min. Matching!)
= 2-w(M) <w(M;)+ w(M) = w(HK") < w(OPT)
(Uberspringen gerader Knoten und Dreiecks-Ungleichung)

= w(HK) < 3w(OPT)
OPT

7 Axtmann: Institut fiir Theoretische Informatik
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Approximationsalgorithmen AT
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Beweis) (Christofides-Heuristik)
a Abschétzungen: (analog zu vorherigem Beweis)
= W(HK) < w(EK) =w(T') = w(T)+ w(M) < w(OPT) + w(M)

a Bestimmung von w(M):
m sei HK’ Hamiltonkreis auf U (U: Knoten mit ungeradem Grad in T)
(erzeugt durch Uberspringen aller Knoten V \ U in OPT)
m definiere alternierende perfekte Matchings My, M, auf HK'
(existiert, da |U| gerade, HK' = My U My)
= w(M) <w(My), w(M) < w(M) (M min. Matching!)
= 2-w(M) <w(M;)+ w(M) = w(HK") < w(OPT)
(Uberspringen gerader Knoten und Dreiecks-Ungleichung)

= w(HK) < 3w(OPT)
OPT
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Approximationsalgorithmen AT
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Beweis) (Christofides-Heuristik)
a Abschétzungen: (analog zu vorherigem Beweis)
= W(HK) < w(EK) =w(T') = w(T)+ w(M) < w(OPT) + w(M)

a Bestimmung von w(M):
m sei HK’ Hamiltonkreis auf U (U: Knoten mit ungeradem Grad in T)
(erzeugt durch Uberspringen aller Knoten V \ U in OPT)
m definiere alternierende perfekte Matchings My, M, auf HK'
(existiert, da |U| gerade, HK' = My U My)
= w(M) <w(My), w(M) < w(M) (M min. Matching!)
= 2-w(M) <w(M;)+ w(M) = w(HK") < w(OPT)
(Uberspringen gerader Knoten und Dreiecks-Ungleichung)

U
= w(HK) < 3w(OPT)
OPT
7 Axtmann: Institut fiir Theoretische Informatik
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Approximationsalgorithmen AT
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Beweis) (Christofides-Heuristik)
a Abschétzungen: (analog zu vorherigem Beweis)
= W(HK) < w(EK) =w(T') = w(T)+ w(M) < w(OPT) + w(M)

a Bestimmung von w(M):
m sei HK’ Hamiltonkreis auf U (U: Knoten mit ungeradem Grad in T)
(erzeugt durch Uberspringen aller Knoten V \ U in OPT)
m definiere alternierende perfekte Matchings My, M, auf HK'
(existiert, da |U| gerade, HK' = My U My)
= w(M) <w(My), w(M) < w(M) (M min. Matching!)

{ ]
= 2-w(M) <w(M;)+ w(M) = w(HK") < w(OPT)
(Uberspringen gerader Knoten und Dreiecks-Ungleichung) U
3
— w(HK) < 3w(OPT)
HK'
7 Axtmann: Institut fiir Theoretische Informatik
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Approximationsalgorithmen AT
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Beweis) (Christofides-Heuristik)
a Abschétzungen: (analog zu vorherigem Beweis)
= W(HK) < w(EK) =w(T') = w(T)+ w(M) < w(OPT) + w(M)

a Bestimmung von w(M):
m sei HK’ Hamiltonkreis auf U (U: Knoten mit ungeradem Grad in T)
(erzeugt durch Uberspringen aller Knoten V \ U in OPT)
m definiere alternierende perfekte Matchings My, M, auf HK'
(existiert, da |U| gerade, HK' = My U My)
= w(M) <w(My), w(M) < w(M) (M min. Matching!)

{ ]
= 2-w(M) <w(M;)+ w(M) = w(HK") < w(OPT)
(Uberspringen gerader Knoten und Dreiecks-Ungleichung)
3
— w(HK) < 3w(OPT)
My
7 Axtmann: Institut fiir Theoretische Informatik
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Approximationsalgorithmen AT
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Beweis) (Christofides-Heuristik)
a Abschétzungen: (analog zu vorherigem Beweis)
= W(HK) < w(EK) =w(T') = w(T)+ w(M) < w(OPT) + w(M)

a Bestimmung von w(M):
m sei HK’ Hamiltonkreis auf U (U: Knoten mit ungeradem Grad in T)
(erzeugt durch Uberspringen aller Knoten V \ U in OPT)
m definiere alternierende perfekte Matchings My, M, auf HK'
(existiert, da |U| gerade, HK' = My U My)
= w(M) <w(My), w(M) < w(M) (M min. Matching!)

{ ]
= 2-w(M) <w(M;)+ w(M) = w(HK") < w(OPT)
(Uberspringen gerader Knoten und Dreiecks-Ungleichung)
3
— w(HK) < 3w(OPT)
Mo
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Approximationsalgorithmen AT
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Beweis) (Christofides-Heuristik)
a Abschétzungen: (analog zu vorherigem Beweis)
= W(HK) < w(EK) =w(T') = w(T)+ w(M) < w(OPT) + w(M)

a Bestimmung von w(M):
m sei HK’ Hamiltonkreis auf U (U: Knoten mit ungeradem Grad in T)
(erzeugt durch Uberspringen aller Knoten V \ U in OPT)
m definiere alternierende perfekte Matchings My, M, auf HK'
(existiert, da |U| gerade, HK' = My U My)
= w(M) <w(My), w(M) < w(M,) (M min. Matching!)

{ ]
= 2-w(M) <w(M;)+ w(M) = w(HK") < w(OPT)
(Uberspringen gerader Knoten und Dreiecks-Ungleichung)
3
— w(HK) < 3w(OPT)
Mo
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Approximationsalgorithmen AT
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Beweis) (Christofides-Heuristik)
a Abschétzungen: (analog zu vorherigem Beweis)
= W(HK) < w(EK) =w(T') = w(T)+ w(M) < w(OPT) + w(M)

a Bestimmung von w(M):
m sei HK’ Hamiltonkreis auf U (U: Knoten mit ungeradem Grad in T)
(erzeugt durch Uberspringen aller Knoten V \ U in OPT)
m definiere alternierende perfekte Matchings My, M, auf HK'
(existiert, da |U| gerade, HK' = My U My)
= w(M) <w(My), w(M) < w(My) (M min. Matching!)

{ ]
= 2-w(M) <w(M;)+ w(M) = w(HK") < w(OPT)
(Uberspringen gerader Knoten und Dreiecks-Ungleichung)
3
— w(HK) < 3w(OPT)
Mo
7 Axtmann: Institut fiir Theoretische Informatik
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Approximationsalgorithmen AT
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Beweis) (Christofides-Heuristik)
a Abschétzungen: (analog zu vorherigem Beweis)
= W(HK) < w(EK) =w(T') = w(T)+ w(M) < w(OPT) + w(M)

a Bestimmung von w(M):
m sei HK’ Hamiltonkreis auf U (U: Knoten mit ungeradem Grad in T)
(erzeugt durch Uberspringen aller Knoten V \ U in OPT)
m definiere alternierende perfekte Matchings My, M, auf HK'
(existiert, da |U| gerade, HK' = My U My)
= w(M) <w(My), w(M) < w(M) (M min. Matching!)

{ ]
= 2-w(M) <w(M;)+ w(M) = w(HK") < w(OPT)
(Uberspringen gerader Knoten und Dreiecks-Ungleichung)
3
= W(HK) < 3w(OPT)
Mo
7 Axtmann: Institut fiir Theoretische Informatik
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Approximationsalgorithmen AT
Minimum Metric TSP

3/2-Approximation (Beweis) (Christofides-Heuristik)
a Abschétzungen: (analog zu vorherigem Beweis)
= W(HK) < w(EK) =w(T') = w(T)+ w(M) < w(OPT) + w(M)

a Bestimmung von w(M):
m sei HK’ Hamiltonkreis auf U (U: Knoten mit ungeradem Grad in T)
(erzeugt durch Uberspringen aller Knoten V \ U in OPT)
m definiere alternierende perfekte Matchings My, M, auf HK'
(existiert, da |U| gerade, HK' = My U My)
= w(M) <w(My), w(M) < w(M) (M min. Matching!)
= 2-w(M) <w(M;)+ w(M) = w(HK") < w(OPT)
(Uberspringen gerader Knoten und Dreiecks-Ungleichung)

= w(HK) < 3w(OPT)

a Existiert immer perfektes Matching M? My
(Zeige, dass |U| immer gerade ist!)
7 Axtmann: Institut fiir Theoretische Informatik
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Parametrisierte Algorithmen AT

fixed parameter tractable (FPT) e

Warum Probleme parametrisieren?
m es gibt “schwierige” Probleme (z.B. Minimum Independent Set)
- allgemeine Instanzen haben zu lange Berechnungszeit

a Kann man Spezialfélle eventuell effizient berechnen?

- Identifizierung zuséatzlicher Parameter k der Problemstellung
- falls “Komplexitat” in diesen Parametern k steckt,
effiziente Lésungen fir k = const. !

so dass alle Leute direkt so dass alle Leute direkt

/A\ - - » cinfach

oder iiber einen Freund oder iiber einen Freund
erreicht werden kénnen erreicht werden kénnen

finde min. Anzahl Leute, x x\ finde max. k Leute,
schwierig -
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Parametrisierte Algorithmen AT

Definition

m Ein Problem heisst fixed parameter tractable, wenn es eine Laufzeit
T(n k) = O(f(k) - p(n))

hat, mit f(-) berechenbar, p(-) Polynom.

(f(-) darf nicht von n abhangen und p(-) nicht von k; haufig Entscheidungsprobleme)
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Parametrisierte Algorithmen AT

Techniken

Tiefenbeschrankte Suche

m erschdpfendes Aufzéhlen und Testen aller Méglichkeiten
— mit geeignetem Suchbaum beschrankter Tiefe

(k gibt Hinweis, wie man in die Tiefe gehen muss)

Kernbildung
m Probleminstanz auf (schwierigen) Problemkern reduzieren
@ Problemkern mit anderer Technik I6sen
I
Weitere Techniken
a Farbkodierung, induktive Kompression, Baumzerlegung, ...
10 Axtmann: Institut fiir Theoretische Informatik
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Parametrisierte Algorithmen AT

Schiebepuzzle

Problemstellung
® gegeben n x n Schiebepuzzle, k € N
m entscheide, ob das Puzzle in < k Zligen geldst werden kann

m das Puzzle ist geldst, wenn die Teile sortiert sind
® Loch wird pro Zug eine Position horizontal oder vertikal verschoben

Algorithmus A
m es gibt < 4 Mdglichkeiten in jedem Zug, k Zlge 24| 8 [13]12]20
@ baue Suchbaum (Hohe k, Verzweigungsgrad < 4) 11l 2 17121
— BaumgréBe O(4%)
m teste jeden Knoten auf korrekte Losung 7|15(14119|5
— Aufwand O(r?) € O(poly(n)) 6[10/3]9]1

4 123[11(18]22

— Gesamtaufwand: O(4%n?) = FPT
(T(n,k) =4T(n,k — 1)+ poly(n))
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Schiebepuzzle

Problemstellung
® gegeben n x n Schiebepuzzle, k € N
m entscheide, ob das Puzzle in < k Zligen geldst werden kann

m das Puzzle ist geldst, wenn die Teile sortiert sind
® Loch wird pro Zug eine Position horizontal oder vertikal verschoben

Algorithmus A
m es gibt < 4 Mdglichkeiten in jedem Zug, k Zige
@ baue Suchbaum (Hbéhe k, Verzweigungsgrad < 4)
— BaumgréBe O(4%)
m teste jeden Knoten auf korrekte Losung
— Aufwand O(n?) € O(poly(n))

— Gesamtaufwand: O(4%n?) = FPT
(T(n,k) =4T(n,k — 1)+ poly(n))

%%% %%%% %%ﬁ% %ﬁ%%
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Ende! T

>

Feierabend!
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Parametrisierte Algorithmen AT

Rekurrenzrelationen — Zusammenfassung

T(nk)=aT(nk—ki)+aT(nk—k)+...+aT(nk—k) {+f(n)}
(ki - k/v/‘ J)
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Parametrisierte Algorithmen AT

Rekurrenzrelationen — Zusammenfassung

T(n k) =aiT(nk—ki)+aT(nk—k)+...4+aT(nk—k){+f(n)}
(ki < kj, i <)

m Verzweigungsvektor (z; = 1, ohne f(n))
a <k1 ) k2 ..... kj>
= tabelliert, Basis « aus Tabelle ablesen
— Lésung T(n, k) = O(aX) (= GroBe des Ausfiihrungsbaums)

m erzeugendes Polynom (g; beliebig, ohne 7(n))
® Ansatz: T(n k) = x*
= xk—ayxk=k —goxk—he — | — a;xk~k = 0 (eingesetzt)
= bestimme betragsmén3ig gréBte Nullstelle « (mit Vielfachheit m)
— Lésung T(n, k) = O(k™ "ak)

m inhomogene Rekurrenzrelation (7(n) = Arbeit in jedem Knoten)
m Lose homogene Rekurrenz (ohne 7(n)) — T'(n, k) = r(k)
= Losung T(n k) = O(r(k)-f(n))
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Parametrisierte Algorithmen AT

Rekurrenzrelationen — Verzweigungsvektor

T(n k) =aT(nk—ky)+aT(nk—k)+...+aT(nk—Kk)
(ki - K/,/~ J)

Verzweigungsvektor (a, = 1)
a <k1 , k2 ..... kj>
= tabelliert, Basis « aus Tabelle ablesen
= Lésung T(n, k) = O(lxk) (= GréBe des Ausflihrungsbaums)

Beispiel

a T(nk)=T(nk—-1)+T(nk—1)
= Verzweigungsvektor (1, 1)
= nach Tabelle x =2
= T(n k)= 0(2K)

Verzweigungsgrad o = 2

Institut fiir Theoretische Informatik
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Parametrisierte Algorithmen AT

Rekurrenzrelationen — erzeugendes Polynom

T(n k) =aT(nk—ky)+aT(nk—k)+...+aT(nk—Kk)
(ki - k/v/’ J)

erzeugendes Polynom (z; beliebig)
® Ansatz: T(n k) = xk

= xk_— ai xk—ki — agxk_k2 — .= a/-xk*k/ = 0 (eingesetzt)

= bestimme betragsméf3ig groBte Nullstelle « (mit Vielfachheit m)
— Lésung T(n, k) = O(k™ k)

Beispiel

@ T(nk)=T(nk—1)+T(nk—1) 3
= xK=xk1 4 xk1 o xk—1(x —2) =0

= gréBte Nullstelle: x =2

= T(n, k) = O(zk) Verzweigungsgrad o = 2

15 Axtmann: Institut fiir Theoretische Informatik
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Parametrisierte Algorithmen AT

Rekurrenzrelationen — Inhomogenitat

T(nk)=aT(nk—ky)+aT(nk—ky)+...+aT(nk—k)+f(n)
(ki < kj, i <)

inhomogene Rekurrenzrelation (7(n) = Arbeit in jedem Knoten)
m Ldse homogene Rekurrenz (ohne 7(n)) — T'(n, k) = r(k)

— Losung T(n k) = O(r(k) - f(n))

Beispiel

@ T(nk)=T(nk—1)+T(nk—1)+n
— homogene Lésung T'(n, k) = 2k

= T(nk)=0(2k.n)

a Test: O(Zk -n) = O(Zk_1 -n+2k-1.n4 n) (Lésung eingesetzt)
= O(Zk) = O(qu +2k=14 1) (kiirzen von n)
= 0(2K) = O(2k=1 + 2k=1) (0 Kalkil ausniitzen)

Institut fiir Theoretische Informatik
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Parametrisierte Algorithmen AT

Vertex Cluster Deletion

Problemstellung
m gegeben ungerichteter Graph G = (V,E), k € N
m existiert S C V,|S| < k,sodass (V' \ S, E) einen Clustergraph ist?

(Clustergraph = Graph bestehend aus isolierten Cliquen)

Beobachtung
a Graph ist Clustergraph gdw. alle kiirzesten Pfade 2 Knoten besitzen

17 Axtmann:
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Vertex Cluster Deletion
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Parametrisierte Algorithmen AT

Vertex Cluster Deletion

Problemstellung
m gegeben ungerichteter Graph G = (V,E), k € N
m existiert S C V,|S| < k,sodass (V' \ S, E) einen Clustergraph ist?

(Clustergraph = Graph bestehend aus isolierten Cliquen)

"
O,

A\

N

Beobachtung
a Graph ist Clustergraph gdw. alle kiirzesten Pfade 2 Knoten besitzen
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Parametrisierte Algorithmen AT

Vertex Cluster Deletion

Problemstellung
m gegeben ungerichteter Graph G = (V,E), k € N
m existiert S C V,|S| < k,sodass (V' \ S, E) einen Clustergraph ist?

(Clustergraph = Graph bestehend aus isolierten Cliquen)

"
O,

X

Beobachtung
a Graph ist Clustergraph gdw. alle kiirzesten Pfade 2 Knoten besitzen
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Parametrisierte Algorithmen AT

Vertex Cluster Deletion

Algorithmus

m Fir k < 0, gebe NEIN zuriick

® Suche in O(n®) nach kiirzestem Pfad P mit 3 Knoten
m existiert keiner, gebe JA zuriick

m sonst, verzweige 3 x durch Léschen je eines Knotens von P aus G,
wiederhole rekursiv mit k — k — 1

Laufzeit —
® BaumgréBe O(3¥) (\
3) \

(Suchbaum mit Hohe k, Verzweigungsgrad <
m Arbeit pro Knoten O(poly(n))

= Gesamtlaufzeit: O(3%poly(n)) = FPT
(T(n, k) =3T(n,k—1)+0O(n%))
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Vertex Cluster Deletion

Algorithmus
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Vertex Cluster Deletion

Algorithmus
m Fir k < 0, gebe NEIN zuriick

® Suche in O(n®) nach kiirzestem Pfad P mit 3 Knoten
m existiert keiner, gebe JA zuriick
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. k—1
Laufzeit /
® BaumgréBe O(3¥) (\ .
(Suchbaum mit Héhe k, Verzweigungsgrad < 3) \\'
® Arbeit pro Knoten O(poly(n)) “ /\
—  Gesamtlaufzeit: O(3poly(n)) = FPT
(T(n k) = 3T(n k—1)+O(n®)) N\ /\\>
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Vertex Cluster Deletion

Algorithmus
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Vertex Cluster Deletion

Algorithmus
m Fir k < 0, gebe NEIN zuriick

® Suche in O(n®) nach kiirzestem Pfad P mit 3 Knoten
m existiert keiner, gebe JA zuriick
m sonst, verzweige 3 x durch Léschen je eines Knotens von P aus G,
wiederhole rekursiv mit k — k — 1

. k—1
Laufzeit ull
® BaumgréBe O(3¥) (\ .
(Suchbaum mit Héhe k, Verzweigungsgrad < 3) \\'
® Arbeit pro Knoten O(poly(n)) “ />
—  Gesamtlaufzeit: O(3poly(n)) = FPT LT .
(T(n k) = 3T(n,k—1)+0O(nd)) ‘x\\
Ve
18 Axtmann: Institut fiir Theoretische Informatik

Ubung 8 — Algorithmen I Algorithmik Il



Parametrisierte Algorithmen AT
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Algorithmus
m Fir k < 0, gebe NEIN zuriick
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m sonst, verzweige 3 x durch Léschen je eines Knotens von P aus G,
wiederhole rekursiv mit k — k — 1

k—1
Laufzeit
® BaumgréBe O(3¥)
(Suchbaum mit Héhe k, Verzweigungsgrad < 3)
m Arbeit pro Knoten O(poly(n))
—  Gesamtlaufzeit: O(3poly(n)) = FPT .
(T(n k) = 3T(n,k—1)+0O(nd)) ‘x\\
Ve,
18 Axtmann: Institut fiir Theoretische Informatik

Ubung 8 — Algorithmen I Algorithmik Il



Parametrisierte Algorithmen AT
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Algorithmus
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Vertex Cluster Deletion
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Vertex Cluster Deletion
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