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Rekurrenzrelationen
in-place Multikey Quicksort
(Sortierung von Zeichenketten in-place)
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T (n, k) = a1T (n, k − k1) + a2T (n, k − k2) + . . . + ajT (n, k − kj ) {+f (n)}
(ki ≤ kj , i < j)

Verzweigungsvektor (ai = 1, ohne f (n))
〈k1, k2, . . . , kj 〉

⇒ tabelliert, Basis α aus Tabelle ablesen
⇒ Lösung T (n, k) = O(αk ) (=̂ Größe des Ausführungsbaums)

erzeugendes Polynom (ai beliebig, ohne f (n))
Ansatz: T (n, k) = xk

⇒ xk − a1xk−k1 − a2xk−k2 − . . .− ajxk−kj = 0 (eingesetzt)
⇒ bestimme betragsmäßig größte Nullstelle α (mit Vielfachheit m)
⇒ Lösung T (n, k) = O(km−1αk )

inhomogene Rekurrenzrelation (f (n) =̂ Arbeit in jedem Knoten)
Löse homogene Rekurrenz (ohne f (n))→ T ′(n, k) = r (k)

⇒ Lösung T (n, k) = O(r (k) · f (n))
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T (n, k) = a1T (n, k − k1) + a2T (n, k − k2) + . . . + ajT (n, k − kj )
(ki ≤ kj , i < j)

Verzweigungsvektor (ai = 1)
〈k1, k2, . . . , kj 〉

⇒ tabelliert, Basis α aus Tabelle ablesen
⇒ Lösung T (n, k) = O(αk ) (=̂ Größe des Ausführungsbaums)

Beispiel
T (n, k) = T (n, k − 1) + T (n, k − 1)

⇒ Verzweigungsvektor 〈1,1〉
⇒ nach Tabelle α = 2
⇒ T (n, k) = O(2k )

k = 3

Verzweigungsgrad α = 2
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T (n, k) = a1T (n, k − k1) + a2T (n, k − k2) + . . . + ajT (n, k − kj )
(ki ≤ kj , i < j)

erzeugendes Polynom (ai beliebig)
Ansatz: T (n, k) = xk

⇒ xk − a1xk−k1 − a2xk−k2 − . . .− ajxk−kj = 0 (eingesetzt)

⇒ bestimme betragsmäßig größte Nullstelle α (mit Vielfachheit m)

⇒ Lösung T (n, k) = O(km−1αk )

Beispiel
T (n, k) = T (n, k − 1) + T (n, k − 1)

⇒ xk = xk−1 + xk−1 ⇔ xk−1(x − 2) = 0
⇒ größte Nullstelle: x = 2
⇒ T (n, k) = O(2k )

k = 3

Verzweigungsgrad α = 2
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T (n, k) = a1T (n, k − k1) + a2T (n, k − k2) + . . . + ajT (n, k − kj ) + f (n)
(ki ≤ kj , i < j)

inhomogene Rekurrenzrelation (f (n) =̂ Arbeit in jedem Knoten)
Löse homogene Rekurrenz (ohne f (n))→ T ′(n, k) = r (k)

⇒ Lösung T (n, k) = O(r (k) · f (n))

Beispiel
T (n, k) = T (n, k − 1) + T (n, k − 1) + n

⇒ homogene Lösung T ′(n, k) = 2k

⇒ T (n, k) = O(2k · n)
Test: O(2k · n) = O(2k−1 · n + 2k−1 · n + n) (Lösung eingesetzt)
⇒ O(2k ) = O(2k−1 + 2k−1 + 1) (kürzen von n)
⇒ O(2k ) = O(2k−1 + 2k−1) (O Kalkül ausnützen)



in-place Multikey Quicksort
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Bentley, Sedgewick (1997)
(Three-way Radix Quicksort)

sortiert Elemente mit mehreren Schlüsseln wie msd-Radixsort
→ z.B. Stellen einer Zahl, Zeichen eines Strings

für einen Schlüssel wird Quicksort mit drei Fällen ausgeführt
→ kleiner als, gleich, größer als das Pivotelement

Partitionierungschritt kann in-place erfolgen
→ ähnlich wie bei normalem Quicksort



in-place Multikey Quicksort
Wiederholung: Ablauf
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Function mkqSort( S: Array of String, i : Integer) : Array of String
if |S| ≤ 1 then return S (Basisfall)
choose p ∈ S uniformly at random (Pivotelement)
return concatenation of (Rekursion)

mkqSort( 〈e ∈ S : e[i ] < p[i ]〉, i ),
mkqSort( 〈e ∈ S : e[i ] = p[i ]〉, i + 1 ),
mkqSort( 〈e ∈ S : e[i ] > p[i ]〉, i )
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in-place bei Quicksort (für Integer)

teilt Elemente in kleiner gleich und größer als Pivotelement p
zwei Zeiger a, b wandern von außen “in die Mitte”
→ Invariante: V [i < a] ≤ p, V [i > b] > p

Wähle Pivot p und tausche mit erstem Element,
setze a = 2,b = n
a→ a + 1, solange V [a] ≤ p,
b → b− 1, solange V [b] > p,
Tausch, wenn V [a] > p und V [b] ≤ p
Ende, wenn a > b

a b

≤ >?

V
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in-place bei Multikey Quicksort (Algorithmus)

Wähle Pivot p und tausche mit erstem Element,
setze a = b = 2, c = d = n
b → b + 1, solange V [b] ≤ p, wenn V [b] = p: Tausch mit V [a], a→ a + 1,
c → c − 1, solange V [c] ≥ p, wenn V [c] = p: Tausch mit V [d ], d → d − 1
Tausch, wenn V [b] > p und V [c] < p
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in-place bei Multikey Quicksort (Umgruppierung)

r = min(a− 1,b− a)
Tausch von r Zeichen zwischen [1, r ) und [b− r ,b)
r = min(d − c,n− d)
Tausch von r Zeichen zwischen [c + 1, c + r ) und [n− r + 1,n + 1)
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Three-way Radix Quicksort
(Partitionierung in kleiner, gleich, größer über alle Stellen analog zu msd-Radixsort)

effizient O(|S| log |S|+ d)
(d =̂ Summe der Länge der unterscheidenden Präfixe)

in-place Partitionierung möglich
(durch geschicktes Speichern und Verschieben der gleichen Elemente)

sehr einfache Implementierung
(nur 40 Zeilen Quellcode, siehe Anhang)
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Feierabend!
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nach C-Standard ist ein string ist Zeiger auf char
(die Daten werden als char Array mit Sentinel ’\0’ gespeichert)

void swap(int a, int b, char *x[]){ // Dreieckstausch
char *t=x[a];
x[a]=x[b];
x[b]=t;

}

#define i2c(i) x[i][ depth] // Buchstabe an Stelle ’depth’ aus i-tem String

void vecswap(int i, int j, int n, char *x[]) { // Tausch der Sub -Arrays [i:i+n] und [j:j+n]
while(n--> 0) {
swap(i,j);
i++; j++;

}
}
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void mkqsort( char *x[], int n, int depth ){
if(n <= 1) return; // Weniger als zwei Strings zu sortieren?
a = rand() % n; //Wahl des Pivot -Elements
swap(0,a,x); //Pivot an den Anfang des Arrays verschieben
v=i2c (0); //Wert der aktuellen Stelle im Pivot
a = b = 1; // Anfang des zu sortierenden (Sub -) Arrays
c = d = n-1; //Ende des zu sortierenden (Sub -) Arrays
while(true) {
while(b <= c && (r = i2c(b) -v) <= 0) { //Von links Elemente scannen , bis Char > Pivot
if(r == 0) { swap(a,b,x); a++ } //Char == Pivot? Dann nach links kopieren
b++; // Grenze der gleichen Elemente eins nach rechts

}
while (b <= c && (r= i2c(c) -v) >= 0) { //Von rechts Elemente scannen , bis Char < Pivot
if(r == 0) { swap(c,d,x); d--; } //Char == Pivot? Dann nach rechts kopieren
c--; // Grenze der gleichen Elemente eins nach links

}
if(b>c) break; // Zeiger aneinander vorbei? Dann Abbruch
swap(b,c,x); b++; c--; // Inversion gefunden , tauschen , Zeiger je 1 weiter

}
r = min(a, b-a); vecswap(0, b-r, r, x); //"gleiche" Elemente von links zur Mitte kopieren
r = min(d-c, n-d-1); vecswap(b, n-r, r, x); //"gleiche" Elemente von recht zur Mitte kopieren
r = b-a; mkqsort(x, r, depth); //"linke" Rekursion
if(i2c(r) != 0) { mkqsort(x+r, a+n-d-1, depth +1); } //"mittlere" Rekursion , falls notwendig
r = d-c; mkqsort(x+n-r, r, depth); //"rechte" Rekursion

}

[Bentley&Sedgewick1997]
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Function mkqSort( S: Array of String, i : Integer) : Array of String
if |S| ≤ 1 then return S (Basisfall)
choose p ∈ S uniformly at random (Pivotelement)
return concatenation of (Rekursion)

mkqSort( 〈e ∈ S : e[i ] < p[i ]〉, i ),
mkqSort( 〈e ∈ S : e[i ] = p[i ]〉, i + 1 ),
mkqSort( 〈e ∈ S : e[i ] > p[i ]〉, i )
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Function mkqSort( S: Array of String, i : Integer) : Array of String
if |S| ≤ 1 then return S (Basisfall)
choose p ∈ S uniformly at random (Pivotelement)
return concatenation of (Rekursion)

mkqSort( 〈e ∈ S : e[i ] < p[i ]〉, i ),
mkqSort( 〈e ∈ S : e[i ] = p[i ]〉, i + 1 ),
mkqSort( 〈e ∈ S : e[i ] > p[i ]〉, i )
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Algorithmik II

Function mkqSort( S: Array of String, i : Integer) : Array of String
if |S| ≤ 1 then return S (Basisfall)
choose p ∈ S uniformly at random (Pivotelement)
return concatenation of (Rekursion)

mkqSort( 〈e ∈ S : e[i ] < p[i ]〉, i ),
mkqSort( 〈e ∈ S : e[i ] = p[i ]〉, i + 1 ),
mkqSort( 〈e ∈ S : e[i ] > p[i ]〉, i )
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Algorithmik II

Function mkqSort( S: Array of String, i : Integer) : Array of String
if |S| ≤ 1 then return S (Basisfall)
choose p ∈ S uniformly at random (Pivotelement)
return concatenation of (Rekursion)

mkqSort( 〈e ∈ S : e[i ] < p[i ]〉, i ),
mkqSort( 〈e ∈ S : e[i ] = p[i ]〉, i + 1 ),
mkqSort( 〈e ∈ S : e[i ] > p[i ]〉, i )
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Algorithmik II

Function mkqSort( S: Array of String, i : Integer) : Array of String
if |S| ≤ 1 then return S (Basisfall)
choose p ∈ S uniformly at random (Pivotelement)
return concatenation of (Rekursion)

mkqSort( 〈e ∈ S : e[i ] < p[i ]〉, i ),
mkqSort( 〈e ∈ S : e[i ] = p[i ]〉, i + 1 ),
mkqSort( 〈e ∈ S : e[i ] > p[i ]〉, i )
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Algorithmik II

Function mkqSort( S: Array of String, i : Integer) : Array of String
if |S| ≤ 1 then return S (Basisfall)
choose p ∈ S uniformly at random (Pivotelement)
return concatenation of (Rekursion)

mkqSort( 〈e ∈ S : e[i ] < p[i ]〉, i ),
mkqSort( 〈e ∈ S : e[i ] = p[i ]〉, i + 1 ),
mkqSort( 〈e ∈ S : e[i ] > p[i ]〉, i )
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