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Karlsruhe Institute of Technology

Organisatorisches

Vorlesungen:
Mo 09:45-11:15 HS Neue Chemie
Di 15:45-16:30 HS Neue Chemie

Saallbung:
Di 16:30—17:15 HS Neue Chemie

Ubungsblétter:
14-tagig, jeweils Dienstags, Musterlosung 9 Tage spater
1. Blatt: 24.10.2017

llias Forum:
Fragen zum Vorlesungsinhalt (auch anonym maoglich)

Link auf Vorlesungswebseite
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Karlsruhe Institute of Technology

Organisatorisches

Sprechstunden:
| Peter Sanders, Dienstag 13:45—14:45 Uhr, Raum 217
I Thomas Worsch, Freitag 8:00—9:00 Uhr, Raum 230
] Simon Gog, Nach Vereinbarung, Raum 220 (erst ab November)
| Demian Hespe, Nach Vereinbarung, Raum 210

] Yarsolav Akhremtsev, Donnerstag 14:00—-15:00 Uhr, Raum 221
Letzte Vorlesung: 06. Februar 2018

Klausur: Mittwoch, 21. Februar 2018, 11:30 Uhr
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Materialien

Karlsruhe Institute of Technology

L] Folien
[] Ubungsblatter

[ ] Buch:
K. Mehlhorn, P. Sanders
Algorithms and Data Structures — The Basic Toolbox
Springer 2008. Ca. 40 % der Vorlesung.

[ Skript: Minimalistischer Aufschrieb der Sachen, die nicht im Buch
stehen, mit Verweisen auf Originalliteratur
Sprache: Deutsch.
Aber Literatur und ein Teil der Folien auf Englisch



Sanders, Worsch, Gog: Algorithmen II - 27. November2017 - Zusatz ‘ea®o-4 ﬂ(IT

ttttttttttttttttttttttttttttt

Zum Weiterlesen

[ ] [Mehlhorn, Naher] Algorithm Engineering, Flows, Geometrie

The LEDA Platform of Combinatorial and Geometric Computing.
] [Ahuja, Magnanti, Orlin] Network Flows

[ ] [de Berg, Cheong, van Kreveld, Overmars] Geometrie

Computational Geometry: Algorithms and Applications

[ ] [Gonzalo Navarro] Succinct Data Structures

Compact Data Structures: A Practical Approach

] [R. Niedermeier] Invitation to Fixed-Parameter Algorithms
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Inhaltsuibersicht 1

Karlsruhe Institute of Technology

[ Algorithm Engineering
[ Fortgeschrittene Datenstrukturen am Beispiel von Prioritatslisten

— addressierbar
— ganzzahlige SchlUssel

— (Externspeicher)
] Fortgeschrittene Graphenalgorithmen

— Kirzeste Wege Il: negative Kreise, Potentialmethode
— Starke Zusammenhangskomponenten

— Maximale Flisse und Matchings
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Inhaltsuibersicht 11

Karlsruhe Institute of Technology

| “Bindestrichalgorithmiken”

— Randomisierte Algorithmen

— Externe Algorithmen

— Parallele Algorithmen

— Stringalgorithmen: sorting, indexing,. . .
— Geometrische Algorithmen

— Approximationsalgorithmen

— Fixed-Parameter-Algorithmen

— Onlinealgorithmen
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1 Algorithm Engineering

Karlsruhe Institute of Technology

A detailed definition

| in general
[with Kurt Mehlhorn, Rolf Mohring, Petra Mutzel, Dorothea Wagner]

| A few examples, usually sorting

| A little bit on experimental methodology
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Gaps Between Theory & Practice

Karlsruhe Institute of Technology

Theory —— Practice
simple Vi appl. model complex
o =
simple machine model = real
complex E algorithms FOR simple
advanced W data structures 11110 arrays,. ..
worst case | M@X | | complexity measure Lx inputs
asympt. O() efficiency 42% | constant factors
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Bits of History

1843— Algorithms in theory and practice
1950s,1960s Still infancy
1970s,1980s Paper and pencil algorithm theory.

Exceptions exist, e.g., [D. Johnson], [J. Bentley]

1986 Term used by [T. Beth],

lecture “Algorithmentechnik” in Karlsruhe.

1988— Library of Efficient Data Types and Algorithms
(LEDA) [K. Mehlhorn]

1997— Workshop on Algorithm Engineering
~~ ESA applied track [G. ltaliano]

1997 Term used in US policy paper [Aho, Johnson, Karp, et. al
1998 Alex workshop in Italy ~~ ALENEX
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Realistic Models

Theory —— Practice

simple Vi appl. model - complex

=
simple % machine model | & real

] Careful refinements

[ Try to preserve (partial) analyzability / simple results
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Karlsruhe Institute of Technology

Design

of algorithms that work well in practice

[ ] reuse
[ | constant factors

] exploit easy instances
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Analysis

[ | Constant factors matter

Beispiel: quicksort

| Beyond worst case analysis

| Practical algorithms might be difficult to analyze

(randomization, meta heuristics,. . .)
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Implementation

sanity check for algorithms !

Challenges

Semantic gaps:
Abstract algorithm
<
C++...
<
hardware

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

S)LIM
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Experiments

| sometimes a good surrogate for analysis
| too much rather than too little output data
| reproducibility (10 years!)

] software engineering

Stay tuned.
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Karlsruhe Institute of Technology

Algorithm Libraries — Challenges

] software engineering , e.9. CGAL
] standardization, e.g. java.util, C++ STL and BOOST
| performance > generality > simplicity
|| applications are a priori unknown
] result checking, verification | [ STiuseriayer ) ( Sheamingayer )

i . vector, stack, set : . q
Com‘qlners. oriofty. queue. map Pipelined sorting,
LAlgorl‘rhms: sort, for_each, merge zero-1/O scanning )

A

z D
Block management layer i

<
> typed block, block manager, buffered streams,
-

block prefetcher, buffered block writer

( Extensions

Parallel STL Algorithms

Asynchronous I/O primitives layer

files, 1/O requests, disk queues,
completion handlers
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Karlsruhe Institute of Technology

Problem Instances

Benchmark instances for NP-hard problems PP
= -

L] TSP

| Steiner-Tree

[ | SAT

| set covering

] graph partitioning
...

have proved essential for development of practical algorithms

Strange: much less real world instances for polynomial problems
(MST, shortest path, max flow, matching...)
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Example: Sorting Benchmark (Indy)

100 byte records, 10 byte random keys, with file 1/0

Category data volume performance | improvement
GraySort 100 000 GB 564 GB / min 17 %
MinuteSort 955 GB 955 GB / min > 10X
JouleSort 100 000 GB | 3400 Recs/Joule 777X
JouleSort 1 000 GB | 17 500 Recs/Joule 5.1x
JouleSort 100 GB | 39 800 Recs/Joule 3.4x
JouleSort 10 GB | 43 500 Recs/Joule 5.7x%

Also: PennySort

Karlsruhe Institute of Technology
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Infiniband switch
400 MB / s node all-all

inplace multiway mergesort, exact splitting

16 GB
RAM

GraySort

Sanders, Worsch, Gog: Algorithmen II - 27.xovember2017 - Zusatz ‘=e®1-18
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JouleSort

| Intel Atom N330

| 4 GB RAM
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Applications that ‘“Change the World”

Karlsruhe Institute of Technology

Algorithmics has the potential to SHAPE applications
(not just the other way round) [G. Myers]

Bioinformatics: sequencing, proteomics, phylogenetic trees,. ..

Google

Information Retrieval: Searching, ranking,. ..

Traffic Planning: navigation, flow optimization,

adaptive toll, disruption management

Geographic Information Systems: agriculture, environmental protection,

disaster management, tourism,. ..

Communication Networks: mobile, P2P, cloud, selfish users,. ..
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Karlsruhe Institute of Technology

Conclusion:
Algorithm Engineering < Algorithm Theory

] algorithm engineering is a wider view on algorithmics

(but no revolution. None of the ingredients is really new)
[ ] rich methodology
| better coupling to applications
] experimental algorithmics << algorithm engineering
] algorithm theory C algorithm engineering
[ | sometimes different theoretical questions

|| algorithm theory may still yield the strongest, deepest and most

persistent results within algorithm engineering
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More On Experimental Methodology

Scientific Method:

Karlsruhe Institute of Technology

] Experiment need a possible outcome that falsifies a hypothesis

] Reproducible

— keep data/code for at least 10 years

-+ documentation (aka laboratory journal (Laborbuch))

— clear and detailed

description in papers / TRs

— share instances and code

ngineerin real
engineering Inputs %
% design
, falsifiable 4
[ analysis hypotheses experiments }0
: induction
deduyction
perf.— | implementation# appl. engin.
guarantees | *
algorithm- |

libraries

suonesiidde

(
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Karlsruhe Institute of Technology

Quality Criteria

[ | Beat the state of the art, globally — (not your own toy codes or the
toy codes used in your community!)
| Clearly demonstrate this !

— both codes use same data ideally from accepted benchmarks
(not just your favorite datal)

— comparable machines or fair (conservative) scaling

— Avoid uncomparabilities like:
“Yeah we have worse quality but are twice as fast”

— real world data wherever possible
— as much different inputs as possible

— its fine if you are better just on some (important) inputs
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Not Here but Important

Karlsruhe Institute of Technology

[ describing the setup
] finding sources of measurement errors

] reducing measurement errors (averaging, median,unloaded

machine. . .)

[ ] measurements in the creative phase of experimental algorithmics.
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The Starting Point

Karlsruhe Institute of Technology

[ ] (Several) Algorithm(s)

] A few quantities to be measured: time, space, solution quality,
comparisons, cache faults,. .. There may also be measurement

errors.

L] An unlimited number of potential inputs. ~~ condense to a few
VI, |E

characteristic ones (size, , ...0r problem instances from

applications)

Usually there is not a lack but an abundance of data # many other

sciences
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The Process

Karlsruhe Institute of Technology

Waterfall model?
1. Design

2. Measurement
3. Interpretation

Perhaps the paper should at least look like that.
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The Process

Karlsruhe Institute of Technology

] Eventually stop asking questions (Advisors/Referees listen !)
| build measurement tools

| automate (re)measurements

[ | Choice of Experiments driven by risk and opportunity

|| Distinguish mode

explorative: many different parameter settings, interactive, short

turnaround times

consolidating: many large instances, standardized measurement

conditions, batch mode, many machines
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Of Risks and Opportunities

Example: Hypothesis = my algorithm is the best
big risk: untried main competitor
small risk: tuning of a subroutine that takes 20 % of the time.

big opportunity: use algorithm for a new application

~~ new input instances

Karlsruhe Institute of Technology



Randomisierte Algorithmen

L Einleitung

Uberblick

Einleitung

2/58



Randomisierte Algorithmen

I—Einleitung

Sichtweisen fiir randomisierte Algorithmen

Erweiterung des Begriffs eines deterministischen Algorithmus:

» neuer algorithmischer Elementarschritt

Beschaffung eines zufalligen Wertes
RANDINT(c : N) liefere

zufallig gleichverteilt eine ganze Zahl x € {0,1,...,c— 1}
alternative Sichtweisen (nicht in dieser Vorlesung)

» ,quantifizierter Nichtdeterminismus”
mit (schonen!) Wahrscheinlichkeiten

» zufallige Auswahl eines deterministischen Algorithmus

3/58



Randomisierte Algorithmen

L Einleitung

Fundamentale Anderung

Mehrere Ausfliihrungen

des gleichen randomisierten Algorithmus
fiir die gleiche Eingabe

konnen verschieden sein!

4/58



Randomisierte Algorithmen

L Einleitung

Beispiel: Randomisierter Quicksort

RANDQS(s) mit s = {ep, ..., €n_1)

1 ifn<1

2 then return s

3 i < RANDINT(n); pvt < ¢;

4 a<— (e€s:e< pvt)

5 b« (e€s:e=pvt)

6 c<« (e€s:e> pvt)

7 return coNcAT(RANDQS(a), b, RANDQS(¢))

5/58



Randomisierte Algorithmen

L Einleitung

Zufallsvariablen tuberall

Selbst fiir eine einzelne festgehaltene Eingabe sind

» die benoétigte Laufzeit
» der benotigte Speicherplatz

» das berechnete Ergebnis

Zufallsvariablen.

6/58



Randomisierte Algorithmen

I—Einleitung

Erinnerung an W-Theorie

> Q Menge der Elementarereignisse
> E C 2° Menge von Ereignissen (c-Algebra)
> diskrete o-Algebra: E = 2° und |Q| < |N]
» W-Maf3 Pr: E — (o-additiv, Pr[Q] = 1)
» Zufallsvariable X : Q@ — R mit Eigenschaften ...
(erfiillt, falls o-Algebra diskret)

» Schreibweisen Pr [ X < x| statt Pr [{w | X(w) < x}]
Pr [X = x] statt Pr [{w | X(w) = x}]

7/58



Randomisierte Algorithmen

I—Einleitung

Standardbeispiel: Wiirfeln

> Q= {1],(2},(3],(4}, (5], (6]}
» E=2"% diskret
» z.B. g ={12),[4),(6]} «gerade Zahl gewiirfelt»

» «fairer» Wirfel:
Vo e Q:Pr|w]|=1/6

> Prig] =1/2
> allgemein: Pr [e] = |e|/6

0, falls w Produkt zweier Primfaktoren
X(w) =

1, sonst
» zB.Pr[X=1]=2/3

8/58



Randomisierte Algorithmen

I—Einleitung

Erinnerung an W-Theorie (2)

>

>

Zufallsvariable X : Q — R,  nur abzahlbar viele X(w) # 0
Erwartungswert von X: E [ X] = Z x - Pr[X = x]

xeR

(falls das absolut konvergiert)

immer: E[X+ Y| =E|[X]|+ E]|Y]

unabhdngige ZV: fir alle x, y € R:
PriX=xAY=y]|=Pr|X=x]|:-Pr|Y =y]
falls X, Y unabhangig: E[X - Y] = E|X]-E]|Y]

Indikator-ZV: 0 und 1 einzig mogliche Funktionswerte

9/58



Randomisierte Algorithmen

I—Einleitung

Standardbeispiel: Wir

~

‘eln

- Q= {12,345

>

>

>

6]}

E = 2°

Indikator-ZV X(w) = 1, falls @ prim
Indikator-ZV Y(w) = 1, falls w gerade
X und Y nicht unabhangig:

Pr|X =1]
Pr|Y =1
1]-Pr[Y =1]
X=1TAY =1]

|=1/2

10/58



Randomisierte Algorithmen

I—Einleitung

Beispiel: Ausfiihrung randomisierter Algorithmen

zu randomisiertem Algorithmus R und Eingabe x

» Q = {«Programmlauf» von R fir Eingabe x}

> Programmlauf: Folge der durchlaufenen globalen
Speicherzustande

» F = ZQ
> Beispiele moglicher Zufallsvariablen:

> X(Prog.lauf) = Anzahl Schritte
> X(Prog.lauf) = Ausgabe

11/58



Randomisierte Algorithmen

L Einleitung

Algorithmen mit unbekannter Laufzeit

» Will man das?

» «Wie unbekannt?»
> Quantifizierung?

12/58



Randomisierte Algorithmen

L Einleitung

Algorithmen, die «variierende Ausgaben» liefern

> vielleicht ertraglich bei Optimierungsproblemen
> Quantifizierung?

» Erzeugung «zufalliger Objekte»
> Eigenschaften?

13/58



Randomisierte Algorithmen

- Einleitung

Algorithmen, die «falsche Ausgaben» liefern

» Will man das?
» Schlagt in diesem Horsaal gleich ein Meteorit ein?
> Ist 2% — 593 die grofite Primzahl kleiner als 2*0°?

» Soll die Ampel jetzt auf griin schalten?

» Fehlerwahrscheinlichkeit?

14/58



Randomisierte Algorithmen

L Einleitung

Vorteile randomisierter Algorithmen

Sie sind manchmal

> leichter zu formulieren und zu implementieren
» «schneller»
> «besser»

> die einzige Moglichkeit

15/58



Randomisierte Algorithmen

L Einleitung

Vorteile randomisierter Algorithmen

Sie sind manchmal

> leichter zu formulieren und zu implementieren
» «schneller»
> «besser»

> die einzige Moglichkeit

Aber: Man zahlt einen Preis!

15/58



Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Vergleich von Objekten

Uberblick

Randomisierter Vergleich von Objekten

16/58



Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Vergleich von Objekten

Motivation

auch wenn sie unrealistisch ist ...

» gegeben: Listen (ey,...,e,) und (ay,...,a,)
> die Werte seien Elemente eines Korpers F
> z.B. Ein- und Ausgabe eines (Sortier?)Algorithmus

» Frage: Beinhalten die Listen die gleichen Elemente?

» naiver Algorithmus: quadratische Laufzeit

17/58



Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Vergleich von Objekten

Polynome

> definiere e(z) = [['_,(z— e)) und a(z) = []._,(z — a))
> Ist e(z) — a(z) das Nullpolynom?

18/58



Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Vergleich von Objekten

Polynome

> definiere e(z) = [['_,(z— e)) und a(z) = []._,(z — a))
> Ist e(z) — a(z) das Nullpolynom?

» Algorithmus

c < zufallig gleichverteilt € F
y < e(c) — a(c)
if y=20

then return «e = a»

else return «e # a»

18/58



Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Vergleich von Objekten

Polynome

> definiere e(z) = [['_,(z— e)) und a(z) = []._,(z — a))
> Ist e(z) — a(z) das Nullpolynom?

» Algorithmus

c < zufallig gleichverteilt € F
y < e(c) — a(c)
if y=20

then return «e = a»

else return «e # a»

» Fehlerwahrscheinlichkeit

Pr [e(c) — a(c) = 0 A e(z) — a(z) nicht Nullpolynom] < &

18/58



Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Vergleich von Objekten

Ausblick: polynomial identity testing

Verallgemeinerung auf Polynome mit mehreren Veranderlichen

» gegeben: P(z,...,z,)und Q(z, ..., z,)
Frage: Ist P = Q?

> dafiir gibt es Anwendungen
> ldee von eben anpassbar

> kein deterministischer Polynomialzeit-Algorithmus bekannt!

> man multipliziere 1" (z; + zi.1) aus ... oder nicht ...
=1

19/58



Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Quicksort revisited

Uberblick

Randomisierter Quicksort revisited

20/58



Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Quicksort revisited

Randomisierter Quicksort

RANDQS(s) mit s = (ey, ..., en—1), €j paarweise verschieden

1 ifn<1

2 then return s

3 i < RANDINT(n); pvt < ¢;

4 a<— (e€s:e< pvt)

5 b« (e€s:e=pvt)

6 c« (e€s:e>pvt)

7 return coNcAT(RANDQS(a), b, RANDQS(¢))

21/58



Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Quicksort revisited

randQS: Anzahl Vergleiche

Erwartungswert (aus Algorithmen 1)
» es sei RANDQS(eq, ..., ey) = (ai, ..., an)
» Laufzeit-Analyse nutzt

ij —

1, falls a;j und a; miteinander verglichen
0, sonst

> Anzahl Verglelche = [Zi<inj]:

E Zx,, = > E[X

I<j i<j

:ZPr [X,-j:1] :Zj_?_i_] < 2nlnn

I<J 1<J

22/58



Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Quicksort revisited

randQS: Anzahl Vergleiche (2)

mit hoher Wahrscheinlichkeit wie klein?

» Anzahl Vergleiche immer zwischen nln nund n?
» erwartete Laufzeit in ©(nln n).

» zufrieden?

23/58



Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Quicksort revisited

randQS: Anzahl Vergleiche (2)

mit hoher Wahrscheinlichkeit wie klein?

» Anzahl Vergleiche immer zwischen nln nund n?
» erwartete Laufzeit in ©(nln n).
> zufrieden?

» Wahrscheinlichkeit fiir Laufzeit «<nahe am Erwartungswert»
z.B. < 28nln n?

23/58



Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Quicksort revisited

randQS: Anzahl Vergleiche mit hoher Wkt.

> e;j beliebiges Element
> L; Liste auf Rekursionsstufe j, die e; enthalt

> Zufallsvariable Y;

o {1, falls 1|L;] < |Ljsq| < 2|11
=

0, sonst

e[y =pe[y=1] =

> die Y] sind unabhangig voneinander

24/58



Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Quicksort revisited

randQS: Anzahl Vergleiche mit hoher Wkt.

> Y;=1 falls |L;] < Ll < 2|L|
> nenne Rekursionsstufe erfolgreich, falls Y; = 1
» wenn r von k Stufen erfolgreich, dann |L;| < (%)r n

» setze r = 3.5In n, denn

4 4\"
r:3.5|nn=>|nn§r|n§=>nﬁ 3
E; r

> nach r erfolgreichen Stufen ist e; in einelementiger Liste
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Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Quicksort revisited

randQS: Anzahl Vergleiche mit hoher Wkt.

» seinun k =8r =28Inn

> Y =35 Y, E[Y] =k/2

» e;j hochstens dann nicht in einelementiger Liste, falls Y < r

» Wie grof3 ist
PriY<r]=Pr|[Y<Z]=Pr[Y<(-2E[Y]]?

» gleich Chernoff-Schranken
liefern z.B.Pr|Y < r| < g1 (3 = 63/16

» nach k Rekursionsstufen

» Wkt. ein bestimmtes ¢; nicht in Einerliste: < n~63/16

» Wkt. mindestens ein ¢; nicht in Einerliste:

<n- n—63/16 — n—47/16
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Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Quicksort revisited

randQS: Anzahl Vergleiche mit hoher Wkt.

» k=8r=28Inn

» nach k Rekursionsstufen
> Wkt. ein bestimmtes ¢; nicht in Einerliste: < n63/16
» Wkt. mindestens ein ¢; nicht in Einerliste:

<. np63/16 = ~47/16

» mit Wkt. 1 — n=%/1% nach k = 28 In n Rekursionsstufen
alle Elemente in Einerlisten

> mit Wkt. 1 — n=#/1° reichen 28nIn n Vergleiche
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Randomisierte Algorithmen
L—Chernoﬁ"—Schranken

Uberblick

Chernoff-Schranken
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Randomisierte Algorithmen
L Chernoff-Schranken

Einfache Schranken
Markov- und Chebyshev-Ungleichung

» Markov-Ungleichung: ZV' 'Y > 0, Erwartungswert puy.
Dann gilt fiir alle t, k € R,

1
Priy>t]<? baw. Pr[Y > kuy] < -
¢ Y=

» Chebyshev-Ungleichung: ZV X mit

Erwartungswert 11y, Standardabweichung o.
Dann gilt fiir alle t € R,

2
1 oy
Pr[|X — px| = tox] < 2 bzw. Pr[|X —ux| > t] < )
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Randomisierte Algorithmen

L Chernoff-Schranken

Chernoff-Schranken
Es seien
» Xi,..., X, unabhdngige 0-1-ZV mit Pr | X; = 1] = p;
» X =2, Xjund p = E[X] = X p;
Dann gilt
» fiir alle 0 < 6:

65 :
Pr{X>(1+6)u] < ((1 4 5)(1+5))

» furalle1>6 >0also0<1-56 < 1:

-0

[
PrX <(1-6)u] < ((1 _65)(1—5))
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Randomisierte Algorithmen
L Chernoff-Schranken

Chernoff-Schranken: Beweis von Teil 1

> sei t positiv; Markov-Ungleichung liefert:
E [etX]
et(1+0)u

Pr(X > (1+6)u] =Pr [etX > et(1+5)”] <

i unabhangig:

E[e™] =E[e2%] = E[[]e%] = [1E [e¥]

» Ele™] =pi-e+(1—p)-1=1+pi(e' = 1) < eP(e 1)

I1 epile’=1) X pi(e'=1)

» PriX>(1+06)u] < ot(148)u - pt(1+8)

ole=10 [ Sfef=1\F
et | pt(146)

» wahle t = In(1 + J) (positiv!)

» mit den X; sind auch die e
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Randomisierte Algorithmen

L Chernoff-Schranken

Chernoff-Schranken: Vereinfachungen

> statt ((&;)5(&5))” betrachte f(§) = 6 — (1= 9)In(1 = 5)

» je nach Bereich, aus dem 6 stammt,
kann man f(8) nach oben abschitzen in der Form —§2/c
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Randomisierte Algorithmen

L Chernoff-Schranken

Chernoff-Schranken: Korollare

obige Abschatzungen manchmal etwas unhandlich
diverse Vereinfachungen, unter anderem:

» Fir1> 6 > 0 gilt:

o0 p Yool
— —5°p
PriX<(-9)u| < ((1 — 5)(1_5)) <e
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Randomisierte Algorithmen

I—Auswertung von Und-Oder-Baumen

Uberblick

Auswertung von Und-Oder-Baumen
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Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Und-Oder-Baume

Ty vollstandiger binarer Baum der Hohe 2k
» innere Knoten abwechselnd mit “A” und “Vv” markiert

» Wurzel von T; ist A-Knoten mit zwei V-Knoten als
Nachfolger

» Jeder dieser Knoten hat zwei Blatter als Nachfolger.

» Ty entsteht aus Ty, indem die Blatter durch Kopien von T_;
ersetzt werden

» T, hat n = 4% Blatter

» im folgenden xq, . . ., x; genannt
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Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Auswertung von Und-Oder-Baumen

» boolesche Werte an allen Blattern
~> boolscher Wert fiir Wurzel (und andere innere Knoten)

> (fiir die naheliegende Definition von Auswertung ...)
> Problem:

» gegeben: Werte x, .. ., x, an den Blattern
> gesucht: Wert Ti(x. ..., x,) der Wurzel

» Berechnung des Wurzelwertes ,bottom up” durch

> Besuch aller n = 4% Blatter und
> Berechnung der Werte aller inneren Knoten moglich

» Frage: Geht es besser?
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Randomisierte Algorithmen

I—Auswertung von Und-Oder-Baumen

Satz

Fir jeden deterministischen Alg. A und jedes k > 1 gilt:

» Es gibt eine Folge x, . . ., x; von Bits so,
dass A bei Berechnung von Ti(xy, ..., xp)
alle n = 4% Blatter besucht.
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Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Satz

Fir jeden deterministischen Alg. A und jedes k > 1 gilt:

» Es gibt eine Folge x, . . ., x; von Bits so,
dass A bei Berechnung von T (x,. .., x,)
alle n = 4% Blatter besucht.

» Wert der Wurzel = Wert des zuletzt besuchten Blattes

» sowohl Wurzelwert = 0 als auch Wurzelwert = 1
kann erzwungen werden
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Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Bewels

Induktion tber k

> Induktionsanfang k = 1:

>

>

>

A muss mindestens ein Blatt besuchen, o. B. d. A. x;.

setze x; =0 ~ kein innerer Wert festgelegt

A muss ein weiteres Blatt besuchen.
O.B.d. A. zwei Moglichkeiten:

1.

Zweites besuchtes Blatt ist x,. Setze x, = 1.

Damit nur Wert des V-Knotens klar, Wurzelwert nicht.

A muss weiteres Blatt besuchen, o. B. d. A. xs.
Setze x3 = 0. A muss x4 besuchen ~» Wurzelwert.
Zweites besuchtes Blatt ist x3. Setze x3 = 0.

Kein innerer Wert festgelegt

A muss weiteres Blatt besuchen, o. B. d. A. x.
Setze x, = 1. A muss x4 besuchen ~» Wurzelwert
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Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Beweis (2)

» Induktionsschritt kK — 1~ k:

| 2

Fasse Tj als T;-Baum auf, dessen Blatter durch T,_{-Baume
ersetzt sind.

Bezeichne die ,Blatter” von T; mit yy, .. ., ya.

Analog Induktionsanfang kann durch geeignete Wahl der y;
erzwungen werden, dass A alle 4 Werte ermitteln muss.
Induktionsvoraussetzung: fiir jeden Ty_;-Baum gibt es
Blattwerte, die gewlinschtes y; liefern und erzwingen, dass A
alle darunter liegenden Blatter besuchen muss.

Also muss A in diesem Fall alle Blatter Giberhaupt besuchen.
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Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Zwischeniiberlegung

> Jede Liste x1, . . ., x; der Lange 4 = n
enthilt eine Teilfolge y1, . . ., y,« der Lange 2% = +/n,
die schon den Wurzelwert festlegt!

> Beweis: Induktion ...
> aber deterministisch manchmal alle Knoten benétigt

> «Die y; sind schwer zu finden.»

> Ausweg Randomisierung ... ? ...
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Randomisierte Algorithmen

I—Auswertung von Und-Oder-Baumen

Algorithmus: randomisierte UOB-Auswertung
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Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Algorithmus: randomisierte UOB-Auswertung

proc AndNodeEval(T) proc OrNodeEval(T)

if IsLeaf (T) then
return value(T) fi

(andernfalls:)
T’ « (zufdlliger T-U.baum) T’ « (zufdlliger T-U.baum)
r < OrNodeEval(T’) r < AndNodeEval(T")
if r =0 then if r = 1then
return 0 return 1
else else
T" « (and. T-U.baum) T" « (and. T-U.baum)
return OrNodeEval(T"") return AndNodeEval(T")
fi fi

AndNodeEval(root)
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Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Satz

Fir die randomisierte Auswertung von UOB gilt:
Fiir jede Folge x1, . . ., X

ist Erwartungswert fiir die Anzahl besuchter Blatter
< 3k — nlog43 ~ n0-792....

(Das ist Uibrigens beweisbar optimal.)
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Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Bewels
Induktion

» E:ein Erwartungswert fiir die Anzahl besuchter Blatter
» Induktionsanfang k = 1: Uberpriifen aller 16 moglichen
Kombinationen x, . . ., x5. Z. B. 0100 (Rest analog):
1. Falls erst linker Teilbaum: gleich wahrscheinlich wird
erst und nur die 1 oder
erst die 0 und dann die 1 besucht,
anschlief3end im rechten Teilbaum beide Blatter.
E=1/2-1+1/2-2+2=7/2.

2. Falls erst rechter Teilbaum; nach Besuch beider Blatter klar:

der T;-Baum den liefert Wert 0.
E=2.

Beide Falle gleich wahrscheinlich, also insgesamt
E=1/2-7/2+1/2-2=11/4 < 3 (= 3" = 34,
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Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Beweis (2)

Induktionsschritt Kk — 1~ k:

» Betrachte zunachst V-Knoten mit zwei T;_{-Baumen
darunter. Zwei Falle:
O1. V-Knoten wird 1 liefern:

» Dann muss mindestens ein T;,_{-Baum dies auch tun.

> Mit Wahrscheinlichkeit p > 1/2 wird ein Unterbaum
untersucht, der 1 liefert.

> Mit Wahrscheinlichkeit 1 — p < 1/2 werden beide
Unterbaume untersucht.

» E<p-3T4+(1-p)-2-3x1=(2-p)- 3T < 3/2.31,

02. Der V-Knoten wird 0 liefern:

» Dann miissen beide T;_;-Baume dies auch tun.
> Nach Induktionsvoraussetzung E < 2 - 3¥7T ist.
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Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Beweis (3)
Induktionsschritt kK — 1~ k: Teil 2a

» Betrachte Wurzel des T,-Baumes mit zwei eben
untersuchten Baumen darunter. Zwei Falle:
U1. Der A-Knoten wird 0 liefern:
> Dann muss mindestens ein U.baum dies auch tun.
> Mit Wahrscheinlichkeit p > 1/2 wird ein Unterbaum
untersucht, der 0 liefert.
> Mit Wahrscheinlichkeit 1 — p < 1/2 werden beide

Unterbaume untersucht.
» Gemafl O1 und O2 ist folglich

E < p-2-3T4+(1-p)-(3/2-3T42.3T)
= 7/2-31_p.3/2. 3K
< 11/4- 3¢
< 3k
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Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Beweis (4)

Induktionsschritt kK — 1~ k: Teil 2b

» Betrachte Wurzel des T,-Baumes mit zwei eben
untersuchten Baumen darunter. Fall:
U2. Der A-Knoten wird 1 liefern:

» Dann missen beide Unterbaume dies auch tun.
> Gemaf O1ist daher £ < 2-3/2- 31 < 3k,
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Randomisierte Algorithmen

L Erzeugung zufalliger Graphen

Uberblick

Erzeugung zufalliger Graphen
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Randomisierte Algorithmen

- Erzeugung zufalliger Graphen

Erd6s-Renyi-Zufallsgraphen

G(n, p)

1 V«{1,...,n}
2 E—{}

3 fori— 1ton—1do

4 for j «— i+ 1tondo

5 with probability p: add edge {/, j} to E
6 return (V,E)

mitunter: p von n abhangig, z.B. p = p(n) = lnT"
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Randomisierte Algorithmen

- Erzeugung zufalliger Graphen

ER-Graphen: einfache Beobachtungen

» Wkt. fiir bestimmten Graphen mit n Knoten und m Kanten:
p(1— p)l)r
» p = 1/2, nfest: alle Graphen gleichwahrscheinlich
> erwartete Anzahl Kanten: p())
» erwarteter Knotengrad: p(n— 1)
» Wkt. g4 fiir Knotengrad d

g (nc_]1) mogliche «Nachbarmengen»
> jede passiert mit Wkt. p9(1 — p)™1-¢

> insgesamt g4 = ("')p?(1 - p)= 179
Binomialverteilung
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Randomisierte Algorithmen

- Erzeugung zufalliger Graphen

Manchmal interessieren sehr grofie n —
und asymptotische Eigenschaften

» mitunter interessant: n — oo

» monotone increasing property P

> Hinzufligen von Kanten erhalt die Eigenschaft
> nichttrivial (leerer Graph: nein, vollstandiger Graph: ja)

» p*“(n) ist Grenzfunktion, falls
lim,,—c Pr[G(n, p) hat P]

0, falls limj; p(n)/p*(n) =0
|1, falls limp_e p(n)/p*(n) = oo
» «Phaseniibergang»

> passiert fiir jede monotone increasing property
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Randomisierte Algorithmen

- Erzeugung zufalliger Graphen

Manchmal interessieren sehr grofie n —
und asymptotische Eigenschaften

» p*(n) ist scharfe Grenzfunktion, falls fiir jedes £ > 0 gilt:

lim Pr[G(n, p) hat P] =

n—0oo

0, fallsp(n)/p*(n)<1-—c¢
1, falls p(n)/p*(n) > 1+¢

» existiert nicht fiir jede monotone increasing property
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Randomisierte Algorithmen

- Erzeugung zufalliger Graphen

ER-Graphen: Durchmesser < 2

» PD=«hat Durchmesser < 2» ist monotone increasing
property

> Satz p(n) = V2 '”T” ist scharfe Grenzfunktion fur D.

(1, falls Abstand zwischen i und j grofder 2

\O, sonst

> betrachte X = ) X;;

> Durchmesser < 2 genau dann, wenn X = 0
> lim,_0 E[X] =7
» E[X] = () (0= p)(1-p*)"
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Randomisierte Algorithmen

- Erzeugung zufalliger Graphen

ER-Graphen: Durchmesser < 2

» E[X] = (5)(1-p)(1-p)"?

> setze p = ¢ I"T”

n—2
> dann E|[X] = nn —1) (1 —C InTn) (1 — CZInTn)

2
n Zlnn\"
< —[1-
2 n
. n° _ 1 ,_
im E[X] = —e clnn _ _ ¢
n— 00 2 2

> ¢>V2 = limpLeE[X] =0 (c < V2 nicht hier ...)
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Randomisierte Algorithmen

- Erzeugung zufalliger Graphen

Zusammenhangskomponenten

Satz von Erdés- und Rényi

t(n) = '”T” ist Grenzfunktion fiir Abwesenheit isolierter Knoten:
» Wenn lim,_. p(n)/t(n) =0,
dann geht Wkt. fur Existenz isolierter Knoten gegen 1
> lim,— e p(n)/t(n) — oo,
dann hat ER-Graph mit hoher Wkt. keine isolierten Knoten
und sogar nur eine Zusammenhangskomponente.
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Randomisierte Algorithmen

- Erzeugung zufalliger Graphen

Zusammenhangskomponenten

weitere Ergebnisse

> wenn np < 1,
dann fast nie Zhk. grofler als O(log n)
> wenn np = 1,
dann fast immer Zhk. grof3er als O(log n)
> wenn np — ¢ > 1,
dann fast immer eindeutige riesige Zhk., alle anderen nur

O(log n) grof}

» wenn np > (1+¢)Inn(e > 0),
dann fast immer eine Zhk. der Grofde n
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Randomisierte Algorithmen

- Erzeugung zufalliger Graphen

Erwartet konstanter Knotengrad

> p(n—1) = c konstant ~» p(n) = -

» dann flir n — oo
n—1 n—1—
gd=( j )pd(1—p) =

(n—=1)! ( c )d(1_ c )n—1—d

T (h—1—d)d \n—1 n—1
(n=1=DTIL (=) -

(n—=1-d)li(n-19 d!

d

¢ —C

~ —e
d!

"~y

Poisson-Verteilung

» grofle Graphen aus der Realitat haben andere Verteilung ...
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Randomisierte Algorithmen

- Erzeugung zufalliger Graphen

Andere Anforderungen?

» z.B. so genannte skalenfreie Netzwerke «scale-free graphs»

» Skalenfreiheit: Anteil der Knoten mit Grad d
«etwa proportional» zu d ¢ fiir ein ¢ > 0

> in Graphen aus der Realitat beobachtbar
> ER-Graphen im allgemeinen nicht skalenfrei

» Barabasi-Albert Modell: « = 3
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Randomisierte Algorithmen

- Erzeugung zufalliger Graphen

Barabasi-Albert Modell

» beginne mit einem «kleinen» zusammenhangenden Graphen
G, mit my Knoten
» wahle m < mq
» aus G; erzeuge Graphen Gj; so
> Vier = ViU {vii} neuer Knoten
> wabhle zuféllig m Kanten {vjq, v;} mit j < i
wobei v; gewahlt mit Wkt. proportional zu seinem Grad in G;
» «preferential attachment»
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Approximationsalgorithmen

L Einleitung

Uberblick

Einleitung
NP-harte Probleme
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Approximationsalgorithmen

I—Einleitung

Suchprobleme

» fiir jede Probleminstanz | € M, gibt es
Menge Ms(I) moglicher Losungen S € Ms(/)

> Zielfunktion f : Jjepm, Ms(l) — Ry
» Minimierungsproblem: fiir jedes | € M, existiere

- F4() = min{f(S) | S € Ms(I)}
> gegeben: /
> gesucht: S mit £(S) = f*(/)

» Maximierungspoblem: analog
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Approximationsalgorithmen

I—Einleitung

Approximation bei Suchproblemen

» Losungen S mit f(S) = f*(/) sind oft schwer zu finden
> z.B. NP-schwer

Auswege:
» naiv: alle moglichen Losungen betrachten
> oft zu aufwandig
» ad-hoc Heuristiken
» Qualitat der Antwort eventuell unklar

» Approximationsalgorithmus A
> f(A(I)) «moglichst nahe an» f*(/)
> Optimierungsaufgabe
> gerne polynomielle Laufzeit
> mit Garantie fur Losungsgiite
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Approximationsalgorithmen

I—Einleitung

Approximation bei «Zahlproblemen»

» fiir jede Probleminstanz I € M, gibt es
Menge Ms(/) moglicher Losungen S € Ms(/)
» gesucht: Algorithmus A

> mit A(/) «<moglichst nahe an» |Ms(/)],
> der die Anzahl der Losungen annahert
> Beispiel: bestimme die
Anzahl perfekter Matchings eines bipartiten Graphen

» nicht in dieser Vorlesung
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Approximationsalgorithmen

I—Einleitung

|—NP—harte Probleme

Turing-Reduzierbarkeit

Das kam in «Theoretische Grundlagen der Informatik» vor:

>

Suchproblem IT NP-schwer oder NP-hart,
falls ein NP-vollstandiges Entscheidungsproblem L
existiert mit L < II

<- IL
das heifdt:

> es gibt Orakel-Turingmaschine fur L
» mit Orakel fiir I,

> jede Befragung des Orakels braucht 1 Schritt

> die polynomielle Laufzeit hat,
Turing-Reduktion in Polynomialzeit

das heif3t:

wenn IT in Polynomialzeit l6sbar, dann auch L
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Approximationsalgorithmen
I—Job Scheduling

Uberblick

Job Scheduling
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Approximationsalgorithmen

I—Job Scheduling

Job Scheduling: Aufgabenstellung

Problem: Job Shop Scheduling oder Makespan Scheduling
» Maschinen M, ..., M,,

> Jobs Ji,...,Jn
> Job J; bendtigt Zeit t; > 0

» Losung S - {1,...,n} = {1,...m}

> Last von Maschine i: Lj = ) )= b

» Zielfunktion: minimiere Makespan Ly, = max; L;
> Wann ist die letzte Maschine fertig?

» einfacher Fall
» identische Maschinen

> unabhangige Jobs
> Problem ist NP-hart
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Approximationsalgorithmen
I—Job Scheduling

naheliegender Algorithmus: LISTSCHEDULING
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Approximationsalgorithmen

I—Job Scheduling

naheliegender Algorithmus: LISTSCHEDULING

1 LISTSCHEDULING(n, m, t;_,)

2 eachl; <0 > load of machine i, 1 < i< m
3 eachS; <0 > machine for job j, 1 < j < n
4  for each j in range(1, n)

5 do pick k from {i | L; is currently minimal }

/ L < L+t

8 return$

im folgenden kurz LS statt LISTSCHEDULING
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Approximationsalgorithmen

I—Job Scheduling

Eigenschaften des Algorithmus (1)

Lemma
Essei T = ) ; t;. Fir jede Losung S des Algorithmus gilt:
Wenn Jp ein Job ist, der zuletzt fertig wird, dann ist

I m-—1

— +
m m

Lmax < te

Bewels
= Lax — Iy Startzeitpunkt von J;
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Approximationsalgorithmen

I—Job Scheduling

Eigenschaften des Algorithmus (1)

Lemma

Essei T = 2., t;. Fur jede Losung S des Algorithmus gilt:
Wenn Jp ein Job ist, der zuletzt fertig wird, dann ist

T m-1
m m

Bewels
t = Lypax — 17 Startzeitpunkt von J;

> bis hierhin alle beschaftigt, mit Jobs # J,
alsomt < T — t, also

T ty
m m
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Approximationsalgorithmen

I—Job Scheduling

Approximationsfaktor

Approximationsalgorithmus A

fiir Minimierungsproblem mit Zielfunktion f erzielt
Approximationsfaktor p,

falls fiir alle Probleminstanzen I € M; gilt:

AU _
o S P
£

p = 1: A liefert stets eine optimale Losung
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Approximationsalgorithmen

I—Job Scheduling

Eigenschaften des Algorithmus (2)

Satz
LS erzielt Aproximationsfaktor p < 2 — .

m

Bewels

> stets: f*(/) > T/mund fiir jedes j: f*(I) > ¢
> sei [ beliebig:

f(LS(I)) T/m m-—1 t
f() _f(/) m f*(I)

T/m m—1t 1
< —+ =2
T/m m ty m
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Approximationsalgorithmen

I—Job Scheduling

Eigenschaften des Algorithmus (3)

Lemma
LS erzielt Aproximationsfaktor p > 2 — n%

Bewels
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Approximationsalgorithmen

I—Job Scheduling

Eigenschaften des Algorithmus (3)

Lemma
LS erzielt Aproximationsfaktor p > 2 — %

Bewels
Probleminstanzen bei denen

~ F(LS(D)) = 2m = 1 und f*(I) = m

» m(m—1)Jobsmitt;j =---=t,_1 =1
» letzter Job mit £, = m

» LS: alle m Maschinen bis t = m — 1 nur Minijobs,
dann der groBe ~ Ljyaxx=m—-14+m=2m-—1

» optimal: eine Maschine nur den grofien Job,
m — 1 machen je m Minijobs ~» L. = m

13/40



Approximationsalgorithmen

I—Allgemeines TSP nur schwer a-approximierbar

Uberblick

Allgemeines TSP nur schwer a-approximierbar

14/ 40



Approximationsalgorithmen

I—Allgemeines TSP nur schwer a-approximierbar

Erinnerung: TSP-Suchproblem

» Probleminstanz

> vollstandiger Graph G = (V,E = V X V) und
> Langenfunktionc: E — Z,

» fur Permutation 7 von V:

n—1

fry =) cm(i), (i + 1) + c(r(n), (1))

=1

» (G, c) = min, f(r)

» gesucht: Permutation 7 mit minimalem f(r) = f*(G, ¢)

15/40



Approximationsalgorithmen

I—Allgemeines TSP nur schwer a-approximierbar

TSP-a-Approximations-Suchproblem

gegeben: a > 1
» Probleminstanz

> vollstandiger Graph G = (V,E = V X V) und
> Langenfunktionc: E — Z,

» fur Permutation & von V:

n—1

f(m) = Z c(rr(i), w(i + 1)) + c((n), 7(1))

i=1

» gesucht: Permutation 7 mit f(r) < a: f*(G, c)

» kurz a-ApPROXTSP

16 /40



Approximationsalgorithmen

I—Allgemeines TSP nur schwer a-approximierbar

Erinnerung: Hamiltonkreis
(Entscheidungsproblem)

> Probleminstanz:
> Graph G = (V, E)
» Frage: Gibt es einen Hamiltonkreis in G?

> i.e. Permutation 7 so, dass (i(1), 7(2), 7(n), £(1)) Kreis

> HAMILTONIANCIRCUIT ist NP-vollstandig

17 /40



Approximationsalgorithmen

I—Allgemeines TSP nur schwer a-approximierbar

Schwere Approximierbarkeit des TSP

Satz
Fiir jede Konstante a > 1 ist das
TSP-a-Approximations-Suchproblem NP-hart.

Beweisidee

18/40



Approximationsalgorithmen

I—Allgemeines TSP nur schwer a-approximierbar

Schwere Approximierbarkeit des TSP

Satz
Fiir jede Konstante a > 1 ist das
TSP-a-Approximations-Suchproblem NP-hart.

Beweisidee
zeige:
> wenn a-APPROXTSP in Polynomialzeit l6sbar,

» dann auch HAMILTONIANCIRCUIT

18/40



Approximationsalgorithmen

I—Allgemeines TSP nur schwer a-approximierbar

Schwere Approximierbarkeit des TSP: Konstruktion

» gegeben: G = (V,E) mitn=|V|
> definiere: G' = (V, V X V) und Langenfunktion c
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Approximationsalgorithmen

I—Allgemeines TSP nur schwer a-approximierbar

Schwere Approximierbarkeit des TSP: Konstruktion

» gegeben: G = (V,E) mitn=|V|
> definiere: G’ = (V, V X V) und Langenfunktion ¢ mit

) {1, falls (u, v) € E

an+ 1, sonst

> sei AATSP Algorithmus fiir a-APPROXTSP Suchproblem

19/40
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dann hat G’ Kreis der Lange n

19/40



Approximationsalgorithmen

I—Allgemeines TSP nur schwer a-approximierbar

Schwere Approximierbarkeit des TSP: Konstruktion
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o v) = {1, falls (u,v) € E

an+ 1, sonst

» sei AATSP Algorithmus fiir a-ApPPROXTSP Suchproblem

» wenn G Hamiltonkreis hat,
dann hat G’ Kreis der Lange n
AATSP(G, ¢) liefert Losung < an
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Approximationsalgorithmen

I—Allgemeines TSP nur schwer a-approximierbar

Schwere Approximierbarkeit des TSP: Konstruktion

» gegeben: G = (V,E) mitn=|V|
> definiere: G' = (V, V X V) und Langenfunktion ¢ mit

o v) = {1, falls (u,v) € E

an+ 1, sonst

» sei AATSP Algorithmus fiir a-ApPPROXTSP Suchproblem
» wenn G Hamiltonkreis hat,
dann hat G’ Kreis der Lange n
AATSP(G, ¢) liefert Losung < an
» wenn G keinen Hamiltonkreis hat,
dann hat jeder Kreis von G’ Lange > an+ 1+ n—1> an
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Approximationsalgorithmen

I—Allgemeines TSP nur schwer a-approximierbar

Schwere Approximierbarkeit des TSP: Konstruktion

» gegeben: G = (V,E) mitn=|V|
» definiere: G’ = (V, V X V) und Langenfunktion ¢ mit

o v) = {1, falls (u,v) € E

an+ 1, sonst

» sei AATSP Algorithmus fiir a-ApPPROXTSP Suchproblem
» wenn G Hamiltonkreis hat,
dann hat G’ Kreis der Lange n
AATSP(G, ¢) liefert Losung < an
» wenn G keinen Hamiltonkreis hat,
dann hat jeder Kreis von G’ Lange > an+ 1+ n—1> an
AATSP(C, ) liefert Losung > an
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Approximationsalgorithmen

L Metrisches TSP ist leicht approximierbar

Uberblick

Metrisches TSP ist leicht approximierbar
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Approximationsalgorithmen

L Metrisches TSP ist leicht approximierbar

METRICTSP

>

wie bei TSP, aber zusatzlich wird verlangt, dass c der
Dreiecksungleichung gentigt:

> furalle x,y,z € V:c(x,y) + c(y, z) = c(x, 2)

metrische «Vervollstindigung» mv(G, c) von (G, c):
mv(G, ¢) = (G, ') mit

c'(x, y) = Lange kiirzester Wege von x nach y

» «Vervollstandigung» hier irrefiihrendes Wort
> woher kommt das wohl?

Konstruktion eben:
Dreiecksungleichung im allgemeinen verletzt

21/40



Approximationsalgorithmen

L Metrisches TSP ist leicht approximierbar

Satz

Fiir Instanzen des METRICTSP Suchproblems kann man in
Polynomialzeit eine 2-Approximation berechnen.

Beweisidee

1 metricTSPApprox(G, c)

2 T« MST(G, ) > w(T) < f*(G,c)

3 T’ « T with every edge doubled > w(T") < 2f*(G, c)
4 T” < EULERTOUR(T) > w(T”) < 2f*(G, c)
5 S <« remove duplicate nodes from T > w(S) < 2f*(G, ¢)
6 returnS

22/40



Approximationsalgorithmen

L

KNAPSACK

Uberblick

KNAPSACK
Algorithmen mit pseudopolynomieller Laufzeit

KNAPSACK Suchproblem
Ein FPTAS fir Knapsack

23/40



Approximationsalgorithmen

L

KNAPSACK

|—Algorithmen mit pseudopolynomieller Laufzeit

Pseudopolynomielle Laufzeit

Wovon hangt die Laufzeit eines Algorithmus ab?

» Laufzeit t(/) eines Algorithmus fiir eine Eingabe /
abhangig von Grofle n(/) der Reprasentation von |

tblich:
» n(l) ist Anzahl ny(/) der Bits um [ binar zu codieren
> Codierung von k € N, braucht O(log, k) Bits
» polynomielle Laufzeit t(n):
exisitert Polynom p(n) fiir alle I gilt: t(/) < p(n,(1))
alternativ:
» n(/) ist Anzahl n;(/) der Bits um [/ undr zu codieren
> Codierung von k € N braucht k Bits
» pseudopolynomielle Laufzeit t(n):
exisitert Polynom p(n) fiir alle I gilt: t(I) < p(n;())

24/40



Approximationsalgorithmen

L

KNAPSACK

|—Algorithmen mit pseudopolynomieller Laufzeit

Zwei kleine Warnungen

> Algorithmus mit pseudopolynomieller Laufzeit:
tatsachliche Form der Eingabe?

» pseudopolynomielle Laufzeit nicht verwechseln mit
quasipolynomieller Laufzeit:

t(n) = 20Ulogn)’)

fur eine Konstante ¢ > 0

> Beispiel: ¢ = 2 ~» n'°8"
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Approximationsalgorithmen

L

KNAPSACK

L

KNAPSACK Suchproblem

KNAPSACK Suchproblem

Probleminstanzen
» endliche Menge M = {1, ..., n} von Gegenstinden
» Maximalgrofie W € N «Rucksackgrofie»
» Grofien w; € N4 0.B.d.A.jedes w; < W
> Profite pj € N4

Losungen
» Teilmenge M C M mit
> WM) = Qe Wi < W

gesucht
» Teilmengen mit moglichst grof3em Profit
» Zielfunktion f(M') = p(M') = > .cav Pi
> Maximierungsproblem o.B.d. A. f*(I) > max p;

26/40



Approximationsalgorithmen

L

KNAPSACK

L

KNAPSACK Suchproblem

KNAPSACK: Codierungen der Eingabe

Teil T von [ up(T) uy(T)
{1,...,n} log n n
W log W W

(W1, ..., Wp) nlog W nW
(P1, ... Pn) nlog P nP

insgesamt ~ O(nlog W + nlog P)  ©(nW + nP)

wobei P = 3. pi

27/40



Approximationsalgorithmen

L

KNAPSACK

L

KNAPSACK Suchproblem

Schwere des KNAPSACK Suchproblems

» NP-schwer

> bei «normaler» Messung der Eingabegrofie
> also Polynomialzeit-Algorithmen unbekannt

» aber: pseudopolynomielle Laufzeit erreichbar

» solche Probleme heiflen schwach NP-schwer

28/40



Approximationsalgorithmen

L

KNAPSACK

L

KNAPSACK Suchproblem

KNAPSACK: pseudopolynomielle Laufzeit

mit dynamischer Programmierung

> es sel
C(i, P) = min{w(M) | M C {1,...,i} A p(M) > P}

falls eine solche Teilmenge M’ existiert, und co sonst.

» Beobachtung:

wi, fallsp; > P

P - {

C(I+ 19 P) — mln( C(Ia P)’ Wit + C(Ia P_ Pi+1))

00, sonst
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Approximationsalgorithmen

L

KNAPSACK

L «napsack Suchproblem

KNAPSACK: pseudopolynomielle Laufzeit

1  DYNPROGKNAPSAck(n, W, (wq, ..., Wn), {P1,..., Pn))

2 for P« 1to Pdo

3 C(1,P) « ...

4 fori<— 1ton—1do

5 for P — 1to P do

6 C(i+1,P) < min( C(i, P), witx1 + C(i, P — pi+1)
7  return max{P | C(n, P) < W}

Erweiterung
» speichere in C(i, P) auch, welche der Objekte 1,.. ., i benutzt

» Losung: sogar konkrete Teilmenge/Bitvektor x

» Skalarprodukt p - x ist maximaler Profit
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Approximationsalgorithmen

L

KNAPSACK
L Ein FPTAS fiir Knapsack

Polynomielle Approximationsschemata
Polynomial Time Approximation Scheme (PTAS)

Mlnl.ml.erungs-} Problem
Maximierungs-

» es sei I] ein {
> es sei A Algorithmus mit Paaren (/, €) als Eingaben, wobei

£ > 0reellund I € I1, ist

» A polynomielles Approximationsschema (engl. PTAS),
wenn fur jedes € > 0 ein Polynom p(n) so existiert,
dass fiir jede Instanz / gilt

1+ ¢
1—¢

FALe) ( ) AU

und Laufzeit t(/, &) < p(ny(1))
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Approximationsalgorithmen

L

KNAPSACK
L Ein FPTAS fiir Knapsack

Voll polynomielle Approximationsschemata
Fully Polynomial Time Approximation Scheme (FPTAS)

Mml.ml.erungs-} Problem
Maximierungs-

» es sel Il ein {
> es sei A mit Paaren (/, €) als Eingaben, wobei

e > 0reellund I € M, ist

» A voll polynomielles Approximationsschema (engl. PTAS),
wenn ein Polynom p(n, x) so existiert,
dass fiir jede Instanz / und jedes € > 0 gilt

1+ ¢
1—¢

FALe) ( ) f1)

und Laufzeit t(/, ) < p(ny(I), 1/¢)
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Approximationsalgorithmen
L

KNAPSACK
L Ein FPTAS fiir Knapsack

PTAS versus FPTAS

> jedes FPTAS ist ein PTAS
> (2P + P+ e

» aber nicht umgekehrt:
PTAS- aber nicht FPTAS-Laufzeiten z. B.

> n+2V/¢
> n1/e

> 2~ log nlog ¢
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Approximationsalgorithmen

L

KNAPSACK
L Ein FPTAS fiir Knapsack

Von pseudopolynomieller zu polynomieller Laufzeit

> ny(I) € ©(nlog W + nlog P)
» pseudopolynomielle Laufzeit € @(nf’)
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Approximationsalgorithmen

L

KNAPSACK
L Ein FPTAS fiir Knapsack

Von pseudopolynomieller zu polynomieller Laufzeit

» my(l) € O(nlog W + nlog P)
> pseudopolynomielle Laufzeit € ©(nP)
» polynomielle Laufzeit,

» wenn die Profite kleine Werte sind,
z. B. fur konstantes k,

P e O(n) - 2

> 7.B.jedes 0 < p; < 2K
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Approximationsalgorithmen
L «napsack
L Ein FPTAS fiir Knapsack

FPTAS flir KNAPSACK

Schreibweise p = (p1, ..., pn), etc.

EPSAPPROXKNAPSACK(e, n, W, w, p)
P« MaX; p;

K < ¢P/n

each p! « [pi/K]

x" < DYNPROGKNAPsAck(n, W, w, p’)
return x’

N U1 &~ W N =

35/40



Approximationsalgorithmen

L

KNAPSACK
L Ein FPTAS fiir Knapsack

FPTAS flr KNAPSACK

Schreibweisen
» X" optimale Losung fiir urspriingliches p
» X’ optimale Losung fiir p’

» dann

p-Xx = Z pi = maximaler Profit des Originalproblems

i,xl.* =1

> Frage: Wie gut ist p - x" im Vergleich zu p - x* ?

36/40



Approximationsalgorithmen

L

KNAPSACK
L Ein FPTAS fiir Knapsack

EPSAPPROXKNAPSACK ist FPTAS

Satz
EPSAPPROXKNAPSACK ist ein voll polynomielles
Approximationsschema fiir KNAPSACK.

Lemma
Mit den Bezeichnungen wie bisher

p-xX>(1-¢p-x
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Approximationsalgorithmen

L

KNAPSACK
L Ein FPTAS fiir Knapsack

EPSAPPROXKNAPSACK ist FPTAS: Approximation
» K =¢P/nund p. = |p;/K], also Kp < p;

p-x > Kp -x">Kp -x" weil x” optimal fir p’
-2 X%
4 LK
I1S) ¢
Pi _ _
DR EEDIEDI
ex X I1S) ¢
>p-x —nkK
=p-x —¢P

>p-x —ep-x weil Optimum > maxp; = P
=(1-¢)p-x"
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Approximationsalgorithmen

L

KNAPSACK
L Ein FPTAS fiir Knapsack

EPSAPPROXKNAPSACK ist FPTAS: Polynomialzeit

Lemma
Die Laufzeit von EPSAPPROXKNAPSACK ist in O(n® - %)

» dynamischen Programmierung fiir p’-Problem dominiert:
Laufzeit nP’

> es ist (mit P = max; p;)

; P P 1
”P':”Zpi-Snzm.aXp?:nﬂ—‘ =n2{ ”‘ < -
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Approximationsalgorithmen

L

KNAPSACK
L Ein FPTAS fiir Knapsack

Varianten von Approximation: zwei Beispiele

» bestes bekanntes FPTAS linear in n

» in der Praxis erreicht man «fast Linearzeit»

40/ 40
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4 Stringology

Karlsruhe Institute of Technology

(Zeichenkettenalgorithmen)

| Strings sortieren

] Patterns suchen
— Pattern vorverarbeiten

— Text vorverarbeiten

* Invertierte Indizes

*x Suffix Trees / Suffix Arrays
| Datenkompression

| Pattern suchen in komprimierten Indizes



Sanders, Worsch, Gog: Algorithmen II - 30 Novemver 2017 4-2 &(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Strings Sortieren

multikey quicksort / ternary quicksort

Function mkqgSort(S : Sequence of String, £ : N) : Sequence of String
assert Ve,e' € S:e[l.L—1]=¢€'[1..4—1]

if |S| < 1 then return S // base case
pick p € S uniformly at random // pivot string
return concatenation of mkqgSort({e € S : e[l] < p[{]),¥),

mkqgSort({e € S : e[l] = p|l]),£+ 1), anc
mkqgSort({e € S : e[¢] > p|{]),¥)

[ Laufzeit: O(|S|log|S|+ ¥, c4 |t])

] genauer: O(|S|log|S| 4 d) (d: Summe der eindeutigen Préfixe)

[] Ubung: in-place!
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Karlsruhe Institute of Technology

Strings Sortieren

[
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Karlsruhe Institute of Technology

Strings Sortieren
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Strings Sortieren
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Karlsruhe Institute of Technology

Strings Sortieren

Function mkgSort(S : Sequence of String, £ : N) : Sequence of String
if |S| < 1 then return S
S i+ (e€S:le|]=1£);S+S\S,
select pivot p € S
S+ (e€ S:ell] < pll])
S_ <+ (e S:ell] = pll])
Ss (e S:ell] > pll])
return concatenation of S |,
mkqgSort(S<,{),
mkgSort(S—,¢+ 1), and
mkgSort(S~,¢)
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Karlsruhe Institute of Technology

Strings Sortieren — Laufzeitanalyse

Hauptarbeit in den Buchstabenvergleichen. Zwei Falle:

[] e[f] = p|¥]: Ordne den Vergleich dem Zeichen e[| zu.
— e[¢] wird danach nicht mehr betrachtet (Rekursion mit ¢ + 1)

— Maximale Vergleichsanzahl pro String e? Maximale Lange des

langstes gemeinsamen Préfix von e mit e’ € S.

[] e[f] # p|€]: Ordne den Vergleich dem String e zu.

— e wird zu S~ oder S~ zugeordnet. Mit optimaler Pivotwahl sind
beide Mengen héchstens |S|/2.

— Nach héchstens log | S| Schritten ist e richtig sortiert.
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Karlsruhe Institute of Technology

Naives Pattern Matching

[ | Aufgabe: Finde alle Vorkommen von P in T
— n:Langevon T

— m: Lange von P
1 naivin O(nm) Zeit

i,j:=1 /l indexes in T and P
whilei<n—m-+1
while j <mandt, ;1 = p;do j++ [/ compare characters
if j > m then return “P occurs at position i in 7"
I++ /l advance in T

ji=1 // restart
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] besserer Algorithmus in O(n+ m) Zeit

| Idee: beachte bereits gematchten Teil

mismatch at position 7 + 5 — 1

i Y

T =
P—=| « o)
1 J
-
shift

[] border|j| = langstes echtes Prafix von Py j_1, das auch

(echtes) Suffix von Py ;1 ist
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=1 /l index in T
j:i=1 // index in P
whilei<n—m+1

while j <mandf;, ;1 = p;do j++ [/ compare characters

if j > m then

return “P occurs at position i in 1"

i := i+ j—border|j| — 1 // advance in T

j:=max{1,border|j| + 1}/ skip first border|j| characters of P
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Karlsruhe Institute of Technology

Berechnung des Border-Arrays

|| seien die Werte bis zur Position j — 1 bereits berechnet

border|[border[j — 1] + 1]

border[j — 1]
i compare (1)
\ \ v
P = QL X y
15 o
B B

compare (2) etc.



Sanders, Worsch, Gog: Algorithmen II - 30 Novemver 2017 4-17 &(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Berechnung des Border-Arrays
(1 in O(m) Zeit:

border|1] := —1
i := border|1] // position in P
for j=2,....m

while i > 0 and pj;y| # p;—1 do i = border|i + 1]

l++

border|j| ;=i
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Karlsruhe Institute of Technology

Volltextsuche von Langsam bis Superschnell

Gegeben: Text S (n:= |S|), Muster (Pattern) P (m:= |P|), n > m

Gesucht: Alle/erstes/nachstes Vorkommen von P in S

naiv: O(nm)
P vorverarbeiten: O(n + m)
Mit Fehlern: 7?7

S vorverarbeiten: Textindizes. Erstes Vorkommen:
Invertierter Index: gute heuristik

Suffix Array: O(mlogn)...O(m)
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aus
Linear Work Suffix Array Construction
Juha Karkkainen, Peter Sanders, Stefan Burkhardt
Journal of the ACM
Seiten 1-19, Nummer 6, Band 53.
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Etwas “Stringology’’-Notation

String S: Array S[|0..n) := S[0..n — 1] := [§]0],...

von Buchstaben
Suffix: S; := Sl[i..n)

Endmarkierungen: Sln] :=Sh+1]:=---:=0

O ist kleiner als alle anderen Zeichen

Karlsruhe Institute of Technology
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Suffixe Sortieren

Sortiere die Menge {So,S1,...,S,—1}
von Suffixen des Strings S der Lange n
(Alphabet [1,n] = {1,...,n})

in lexikographische Reihenfolge.

[ suffix S; = S|i,n] furi € [0..n — 1]

S = banana: 0| banana
1 | anana
2 | nana
—
3 | ana
4 | na
5] a

rrrrrrrr

N R O = W W

e Institute of Technology

a
ana
anana
banana
na

nana
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Karlsruhe Institute of Technology

Anwendungen

] Volltextsuche
| Burrows-Wheeler Transformation (bz ip2 Kompressor)
| Ersatz fur kompliziertere Suffixbdume

|| Bioinformatik: Wiederholungen suchen,. ..
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Volltextsuche

Karlsruhe Institute of Technology

Suche Muster (pattern) P|0..m) im Text S|0..n)
mittels Suffix-Tabelle SA of S.

Binare Suche: O(mlogn) gut fiir kurze Muster

Binére Suche mit lcp: O(m-+logn) falls wir die
langsten gemeinsamen (common) Prafixe

zwischen verglichenen Zeichenketten vorberechnen

Suffix-Baum: O(n) kann aus SA berechnet werden
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Suffix-Baum [Weiner *73][McCreight *76]

[ | kompaktierter Trie der Suffixe § =bananal

+ Zeit O(n) [Farach 97] fir ganzzahlige
Alphabete

-+ Machtigstes Werkzeug

der Stringology?

— Hoher Platzverbrauch

4

— Effiziente direkte Konstruktion ist |3

bananal

kompliziert

0

] kann aus SA in Zeit O(n) abgelesen

werden
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Alphabet-Modell i

Geordnetes Alphabet: Zeichen kOnnen nur verglichen werden

Konstante Alphabetgro3e: endliche Menge

deren Grof3e nicht von n abhangt.

Ganzzahliges Alphabet: Alphabetist {1,...,0}
fir eine ganze Zahl ¢ > 2
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Geordnetes — ganzzahliges Alphabet

Karlsruhe Institute of Technology

Sortiere die Zeichen von S
Ersetze S|i] durch seinen Rang

012345 135024
banana —> aaabnn
213131 <= 111233
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Karlsruhe Institute of Technology

Verallgemeinerung: Lexikographische Namen

Sortiere die k-Tupel S|i..i+k) furi € 1..n

Ersetze S|i| durch den Rang von S|i..i + k) unter den Tupeln
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Karlsruhe Institute of Technology

Ein erster Teile-und-Herrsche-Ansatz

1. SA! =sort {S; : i ist ungerade} (Rekursion)
2. SAY =sort {S; : i ist gerade} (einfach mittels SA)
3. Mische SAY und SA! (schwierig)

Problem: wie vergleicht man gerade und ungerade Suffixe?

[Farach 97] hat einen Linearzeitalgorithmus fur
Suffix-Baum-Konstruktion entwickelt, der auf dieser ldee beruht.

Sehr kompliziert.

Das war auch der einzige bekannte Algorithmus fur Suffix-Tabellen

(IanBt sich leicht aus S-Baum ablesen.)
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SA! berechnen

Karlsruhe Institute of Technology

| Erstes Zeichen weglassen.

banana — anana

|| Ersetze Buchstabenpaare durch lhre lexikographischen Namen

anl|anlao|— 221

[ | Rekursion
(1,21,221)

[ | Rickibersetzen

(a,ana,anana)
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Berechne SA® aus SA!
anana 5| a
3 | ana — 3 | ana
a 1 | anana

Ersetze S;, i mod 2 = 0 durch (S[i], 7(S;+1))
mit 7(Si+1):= Rang von S;y1in SA!

O| b 3(anana) O | banana
2| n 2(ana) = 4 | na
4 | n 1(a) 2 | nana

Radix-Sort
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Karlsruhe Institute of Technology

Asymmetrisches Divide-and-Conquer
1. SA?2 =sort {S;:imod 3 £ 0} (Rekursion)
2. SAY =sort {S; : i mod 3 = 0} (einfach mittels SA'?)
3. Mische SA'? und SA® (einfach!)

S =banana

5| a 51| a
3 | ana 3 | ana
1 | anana 1 | anana
-+ —
O | banana O | banana
4 | na 4 | na
2 | nana 2 | nana
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cccccccccccccccccccccccccccccc

Rekursion, Beispiel

012345678
S anananas.

nananas. 0]  sort OOjanafanafnanjnas|s. 0

3 2 5 ~——=|
ananas.00>1 2 2 3 4 S
2 4 1

lexicographic triple names

s'?325pa1

< recursive call

531042 suffix array

J 62 % lex. names (ranks) among 12 suffixes
Jj i \ N

q74n 2a Eiga 5n a 6s 1.

7




Sanders, Worsch, Gog: Algorithmen II - 30 Novemver 2017 4-33 &(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Rekursion

] sortiere Tripel S[i..i + 2] fir i mod 3 £ 0
(LSD Radix-Sortieren)

[ Finde lexikographische Namen S'[1..2n/3] der Tripel,
(d.h., S'[i] < S'[j] gaw S[i..i+2] < S[j..j+2])

(1 812 =[S'[i] : i mod 3 = 1]o[S'[i] : i mod 3 = 2],
Suffix Sl-12 von S'? reprasentiert S3it1

. Q12 12 .
Suffix S /344 VON S “ reprasentiert $3;12

] Rekursion auf (S'?) (AlphabetgréBe < 2n/3)

[ ] Annotiere die 12-Suffixe mit ihrer Position in rek. L6ésung
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Least Significant Digit First Radix Sort

Karlsruhe Institute of Technology

Hier: Sortiere n 3-Tupel von ganzen Zahlen € [0..n] in

lexikographische Reihenfolge

Sortiere nach 3. Position

Elemente sind nach Pos. 3 sortiert

Sortiere stabil nach 2. Position

Elemente sind nach Pos. 2,3 sortiert

Sortiere stabil nach 1. Position

Elemente sind nach Pos. 1,2,3 sortiert
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Stabiles Ganzzahliges Sortieren

Sortiere a|0..n) nach b[0..n) mit key(ali]) € [0..n]

cl0..n] :=10,...,0] Zahler
for i € [0..n) do clali]]++ zéhle
s:=0

fori € |0..n) do (s,cli]) := (s+cli], ) Prafixsummen
fori € |0..n) do b|c|ali]]|++] := ali] bucket sort

Zeit O(n) !

Karlsruhe Institute of Technology
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Rekursions-Beispiel: Einfacher Fall
012345678
S chi huahua
hi huahua0|  sort gomERGTAT A Auja0]iah
| huphu@00 1 2 3 4 5 6
lexicographic triple names
o W
S 365)421 names already unique

S

h 6u 2a h 5u la

c 3h 4i

[

Karlsruhe Institute of Technology
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Karlsruhe Institute of Technology

Sortieren der mod 0 Suffixe

c 3(h 41 h eu 2a h su 1a)

h e(u 2a h su 1a)

h s(u 1a)

010NN K Wi — O

Benutze Radix-Sort (LSD-Reihenfolge bereits bekannt)
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Mische SA!? und SA°

O0<l&e cn<cen
0<2& ccn <cen

3
o:
O:

h
h
C

6Uu
5U
3h

S I DN WoOYRHR O 0100

2> (ahua)
1 (a)
4 (Lhuahua)

4

a

ahua
chihuahua
hihuahua
hua
huahua
ihuahua
ua

uahua

o U1 DN Jd b

AN N N N N~

w A~ U
~— ' ~— ' ~— ~—

\S]

U N Y

2 (ahua)

1 (a)

h ¢ (uahua)
4 (Lhuahua)
h 5 (ua)

00 0 (0)

Karlsruhe Institute of Technology
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Analyse Ny

1. Rekursion: 7'(2n/3) plus
Tripel extrahieren: O(n) (forall i,i mod 3 #0do...)
Tripel sortieren: O(n)
(e.g., LSD-first radix sort — 3 Durchgange)
Lexikographisches benenennen: O(n) (scan)
Rekursive Instanz konstruieren: O(n) (forall names do .. .)
2. SAY =sortiere {S;:i mod 3 =0}: O(n)
(1 Radix-Sort Durchgang)
3. mische SA'? and SA": O(n)
(gewohnliches Mischen mit merkwuUrdiger Vergleichsfunktion)
Insgesamt: T'(n) < cn+ T (2n/3)
= T(n) <3cn=0(n)
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Karlsruhe Institute of Technology

Implementierung: Vergleichs-Operatoren

inline bool leg(int al, 1int a2z, int bl, int b2) {
return(al < bl || al == bl && az2 <= b2);

}

inline bool leg(int al, int a2, int a3, int bl, int b2, int b3) {
return(al < bl || al == bl && leg(a2,a3, b2,b3));
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Karlsruhe Institute of Technology

Implementierung: Radix-Sortieren

// stably sort a[0..n-1] to b[0..n-1] with keys in 0..K from r
static void radixPass (int* a, int* b, int* r, int n, int K)

{ // count occurrences

int* ¢ = new int[K + 17; // counter array

for (int 1 = 0; 1 <= K; 1++) c[i] = 0; // reset counters

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) clrl[al[i]]]++; // count occurences

for (int 1 = 0, sum = 0; i <= K; 1i++) { // exclusive prefix sums
int t = c¢[1]; «c¢[i] = sum; sum += t;

}

for (int 1 = 0; 1 < n; 1i++) blcl[rlali]l]l]l++] = ali]l; // sort

delete [] c;
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Karlsruhe Institute

Implementierung: Tripel Sortieren

voilid suffixArray (intx s, intx SA, int n, int K) {
int n0=(n+2)/3, nl=(n+l)/3, n2=n/3, n02=n0+n2;

(
intx sl2 = new int[n02 + 37]; s12[n02]= s12[n02+1]= s12[n02+2]1=0;
intx SAl2 = new int[n02 + 3]; SA12[n02]=SAl2[n02+1]=SA12[n02+2]1=0;
intx sO = new 1int[n0];
int+* SA0O = new int[nO0];

// generate positions of mod 1 and mod 2 suffixes
// the "+(n0-nl)" adds a dummy mod 1 suffix if n%3 == 1
for (int 1i=0, 73=0; i < n+t(n0-nl); i++) 1if (i%3 !'= 0) sl1l2[j++] = 1i;

// lsb radix sort the mod 1 and mod 2 triples
radixPass (sl1l2 , SAl2, s+2, n02, K);
radixPass (SAl12, sl2 , s+1, n02, K);
radixPass(sl2 , SAl2, s , n02, K);



Sanders) WO”‘SCh, GOg AlgOl’lthmen II = 30. November 2017 = ZMSCZtZ m)4_43 ﬂ(IT
Implementierung: Lexikographisches Benennen =

// find lexicographic names of triples

int name = 0, c0 = -1, ¢l = -1, c2 = -1;
for (int 1 = 0; i < n02; i++) |
if (s[SA12[1i]] !'= c0 || s[SA12[1i]+1] !'= cl1 || s[SAl12[i]+2] !'= c2) {

name++; cO = s[SAl12[1]]; cl = s[SA12[1i]+1]; c2 = sS[SA12[1]+2]1;
}
if (SA12[i] % 3 == 1) { sl1l2[SAl12[i]/3] = name; } // left half
else { s12[SA12[i]/3 + nO] = name; } // right half
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Karlsruhe Institute of Technolog

Implementierung: Rekursion

// recurse if names are not yet unique
if (name < n02) {
suffixArray(sl2, SAl2, n02, name);
// store unique names in sl12 using the suffix array
for (int i = 0; i < n02; i++) s12[SA12[i]] = i + 1;
} else // generate the suffix array of sl2 directly
for (int i = 0; i < n02; i++) SAl12[s12[i] - 1] = i;
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Karlsruhe Institute of Technology

Implementierung: Sortieren der mod 0 Suffixe

for (int 1i=0, 3=0; i < n02; i++) if (SA12[1i] < n0) sO[j++] = 3*xSAl12[i
radixPass (s0, SAO0, s, n0O, K);
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Implementierung: Mischen

for (int p=0, t=n0-nl, k=0; k < n; k++) {
#define GetI() (SAl1l2[t] < nO ? SAl12[t] » 3 + 1 : (SA12[t] — n0) * 3 + 2)
int 1 = GetI(); // pos of current offset 12 suffix
int j = SAO[p]l; // pos of current offset 0 suffix
if (SA12[t] < n0O ?
leg(s[i], s12[SAl12[t] + n0], s[3], s12[3/31)
leg(s[i],s[1i+1],s12[SA12[t]-n0+1], s[]J]l,s[J+1]1,s12[3/3+n0]))
{ // suffix from SAl2 is smaller
SAlk] = 1i; t++;
if (¢t == n02) { // done —-—- only SA0 suffixes left
for (k++; p < n0; p++, k++) SA[k] = SAO0[p];
}

} else {
SA[k] = J; ptt;
if (p == no0) { // done —-—— only SAl2 suffixes left
for (k++; t < n02; t++, k++) SA[k] = GetI();

}
delete [] sl12; delete [] SAl2; delete [] SAO0; delete [] s0; }
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Karlsruhe Institute of Technology

Verallgemeinerung: Differenzeniiberdeckungen
Ein Differenzentiiberdeckung D modulo v ist eine Teilmenge von [0, v),
sodass Vi€ |0,v):dj,keD:i=k—j (mod v).

Beispiel:
{1,2} ist eine Differenzentiberdeckung modulo 3.

{1,2,4} ist eine Differenzentiberdeckung modulo 7.

| Fihrt zu platzeffizienterer Variante

I Schneller flr kleine Alphabete
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Karlsruhe Institute of Technology

Verbesserungen / Verallgemeinerungen

] tuning
] gréBere Differenzenliberdeckungen

] Kombiniere mit den besten Alg. fiir einfache Eingaben

[Manzini Ferragina 02, Schirmann Stoye 05, Yuta Mori 08]
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] einfache, direkte, Linearzeit fir Suffixtabellenkonstruktion
|| einfach anpassbar auf fortgeschrittene Berechnungsmodelle

[ Verallgemeinerung auf Diff-Uberdeckungen ergibt platzeffiziente

Implementierung
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Suche in Suffix Arrays

[.=1;r:=n+1
while [ < rdo //search left index
q:= 5]
if P >pex TSA[q]...min{SA[q]+m—1,n}
then/:=qg+1lelser:=gq
s:=Ll—;r:=n
while [ < rdo //search right index
q:=[3"]
if P =jex TSA[q]...min{SA[q]+m—1,n}
then/:=gqgelser:=qg—1
return [s, /]

] Zeit O(mlogn) (geht auch: O(m+logn))

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr
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LCP-Array

Karlsruhe Institute of Technology

speichert Langen der langsten gemeinsamen Prafixe lexikographisch

benachbarter Suffixe!

S = banana:

banana
anana
nana

SA =

alla

na

whn A~ W NN = O

a

N RO = W W

a
ana
anana
banana
na

nana

LCP =

o O O W = O

a
ana
anana
banana
na

nana



Sanders, Worsch, Gog: Algorithmen II - 0. November 2017 4.57 ﬂ (IT
LCP-Array: Berechnung e

[ naiv O(n?)
[ inverses Suffix-Array: SA™![SA[i]] = i (wo steht i in SA?)

] Forall 1 <i<n:LCP[SA™![i41]] > LCP[SA~![i]] - 1.

i J
T —
x[_a |
| r | X o | Y
I |
h
J+1 1+ 1
SA = 1 1 gl
LCP = 4 h
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Karlsruhe Institute of Technology

LCP-Array: Berechnung
] Forall 1 <i<n:LCP[SA™![i41]] > LCP[SA™![i]] - 1.

h:=0,LCP[1]:=0
fori=1,...,ndo
if SA™![i] # 1 then
while #;,j, = ESAISA=[i]— 1]+ do h++
LCP[SA~![i]] :=h
h:=max(0,h—1)

[ Zeit: O(n)
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Suffix-Baum aus SA undLCP e

— banana0

4

bananal

0

(] naiv: O(nz)

[ ] mit Suffix-Array: in lexikographischer Reihenfolge
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Suffix-Baum aus SA und LCP

[ | LCP-Werte helfen!

|| Betrachte nur rechtesten Pfad!

Karlsruhe Institute of Technology

[] Finde tiefsten Knoten mit String-Tiefe < LCP/i| ~» Einfligepunki!

oO(1]2|3|4|5]|6
SA= |6 |5 |3|1|0]|4]2
ILCP=|0|0|1[3]|]0]0]|2

[ Zeit O(n)
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Karlsruhe Institute of Technology

Suche in Suffix-Baumen

[ | Suche (alle/ein) Vorkommen von Py ,,,in T':

[] Wenn ausgehende Kanten Arrays der GroBe |X|:
— O(m) Suchzeit
— O(n|X|) Gesamtplatz
[ | Wenn ausgehende Kanten Arrays der Groé3e prop. zur #Kinder:

— O(mlog|X|) Suchzeit
— O(n) Platz
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Karlsruhe Institute of Technology

Datenkompression

Problem: bei naiver Speicherung verbrauchen Daten sehr viel
Speicherplatz / Kommunikationsbandbreite. Das |aBt sich oft

reduzieren.

Varianten:

| Verlustbehaftet (mp3, jpg, ...) / Verlustfrei (Text, Dateien,
Suchmaschinen, Datenbanken, medizin. Bildverarbeitung,

Profifotografie, ...)
[ ] 1D (text, Zahlenfolgen,...) / 2D (Bilder) / 3D (Filme)

| nur Speicherung / mit Operationen (~~ succinct data structures)
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Karlsruhe Institute of Technology

Verlustireie Textkompression
Gegeben: Alphabet X
String S = (s1,...,8,) € L*

Textkompressionsalgorithms [ : S — f(S) mit | f(S)| (z.B. gemessen
in bits) moglichst klein.
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Karlsruhe Institute of Technology

Theorie Verlustireier Textkompression

Informationstheorie. Zum Beispiel

Entropie: H(S) =Y .ex p(c)log(1/p(c)) wobei
p(c) =|{s; : s; = c}|/n die relative Haufigkeit von c ist.
untere Schranke flr # bits pro Zeichen falls Text einer Zufallsquelle

entsprange.
~~ Huffman-Coding ist annahernd optimal! (Entropiecodierung) ????

Schon eher:

Entropie hoherer Ordnung betrachte Teilstrings fester Lange

“Ultimativ”: Kolmogorov Komplexitat. Leider nicht berechenbar.
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rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Theorie Verlustireier Textkompression

Entropie héherer Ordnung: Gegeben ein Text S der Lange n (ber dem
Alphabet X. Wir definieren N (@, S) als Konkatenation aller Zeichen,
die in S auf Vorkommen von @ € XX folgen. Wir definieren die

empirische Entropie der Ordung k wie folgt:

Z \N ®,S)| H(N(®.5))

weXk

Beispiel: S =ananas, k=2
N(an,S) =aa,N(na,S) =ns,N(as,S) =¢.
Hy(ananas) = 2H(ns) = 3 bits
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Theorie Verlustfreier Textkompression

tttttttttttttttttttttttttttttt

H.: Berechnung mittels Suffixbaumes (Beispiel: H1)

+0/§M\. 16H0([2,3.1])
70 - £ |
¥5H (LA
,%’_‘:Bs}j o{l ]).__
=
: 3
=3 <
2 g U
= oy
A 2
g
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Theorie Verlustireier Textkompression

Werte der empirischen Entropie in der Praxis

AN O A W N = O

H(S) in bits und (# eindeutiger Kontexte/|S| in Prozent)

dblp.xm DNA english proteins
5.26 0.0 1.97 0.0 4,53 0.0 420 0.0
348 0.0 1.93 0.0 3.62 0.0 4.18 0.0
2.17 0.0 1.92 0.0 295 0.0 4.16 0.0
1.43 0.1 192 0.0 242 0.0 4.07 0.0
1.05 0.4 191 0.0 2.06 0.3 3.83 0.1
082 1.3 190 0.0 1.84 1.0 3.16 1.7
0.70 2.7 1.88 0.0 1.67 2.7 150 17.4

AT

Karlsruhe Institute of Technology
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Karlsruhe Institute of Technology

Worterbuchbasierte Textkompression

Grundidee: wahle Y C X* und ersetze S € X* durch
S'=(s],...,85,) €L sodass S =s| 55 5. (mit =

Zeichenkettenkonkatenation.

Platz n [logX| — k [logX’] mit Entropiecodierung der Zeichen aus
Y/ sogar kEntropie(S’)

Problem: zuséatzlicher Platz fiir Worterbuch.

OK fur sehr grof3e Datenbestande.
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Worterbuchbasierte Textkompression — Beispiel

Volltextsuchmaschinen verwenden oft X’:= durch Leerzeichen (etc.)
separierte Worter der zugrundeliegenden naturlichen Sprache.
Spezialbehandlung von Trennzeichen etc.

Gallia est omnis divilisa 1n partes tres, ...

—r|gallia || est ||omnis || divisa || In || partes || tres |...
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Karlsruhe Institute of Technology

Lempel-Ziv Kompression (LL.Z)

ldee: baue Worterbuch “on the fly” bei Codierung und Decodierung.

Ohne explizite Speicherung!
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Naive Lempel-Ziv Kompression (LLZ)

Procedure naiveLZCompress((s1,...,S,),%)
D:=X // Init Dictionary
pi= 5] // current string

fori:=2tondo
if p-s; € D then p:=p-s;
else
output code for p
D=DUp-s;
D=

output code for p
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Karlsruhe Institute of Technology

Naive LZ Dekompression

Procedure naiveLZDecode({c1,...,ci))
D:=X
output decode(cy)
fori:=2tokdo
if ¢; € D then
D:= D Udecode(c;_1) - decode(c;) 1]
else
D:= DUdecode(c;_1) -decode(c;—1)[1]

output decode(¢;)
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LZ Beispiel: abracadabra

# | p | output | input | DU =

1| L - a a,b,c,d,r

2| a a b ab

3| b b r or

4 | r r a ra

5| a a C ac

6| C C a ca

/| a a d ad

8| d d a da

9| a - b -
10 | ab ab r abr
11 r - a -

- | ra ra - -

Karlsruhe Institute of Technology
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LZ-Verfeinerungen

[ WérterbuchgréBe begrenzen, z.B. |D| < 4096 ~~ 12bit codes.

] Von vorn wenn Wérterbuch voll ~~ Blockweise arbeiten

|| Kodierung mit variabler Zahl Bits (z.B. Huffman, arithmetic coding)
| Selten benutzte Worterbucheintrage 16schen ?7??

] Worterbuch effizient implementieren:

(universelles) hashing



Sanders, Worsch, Gog: Algorithmen II - 30 Novemver 2017 4-70 ﬂ(l'l'

Karlsruhe Institute of Technology

LCP zwischen beliebigen Suffixen

[ | Wie berechnet man die Lange des langste gemeinsame Prafix

zweier Suffixe Sy und Sy mit (x # y)?

[ Falls LCP Array schon vorliegt:

— Sei ¢ = min(SA~'[x],SA™'[y]) und
r =max(SA!,SA7[y])

— LCP(Sy,Sy) = ming<;<,{LCP[i]}

— Frage: Wie bestimmt man die Position des Minimums in einem

Array A effizient?

Motivation fur Range-Minimum-Query (RMQ) Datenstrukturen.



Range minimum queries (RMQs) AT

llllllllllllllllllllllllllllll

Definition

Given an array A of length n containing elements from a totally ordered
set. A range minimum query rmqa (¢, r) returns the position of the
minimal element in the sub-array A[/, r]:

rmqga (¢, r) = argmin AlK]

I<k<r

Example

9 10 11 12 13 14 15
416(4/3/1/4 8

— |

~l | 0

w o

~J | W
O | O

o0 | o
N
N

A=

Institute of Theoretical Informatics
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Range minimum queries (RMQs) AT
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Definition

Given an array A of length n containing elements from a totally ordered
set. A range minimum query rmqa(¢, r) returns the position of the
minimal element in the sub-array A|/, r|:

rmqga (¢, r) = argmin AlK]

(<k<r

Example

9 10 11 12 13 14 15
4164|3148

— | N

~l | 0

O o

~N W

rmq(2,6) =

Institute of Theoretical Informatics

1 Simon Gog:
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Range minimum queries (RMQs) AT
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Definition

Given an array A of length n containing elements from a totally ordered
set. A range minimum query rmqa(¢, r) returns the position of the
minimal element in the sub-array A|/, r|:

rmqga (¢, r) = argmin AlK]

(<k<r
Example
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
A=18[2(4|7|1|9(3|5|7(4|6|4|3|1(4]|8
rmq(5,9) =6

Institute of Theoretical Informatics
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Range minimum queries (RMQs) AT
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Definition

Given an array A of length n containing elements from a totally ordered
set. A range minimum query rmqa(¢, r) returns the position of the
minimal element in the sub-array A|/, r|:

rmqga (¢, r) = argmin AlK]

(<k<r
Example
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
A=|812|14|7|1|9|3[5|7(4|(6|4|3|1|4|8
rmq(0,15) = 4

Institute of Theoretical Informatics

1 Simon Gog:
Algorithmics

Algorithmen I



Overview (T

llllllllllllllllllllllllllllll

a Notation: Complexity of an algorithm is denoted with (f(n),g(n)) ,
where f(n) is preprocessing time and g(n) query time.
a Different solutions:
® naive approach 1: (O(n?), O(1)) using O(n?) words of space
naive approach 2: (O(1), O(n))
(O(n), O(logn)) using O(n) words of space

(

(nloglogn), O(1)) using O(nloglog n) words of space
(n), O(1)) using O(n) words of space

(n), O(1)) using 4n+ o(n) bits of space

(n), O(1)) using 2n+ o(n) bits of space

The last two solutions do not require access to the original array A.

2 Simon Gog: Institute of Theoretical Informatics
Algorithmen I Algorithmics
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(O(n), O(logn)) — solution #1

AT

rrrrrrrrr

10

11

12

13

14

15

Simon Gog:
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(O(n), O(log n)) — solution #1

Simon Gog:
Algorithmen I

Karlsruhe Institute of Technology
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(O(n), O(log n)) — solution #1

Simon Gog:
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Karlsruhe Institute of Technology
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(O(n), O(logn)) — solution #1

Simon Gog:
Algorithmen I

AT

rrrrrrrrr

13
9 13
11 13 | 14
2|13|4|5 10|11|12]|13|14|15
21471119 6(4/ 3 148
rmq(1,5) =4

ttttttttttttttttttttt

Institute of Theoretical Informatics

Algorithmics
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(O(n), O(logn)) — solution #1 AT

llllllllllllllllllllllllllllll

m Store index of minimum in binary interval tree.
a Tree has O(n) nodes.

m Follow all nodes which overlap with the query interval but are not fully
contained in it (at most 2 per level).

® So not more than 2log n such nodes in total.

m Select all children of these nodes which are fully contained in the
query interval.

m From these nodes select the index with minimal value.

Simon Gog: Institute of Theoretical Informatics
Algorithmen I Algorithmics



(O(nlogn), O(1)) — solution #2 AT

llllllllllllllllllllllllllllll

m For each item Ali| store an array M;[0, log n|.
o M[j] =rmqa(i,i+2 —1)

m Space is O(nlog n) words

m How long does pre-computation take?

Find the largest k with 2 < ¢ — r + 1. Then

MiK] it AIMK]] < AIM;_pi, (K]

rmaa (£, r) = { M; ok 1|k] otherwise

Question: How can k be determined in constant time?

5 Simon Gog: Institute of Theoretical Informatics
Algorithmen I Algorithmics
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(O(nloglogn), O(1)) solution AT

llllllllllllllllllllllllllllll

Split Ainto t = @ blocks By, ..., B;_1. B spans O(log n) items of A.
Create an array S|0, t — 1] with S[i] = min{x € B;}
Build rmq structure #2 for S
For each block B; of O(log n) elements build rmq structure #2
Total space: O(n) 4+ O(nloglog n)
Determine blocks By, B, which contain ¢ and r
Calculate m = rmqg(¢' +1,r' — 1)
Let kg, k1, ko be the results of the RMQs in blocks ¢/, r’, and m relative
to A
Return arg min, Alk;| for 0 < k < 3
Simon Gog: Institute of Theoretical Informatics

Algorithmen I Algorithmics



(O(n), O(1)) solution AT

llllllllllllllllllllllllllllll

The Cartesian Tree C of an array is defined as follows:

m The root of C is the (leftmost) minimum element of the array and is
labeled with its position

® Removing the root splits the array into two pieces

m The left and right children of the root are recursively constructed
Cartesian trees of the left and right subarray

®m C can be constructed in linear time

7 Simon Gog: Institute of Theoretical Informatics
Algorithmen I Algorithmics



(O(n), O(1)) solution AT

llllllllllllllllllllllllllllll

Solution overview:

m Partition the array into blocks of size s
® Each block corresponds to a Cartesian Tree of size s

m Precompute the s® answers for all ( °) possible Cartesian Trees of
size s in a table P.

m P requires O(225s?) words of space
log n
A

S—H

m Fors= P requires o(n) words of space

@ Build structure #2 for array A’ consisting of the block minima of A. This
takes O(n) construction time and uses O(n) words of space.

8 Simon Gog: Institute of Theoretical Informatics
Algorithmen I Algorithmics



LCA & +1RMQ AT

llllllllllllllllllllllllllllll

LCA (Lowest Common Ancestor)

Given a rooted tree T of n nodes. For nodes v and w of T the query
LCAT(v, w) returns the lowest common ancestor of uand v in T. l.e. the
node which is (1) ancestor of v and w and (2) maximizes the distance to

the root.

9 Simon Gog: Institute of Theoretical Informatics
Algorithmen I Algorithmics



LCA & +1RMQ AT
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Given a rooted tree T of n nodes. For nodes v and w of T the query
LCA7(v, w) returns the lowest common ancestorof uand v in T. l.e. the

node which is (1) ancestor of v and w and (2) maximizes the distance to
the root.

9 Simon Gog:

Institute of Theoretical Informatics
Algorithmen I

Algorithmics



LCA & +1RMQ AT
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LCA (Lowest Common Ancestor)

Given a rooted tree T of n nodes. For nodes v and w of T the query
LCAr (v, w) returns the lowest common ancestor of uand v in T. lL.e. the
node which is (1) ancestor of v and w and (2) maximizes the distance to

the root.

9 Simon Gog: Institute of Theoretical Informatics
Algorithmen I Algorithmics



LCA & +1RMQ AT

llllllllllllllllllllllllllllll

If there is a (f(n), g(n))-time solution for RMQ, then there is a
(f(2n—1)+ O(n),g(2n—1) 4+ O(1))-time solution for LCA.

m Let T be the Cartesian Tree of array A

m Letarray E|O,..., 2n — 2| store the nodes visited in an DFS Euler Tour
of T

m Letarray L[O,..., 2n — 2| store the corresp. levels of the nodes in E

a Let RO,..., n— 1] be an array which stores a representative

R[i] = min{j | E|j] = i} for each node i of T

10 Simon Gog: Institute of Theoretical Informatics
Algorithmen I Algorithmics



LCA & +1RMQ AT

llllllllllllllllllllllllllllll

1=01234567890123456738920
E=abcbdbaefgfeheij1i1kiea
L=012121012321212323210

abcdefg h 1 j k
R=01247 89 12 14 15 17
11 Simon Gog: Institute of Theoretical Informatics
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LCA & +1RMQ AT

llllllllllllllllllllllllllllll

1i=01234567890123456738920
E=abcbdbaefgfeheiji1kiea
L=012121012321212323210

abcdefg h 1 j k
R=01247 89 12 14 15 17

LCAr(v,w) = E[RMQ, (min(R|v], Rlw]), max(R|v], Rlw]))]
11 Simon Gog: Institute of Theoretical Informatics

Algorithmen I Algorithmics



LCA & +1RMQ AT

llllllllllllllllllllllllllllll

1=012345678901234567890
E=abcbdbaefgfeheij1i1kiea
L=012121012321212323210
abcdefg h 1 j k
R=01247 89 12 14 15 17

LCAT(v,w) = E[RMQ_(min(R[v|, R[w]), max(R[v], R[w]))]

Note: (L[i] — L[i+1]) € {—1,+1}. So we only need to solve RMQs
over arrays with this &1 restriction. This is called £1 RMQ.

11 Simon Gog: Institute of Theoretical Informatics
Algorithmen I Algorithmics



(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT

llllllllllllllllllllllllllllll

B O
o) I e
w N
o1 W
=
= Ol
o O
> N
o1 0
N O
o O =
W =

12 Simon Gog: Institute of Theoretical Informatics
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT

llllllllllllllllllllllllllllll

i =

01234
A=46351

o O B+~

5678901
464526 3
(1) Build Cartesian Tree

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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i =

01234
A=46351

o O B+~

5678901
464526 3
(1) Build Cartesian Tree

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT

llllllllllllllllllllllllllllll

i
A

o O B+~

> O

12345678901
63514645263
(1) Build Cartesian Tree

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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i
A

o O B+~

> O

12345678901
63514645263
(1) Build Cartesian Tree

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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1
1i=012345678901
A=4635146452¢63
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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1
1i=012345678901
A=4635146452¢63
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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1
1i=012345678901
A=4635146452¢63
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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1
1i=012345678901
A=4635146452¢63
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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1
1i=012345678901
A=4635146452¢63
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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1
1i=012345678901
A=4635146452¢63
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
12 Simon Gog: Institute of Theoretical Informatics

Algorithmen I Algorithmics



(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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1
1i=012345678901
A=4635146452¢63
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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1
1i=012345678901
A=4635146452¢63
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT

llllllllllllllllllllllllllllll

i
A

o O B+~

01234567829 1
46 3514645263

(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT

llllllllllllllllllllllllllllll

(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 11

(3) DFS traversal to construct balanced parentheses sequence
BPext —

13 Simon Gog: Institute of Theoretical Informatics
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT

llllllllllllllllllllllllllllll

(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 11

(3) DFS traversal to construct balanced parentheses sequence

1

BPext — (
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT

llllllllllllllllllllllllllllll

(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 11

(3) DFS traversal to construct balanced parentheses sequence

13

BPext: ((
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 11

(3) DFS traversal to construct balanced parentheses sequence

134

BPext: (((
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 11

(3) DFS traversal to construct balanced parentheses sequence

134

BPext = ((((
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(3) DFS traversal to construct balanced parentheses sequence

134

BPext = (((()
0
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(3) DFS traversal to construct balanced parentheses sequence

134 6

BPext = (((()(
0
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(3) DFS traversal to construct balanced parentheses sequence

134 6

BPext = (((() ((
0
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(3) DFS traversal to construct balanced parentheses sequence

134 6

BPext = (((() (()

0 1
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(3) DFS traversal to construct balanced parentheses sequence

134 6 6

BPext = (((()(())

0 1
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(3) DFS traversal to construct balanced parentheses sequence

134 6 6 4

BPext = (((()(()))

0 1
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(3) DFS traversal to construct balanced parentheses sequence

134 6 6 4

BPext = (((()(()))(

0 1
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(3) DFS traversal to construct balanced parentheses sequence

134 6 6 4

BPext = (((()(()))()

0 1 2

13 Simon Gog: Institute of Theoretical Informatics
Algorithmen I Algorithmics



(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(3) DFS traversal to construct balanced parentheses sequence

134 6 6 4 5

BPext = (((()(()))()(

0 1 2
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(3) DFS traversal to construct balanced parentheses sequence

134 6 6 4 5

BPext = (((()(())) () ((

0 1 2

13 Simon Gog: Institute of Theoretical Informatics
Algorithmen I Algorithmics



(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(3) DFS traversal to construct balanced parentheses sequence

134 6 6 4 5

BPext = (((()(()))()(()

o 1 2 3
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(3) DFS traversal to construct balanced parentheses sequence

134 6 6 4 5 5

BPext = (((()(()))()(())

o 1 2 3
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(3) DFS traversal to construct balanced parentheses sequence

134 6 6 4 5 53

BPext = (((()(()))()(()))

o 1 2 3
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(3) DFS traversal to construct balanced parentheses sequence

134 6 6 4 5 53

BPext = (((()(()))()(()))(

o 1 2 3
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(3) DFS traversal to construct balanced parentheses sequence

134 6 6 4 5 53

BPext = (((()(()))()(()))()

0O 1 2 3 4
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(3) DFS traversal to construct balanced parentheses sequence

134 6 6 4 5 53 2

BPext = (((()(()))()(()))O)(

0O 1 2 3 4
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(3) DFS traversal to construct balanced parentheses sequence

134 6 6 4 5 53 2 4

BPext = (((()(()))()(())) )

0O 1 2 3 4
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(O(n), O(1)) solution (4n+ o(n) bits) ANUT
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(2) Add a leaf to each node

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(3) DFS traversal to construct balanced parentheses sequence

134 6 6 4 5 53 2 4
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m The extended Cartesian Tree contains 2n nodes
@ The balanced parentheses sequence consists of 4n bits

® The position of each leaf corresponds to the inorder number of its
parent in the Cartesian tree

® The inorder number corresponds to the array index of the element
m Let excess(i) = rank(i+ 1,1, BPgyt) — rank(i + 1,0, BPgxt)

For0 </ < J < nwe get:

00 rmqa(/y)
01  jpos « select(i+1, ), BPey)
02  jpos « select(j+1, ), BPey)

03  return rank(rmqzless(ipos, jpos +1), (O, BPext)
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® Added leaves are used to navigate to inorder index nodes

m Select on a pattern ,,()” of fixed size can be done in constant time
after precomputing a o(n)-space structure

a Let v be the (i + 1)th leaf node
m Let w be the (j + 1)th leaf node

B rMQga.ss(ipos, joos + 1) is the position of closing parenthesis of the
leaf node z added to LCA(v, w)

a In-order number of LCA(v, w) corresponds to index of minimum in
Ali, j] and can be determined by a rank operation on pattern ,,()”

Next: o(n) data structure to support rmqzress queries on BPey;
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a Divide the (conceptional) array excess in blocks of size Iog3 n
m 5[0, n/ log® n] stores the minima of the blocks

m Solution #2 for S requires O(—2— - log® n) = o(n) bits

log® n

m Divide each block in subblocks of size % log n

0 Apply again solution #2 on subblocks (" = log? n). |.e. total space
O(2-logn’ -logn’) = O(=2-log?log n) = o(n)

m Lookup table for blocks of size % log nis also in o(n)

logn logn
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Adding the leaf nodes enables inorder indexing of the nodes but doubles
the space.

Next: Approach which does not require additional nodes.
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m Add a new root node to the leaf of the original root
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Transformation

m Add a new root node to the leaf of the original root

m For each node v (starting at the root) take the right child w, and add
the nodes on the leftmost path from w as children of v
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® Node with inorder i in CT becomes node with preorder i + 1 in the
general tree
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® So we can identify the node of array element i/ by selecting the
(i 4+ 2)th opening parenthesis in the balanced parentheses sequence
of the general tree (+1 for the added root node, +1 for index shift by
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® Node with inorder i in CT becomes node with preorder i + 1 in the
general tree

® So we can identify the node of array element i/ by selecting the
(i 4+ 2)th opening parenthesis in the balanced parentheses sequence
of the general tree (+1 for the added root node, +1 for index shift by

one)
m Let BP be the balanced parenthes sequence of the general tree

For0 </ < J < nwe get:

00 rmqu(/))
01 ipos < select(i + 2, (, BP)
02  jpos «+ select(j+ 2, (, BP)

03  return rank(rmqgzess(ipos — 1, joos), (, BP) — 1
Where rmgzLess returns the rightmost position of the minimal value.

19 Simon Gog: Institute of Theoretical Informatics
Algorithmen I Algorithmics



(O(n), O(1)) solution (2n+ o(n) bits) AT

llllllllllllllllllllllllllllll

Proof sketch: Let v and w be the nodes of A|i] and A|j] and z be the LCA
of v and w in the Cartesian Tree. Node v is in the left subtree and w in
the right subtree of z.

Situation in binary tree Situation in general tree
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Firstcase: v #zand w # z
® V's opening parenthesis is the green area
® Ww's opening parenthesis is the the red area

a the (righmost) =1 RMQ will return the position p of the closing
parenthesis of z

® Z's opening parenthesis is at position p 4+ 1 by construction

m r = rank(p) — 1 corresponds to the preorder number of z in the
general tree

® which in turns corresponds to the inorder number in CT
m which in turns corresponds to the index of the minimum in Al/, ]

21 Simon Gog: Institute of Theoretical Informatics
Algorithmen I Algorithmics



(O(n), O(1)) solution (2n+ o(n) bits) Aﬂ("‘

Second case: v # zand w = Zz:
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Third case: v=zand w = z:
® V'S opening parenthesis is z's opening parenthesis now
® W’s opening parenthesis is z's opening parenthesis now

m the (righmost) =1 RMQ will return the position p of the closing
parenthesis of z

® Z's opening parenthesis is at position p 4+ 1 by construction

m r = rank(p) — 1 corresponds to the preorder number of z in the
general tree

® which in turns corresponds to the inorder number in CT
m which in turns corresponds to the index of the minimum in Al/, ]
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Conclusion (T

Karlsruhe Institute of Technology

Range Minimum Queries (RMQ)s over an array A can be answered in
constant time after prepocessing a 2n+ o(n) space data structure in
linear time.

Applications:

® Compressed suffix trees

@ Document retrieval

a Weighted query completion
O

25 Simon Gog: Institute of Theoretical Informatics
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Einfiihrung o

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Burrows, Wheeler (1983, 1994)

® “nur” eine Umordnung des Textes,
— gruppiert Zeichen mit ahnlichem Kontext, reversibel

m urspringlich eingefthrt zur Textkompression
— Tellschritt von bzip2

® spater auch far Textindizierung verwendet
— z.B. Ruckwartssuche, Berechnung des LCP-Array
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Burrows-Wheeler-Transformation QAT
Wiederholung: Suffix-Arrays (und Suffixbaume) 777 e

m Textindizierung
—s schnelle Suche in Texten r=lalangngt

m kann in O(n) erzeugt werden
(DC3-Algorithmus)

Definition
m SA|/] = Index des i-ten sortierten Suffix
(einer Zeichenkette T)
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Burrows- Wheeler-Transformatlon \\(“‘
Wiederholung: Suffix-Arrays (und Suffixbaume) 7o

® Textindizierung
— schnelle Suche in Texten

m kannin O(n) erzeugt werden g $
-Algorithmus ngo
gngd
Definition ngng$
ek . . . angng$
m SA|/] = Index des i-ten sortierten Suffix langng$
siner Zeichenkette T alangng$
lalangng$
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Burrows- Wheeler-Transformatlon \\(“‘
Wiederholung: Suffix-Arrays (und Suffixbaume) 7o

® Textindizierung
— schnelle Suche in Texten

a kannin O(n) erzeugt werden alangng $
_Algorithmus angng$
: S
- gneg

Deflnlt!Ol‘Al | | | lalangngs$
m SA|/] = Index des i-ten sortierten Suffix langng$
. ngse
ngng$
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Burrows- Wheeler-Transformatlon \\(“‘
Wiederholung: Suffix-Arrays (und Su sumeY 000 ersberiuafurTenologs

® Textindizierung
— schnelle Suche in Texten SA

a kannin O(n) erzeugt werden alangng $ 2
)C3-Algorithmus angng3 |4
g g 3
. gneg 0
Deflnlt!or) | | | lalangng$ v
m SAli| = Index des i-ten sortierten Suffix langng$ |3
siner Zeichenkette T ng$ |7
ngngd |5
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Wiederholung: Suffix-Arrays (und Su sumeY 000 ersberiuafurTenologs

® Textindizierung
— schnelle Suche in Texten SA

a kannin O(n) erzeugt werden alangng $ 2
DC3-Algorithmus angng$ |4
g g 8
. gneg 0
Deflnlt!or) | | | lalangng$ v
m SAli| = Index des i-ten sortierten Suffix langng$ |3
siner Zeichenkette T ng$ |7
ngngd |5
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® Textindizierung
— schnelle Suche in Texten SA

a kannin O(n) erzeugt werden alangng $ 2
DC3-Algorithmus angng$ |4
g g 8
. gneg 0
Deflnlt!or) | | | lalangng$ v
m SAli| = Index des i-ten sortierten Suffix langng$ |3
siner Zeichenkette T ng$ |7
ngngd |5
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Wiederholung: Suffix-Arrays (und Su sume) 00 (e nenforTinobge

® Textindizierung
— schnelle Suche in Texten SA

a kannin O(n) erzeugt werden alangng $ 2
N A L e angng $ 4
g g 3
. gneg 0
Deflnlt!or) | | | lalangng$ v
m SAli| = Index des i-ten sortierten Suffix langng$ |3
siner Zeichenkette T ng$ |7
ngngd |5
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Burrows- Wheeler-Transformatlon \\(“‘
Wiederholung: Suffix-Arrays (und Su sume) 00 (e nenforTinobge

® Textindizierung

— schnelle Suche in Texten SA
. $ |9
a kannin O(n) erzeugt werden @langng$ |2
N2 AlNArithm e @n gng $ 4
g g 3
. gneg 0
Def'n't!or) _ | _ lalangng$ v
m SAli| = Index des i-ten sortierten Suffix langng$ |3
siner Zeichenkette T ng$ |7
ngngd |5
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® Textindizierung
— schnelle Suche in Texten SA

m kannin O(n) erzeugt werden ® ® 2
N A L e @n gng $ |4
g g 3
- gneg 0
Deflnlt!or) | | | lalangng$ v
m SAli| = Index des i-ten sortierten Suffix langng$ |3
siner Zeichenkette T ng$ |7
ngngd |5
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Burrows- Wheeler-Transformatlon \\(“‘
Wiederholung: Suffix-Arrays (und Su sume) 00 (e nenforTinobge

® Textindizierung
— schnelle Suche in Texten SA

® kannin O(n) erzeugt werden @langng $ 2
g g 3

— gng 0
Deflnlt!or) | | | lalangng$ v
m SAli| = Index des i-ten sortierten Suffix langng$ |3
siner Zeichenkette T ng$ |7

ngngd |5
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Burrows- Wheeler-Transformatlon \\(“‘
Wiederholung: Suffix-Arrays (und Su sume) 00 (e nenforTinobge

® Textindizierung
— schnelle Suche in Texten SA

® kannin O(n) erzeugt werden @langng $ 2
g g 3

— gng 0
Deflnlt!or) | | | lalangng$ v
m SAli| = Index des i-ten sortierten Suffix langng$ |3
siner Zeichenkette T ng$ |7

ngngd |5
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Burrows-Wheeler-Transformation QAT

Tra n sfo rm at i o n Karlsruher Institut fur Technologie

T=lalangngt$
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Transformation rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr
T=lalangngt
alangngtl
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Transformation '"
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Transformation "

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

T=lalangngt
alangngt$l
langng % 1l a
angngd$lal
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Transformation "

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

T=lalangngt
alangngt$l
langng % 1l a
angngd$lal
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Transformation "

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

T=lalangngt
alangngt$l
1angng%la
angn%$1al
ngngodlala
gng$lalan
ng$lalang
g%lalangn
$lalangng
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Transformation '"

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

T=lalangng 3«10
alangngtl
1angng%la
angn%$1al
ngngodlala
gngdlalanT10
ng$lalang
g%lalangn
$lalangng«1®

m 7U) = T zyklisch ab Position i, Ldnge n = | T|
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Transformation "

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

T=lalangng 3«10 $lalangng
alangngtl alangng$l
1angng%la angngdlal
angn $1a1 sortiere Zeilen g$1a1angn
ngng%lala/\gng$lalan
gngdlalanT10 lalangngt
ng$lalang langngd$la
g%lalangn ng$lalang
$lalangng«1® ngngdPlala

m 7U) = T zyklisch ab Position i, Ldnge n = | T|
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Transformation "

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

T=lalangng 3«10 $1lalangn|g
alangngtl alangng $|1
1angng%la angngdlall
angn%$1al g¥lalangn
ngngdlala gng$lalan
gngdlalanT10 lalangng|$
ng$lalang langng$lla
g%lalangn ngdlalan|g
$lalangng«1® ngngdlalla

TBWT

m 7U) = T zyklisch ab Position i, Ldnge n = | T|

m 7 =1lalangng$ — TB8W' =glinngaga O(n? + nlog n)
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Transformation "

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

T=lalangng 3«10 $/1lalangn|ge 70
alangngtl allangng $|1
1angng%la alngng3dlall
angngdlal gl$lalangn
ngng%lala glng$lalan
gngdlalanT10 llalangng|$
ng$lalang llangng$lla
g%lalangn njlg$lalan|g
$lalangng«1® njgngd$lalla

F TEWT — [,

m 7U) = T zyklisch ab Position i, Ldnge n = | T|
® 7 =lalangng$ — TBWI = glinngaga O(n? + nlog n)
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Eigenschaften "

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

T=lalangngt$ $lalangng
alangng$l
angngdlal
g¥dlalangn
gng$lalan
lalangngt
langng$la
ng$lalang
ngngdlala
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Eigenschaften "

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

T=lalangngt$ $lalangng
alangng$l
angngdlal
g$lalangn

a BWT in O(n) berechenbar gngdlalan
lalangngt
langng$la
ng$lalang
ngngdlala
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Eigenschaften

T=lalangngt$

a BWT in O(n) berechenbar

m Zeilen enthalten sortierte Suffixe

4 Gog:
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

$
alangngt
angng$

g3

gngd
lalangngt
langngt$
ngée
ngngs

Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Eigenschaften "

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

rT=lalangngé$ $
alangng$
angng$
g $
a BWT in O(n) berechenbar gngé$
lalangngl|$
m Zeilen enthalten sortierte Suffixe langng?
m Zeichen in letzer Spalte g 3
entspricht Zeichen vor Suffix in T ngneg 3
TBWT _ [
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Eigenschaften "

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

SA

r=lalangngt$ $ 9

alangngt 2

angng$ 4

g $ 8

ma BWT in O(n) berechenbar gngd 0

lalangng|$ 1

m Zeilen enthalten sortierte Suffixe la g gngd 3

m Zeichen in letzer Spalte g 3 !

entspricht Zeichen vor Suffix in T ngneg 0

TBWT — I
o TEWT(i) = L[i] = T[SA[]] — 1]~ TS0,
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Ricktransformation — Voriiberlegungen "

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

™T—-gllnn$aga $1lalangnl|g
alangng $|1
angngdlall
g$lalangn

m betrachte Matrix aus Transformation & 11 & $1alaln
lalangng|$
langngé$lla
ngdlalan|g
ngngdlalla

TBWT _ T,
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Ricktransformation — Voruberlegungen s
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T™T—gllnn$aga $1lalangn|ge 7"
alangng $|1
angngdlall
g¥lalangn

m betrachte Matrix aus Transformation &g 11 g $1alaln

a erste Zeile enthalt Lésung T(") lalangng|$
langngé$lla
ngdlalan|g
ngngdlalla

TBWT _ T,
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Burrows-Wheeler-Transformation AT

Rucktransformation — Voruberlegungen

™T-gllnn$aga gle 7M™

1

1

n

m betrachte Matrix aus Transformation n
m erste Zeile enthalt Lésung T(") $

m TBWT — | gegeben a

g

a

TBWT _ [
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Rucktransformation — Voruberlegungen

™"7_gllnn$aga $ g T

a 1
a 1
g n
m betrachte Matrix aus Transformation |8 n
m erste Zeile enthalt Lésung T(7 1 $
m TBWT — | gegeben 1 a
m F leicht zu bestimmen (sortiere L n g
n a

Ja TBWT _ [
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Rucktransformation — Voruberlegungen

T™"T—gllnn$aga $ gle— T
a 1
a 1
g 1
m betrachte Matrix aus Transformation |& n
m erste Zeile enthalt Lésung T(") 1 $
m TBWT — [ gegeben 1 a
m F leicht zu bestimmen (sortiere [ n g
wm L ist immer Spalte vor F (zyklisch n a
F TEVT = [,
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Rucktransformation — Voruberlegungen

T™"T—gllnn$aga gl P 7O

lja
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nig
a betrachte Matrix aus Transformation nyg
m erste Zeile enthalt Lésung T(") $ 1
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m F leicht zu bestimmen (sortiere [ glin
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L F
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Rucktransformation — Voruberlegungen

T™"T—gllnn$aga gl'$ -« TW

1lla
1lja
nNg
m betrachte Matrix aus Transformation nig
m erste Zeile enthalt Lésung T(") B 1
m TBWT — [ gegeben ajll
m F leicht zu bestimmen (sortiere [ gln
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L F

5 Gog: Institut fur Theoretische Informatik

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Burrows-Wheeler-Transformation AT

Rucktransformation — Voruberlegungen

™7T—-gllnn$aga gl'$ -« 7

llla
1lia
nNg
m betrachte Matrix aus Transformation nig
m erste Zeile enthalt Lésung T(") $| 1
m TBWT — [ gegeben alll
m F leicht zu bestimmen (sortiere [ gln
m List immer Spalte vor F (zyklisch alln
L F
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Burrows-Wheeler-Transformation QAT

R ll] ckt ra n sfo rm at i o n Karlsruher Institut fur Technologie

T™"T—gllnn$aga
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Rﬁcktransformation rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

T™"T—gllnn$aga g
1
1
Il
m schreibe TBYT in Spaltenform g
a
g
a
TBWT
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Burrows-Wheeler-Transformation QAT

R ll] ckt ra n sfo rm at i o n Karlsruher Institut fur Technologie

T™"T—gllnn$aga

m schreibe TBYT in Spaltenform
m sortiere zeilenweise
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Rﬁcktransformation rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

T™W"T—gllnn$aga

m schreibe TBWT in Spaltenform
m sortiere zeilenweise
m schreibe TBWT in Spaltenform davor

pog VA BS B HHOY
B B HH0MROMK V A
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5
T
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Burrows-Wheeler-Transformation QAT

R ll] ckt ra n sfo rm at i o n Karlsruher Institut fur Technologie

™T_-gllnn$aga $|1 ¢
a|l |z
an g
gl$ =
<
m schreibe TBYT in Spaltenform S| =
. . . lla &
m sortiere zeilenweise 1la /2
» schreibe TBWT in Spaltenform davor nlg ¢
a wiederhole bis | TBWT | mal sortiert nlg'=
F
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Rucktransformation "
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T™W"T—gllnn$aga

m schreibe TBWT in Spaltenform

m sortiere zeilenweise

m schreibe TBWT in Spaltenform davor
» wiederhole bis | T8 | mal sortiert

PR PV &ABS B HHOY-
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3
T
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Rucktransformation

T™W"T—gllnn$aga

m schreibe TBWT in Spaltenform

m sortiere zeilenweise

m schreibe TBWT in Spaltenform davor
» wiederhole bis | T8 | mal sortiert
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99redq I103Z39[1)LIP YorU }ISI1IOS

=P B HFH0MM@ L P A
R0Q P B AB HH

6 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Burrows-Wheeler-Transformation T

Rucktransformation ot
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m schreibe TBWT in Spaltenform

m sortiere zeilenweise

m schreibe TBWT in Spaltenform davor
» wiederhole bis | T8 | mal sortiert
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Rucktransformation ot
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Rucktransformation "
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™"T—gllnnd$aga $lalangng

alangng$l

angngdlal

g$lalangn

m schreibe TBWT in Spaltenform gngdlalan

| | | lalangng$

m sortiere zeilenweise langng $1 a
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_ _ _ lalangngt

m sortiere zeilenweise langng $ 1 a
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@ 78WT —glinngaga — T = lalangng$ O(n?log n)
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Riicktransformation — weitere Uberlegungen
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Rucktransformation — weitere Uberlegungen ''''''''''''''''''''''''''''''
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Riicktransformation — weitere Uberlegungen "
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Ruicktransformation — weitere Uberlegungen st
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™7T—-gllnn$aga She. ‘@
T — 7% al ..
a DN 1
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m Wie lautet das Vorgangerzeichen? |8 o |n l
— last-to-front mapping LF|-] 1 &%
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n g
n a
F TEWT — [,
a LF[6] =1
(LF|6] ist die Position in F[-] an der L|6] steht)
7 Gog: Institut fr Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation AT

Rucktransformation — weitere Uberlegungen ''''''''''''''''''''''''''''''

T™"T—gllnn$aga
T = 78

$
a
a 1
g n
m Wie lautet das Vorgangerzeichen? |8 I l
— last-to-front mapping LF -] % Sk
a
Il g
n a
F
S

(Position in L|-] an der Vorganger steht)

m LFli]|=je TEAD = (T(SAD)Y ()
(LF1i] ist die Position in F|-] an der L|[i] steht)

Ali] = SA[j] —1 (mod n)

7 Gog: Institut fir Theoretische Informatik
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Burrows-Wheeler-Transformation T

Riicktransformation — weitere Uberlegungen "

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

T™"T—gllnn$aga

m TBWT hat Struktur, so dass gilt

BB HHFMW®IMK VLA
POy VW eAB B H0”

TBWT — L

8 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Riicktransformation — weitere Uberlegungen "

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

T™"T—gllnn$aga

m TBWT hat Struktur, so dass gilt

» gleiche Zeichen besitzen
gleiche Reihenfolge in F[-] und L|-]

BB HFHFMWKMM VLA
POy VW eABS B H0]

TBWT — L

8 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Burrows-Wheeler-Transformation T

Ruicktransformation — weitere Uberlegungen it

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

T™"T—gllnn$aga $ g
a 1
| LF[] 1
a T7BWT hat Struktur, so dass gilt gl < I
g n
- gleiche Zeichen besitzen 1| LF[8 $
gleiche Reihenfolge in F[-] und L[] 1 a
n
— falls L[i] = L[j] miti < |, n g
dann LF[i] < LF]j]
F TBWT — I
8 Gog: Institut fur Theoretische Informatik

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Burrows-Wheeler-Transformation T

Riicktransformation — weitere Uberlegungen "

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

T™"T—gllnn$aga g

m TBWT hat Struktur, so dass gilt g

— gleiche Zeichen besitzen
gleiche Reihenfolge in F[-] und L|-]

— falls L[i] = L[j] miti < j, &
dann LF[i] < LF]j]
F TEWT = [,
® Grund: a < B lexikographisch (nach Konstruktion,
8 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Berechnung von LFH rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

LF

T™"T—gllnn$aga g
1
1

@ LF[] nuraus TBW'[.] berechenbar nl l
Il
$
a
g
a

TBWT — L
9 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Berechnung von LFH rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

LF

T™"T—gllnn$aga g
1
1

@ LF[] nuraus TB"T[.] berechenbar El l
. . . b
m LF[i] = C(L|i]) + occ]i] a
m C(a) = #zeichen Kleiner als a g
. OCCM = #Zeichen gleiCh L[i] in L[1 ’] a

TBWT — L
9 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Berechnung von LF|:] ;

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

LF

T™"T—gllnn$aga $ g
a 1
a 1

@ LF[-] nuraus TBYWT[.] berechenbar é nl l
n
1 $
m LF|i] = C(L]i]) 4+ occli] 1 a
m C(a) = #zeichen Kleiner als a n g
w occli] = #zeichen gleich L[/ in L[1..i] | p a

(LF[i] ist Position in F|-], an der L|i] steht) - TEWT _
9 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Berechnung von LF|:] i

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

LF
T™"T—gllnn$aga $ g
a 1
a 1
m LF[] nuraus TBYWT[.| berechenbar |& 1
g‘ ~ ~ n
1] "~ $
m LF[i] = C(L[i]) + occ]i] 1 .. |a
m C(a) = #zeichen Kleiner als a n RN g 5
. OCCM = #zeichen gleich L[i] in L“ ’] n a.
(LF[i] ist Position in F|-], an der L|i] steht) - TEWT _ [
Gog: Institut flr Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Berechnung von LF|:] ;

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

LF
T™"T—gllnn$aga $ g
a 1
a 1
m LF[]nuraus TBWT[] berechenbar |& nl l
e n
I| - $
m LF|i] = C(L]i]) 4+ occli] 1 Teel a
m C(a) = #zeichen Kleiner als a n B g 5
m occli]| = #zeichen gleich L[i] in L[1..i] n 3
(LF1i] ist Position in F|-], an der L]i] steht) = TEWT _ [

m C(-), occl] in O(n) berechenbar — LF|-] auch in O(n) berechenbar

9 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Burrows-Wheeler-Transformation QAUT
Ablauf der Berechnung von LF|:]

LF
T™"T—gllnn$aga $agln g
occ = =0 0 O 0 0 1
(zahlt Zelch n)
1
. (] " " n
m initialisiere occ und h n
a
g
a
TBWT — L
10 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation AT

Ablauf der Berechnung von LF[-] T

LF
T™"T—gllnn$aga $agln g
oce = =0 0 O 0 0 1
(zahlt Zelch n) 1
" P " N n
m initialisiere occ und h n
m laufe durch TBWT — [ (i - $
a
g
a

TBWT — L
10 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation AT

Ablauf der Berechnung von LF[-] T

LF
T™"T—gllnn$aga $agln g
oce = =0 0 1 0 0 1
(zahlt Zelch n) 1
" P " N n
m initialisiere occ und h n
m laufe durch TBWT — [ (i - $
m h(Lli])=h(L[i])+1 a
g
a

TBWT — L
10 Gog: Institut fur Theoretische Informatik

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Burrows-Wheeler-Transformation T

Ablauf der Berechnung von LF|-] ——"

LF
T™"T—gllnn$aga $agln g
occ = | h=00100 1
(zahlt Zeichen) 1
. P " N n
m initialisiere occ und h n
m laufedurch TBWT — [ (-1 » $
m h(Lli])=h(L[i])+1 a
m occ( L[i] )= h(L[i]) g
a

TBWT — L
10 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Ablauf der Berechnung von LF|-] ——"

LF
T™"T—gllnn$aga $agln g
occ=1 1 h=001120 1
(zahlt Zeichen) 1
. P . " n
m initialisiere occ und h n
m laufedurch TBWT = | -1 n $
m h(Lli])=h(L[i])+1 a
m occ( L[i] )= h(L[i]) g
a

TBWT — L
10 Gog: Institut fur Theoretische Informatik

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Burrows-Wheeler-Transformation T

Ablauf der Berechnung von LF|-] ——"

LF
T™W"T—gllnn$aga $agln g
occ=1 1 2 h=00120 1
(zahlt Zeichen) 1
. P . " n
m initialisiere occ und h n
m laufedurch TBWT = | -1 n $
m h(Lli])=h(L[i])+1 a
m occ( L[i] )= h(L[i]) g
a

TBWT — L
10 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Ablauf der Berechnung von LF|-] ——"

LF
T™W"T—gllnn$aga $agln g
occ=1 1 2 . h=00120 1
(zahlt Zeichen) 1
. P . " n
m initialisiere occ und h n
m laufedurch TBWT = | -1 n $
m h(Lli])=h(L[i])+1 a
m occ( L[i] )= h(L[i]) g
a

TBWT — L
10 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation AT

Ablauf der Berechnung von LF|-]

ma initialisiere occ und h
m laufe durch TBWT = [ (j—1 pn)

m h(L[i])=nh(L[])+1
® occ( L[i]) = h(L[])

10 Gog:
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l

$
— 1

(zahlt Zelch n)

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

LF

agln
2222

PR VLA B B HHOT
47
47

TBWT — L
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Ablauf der Berechnung von LF[-] —

LF
T™"T—gllnn$aga $agln g
occ=11212112 2 h=1 22 2 2 1
c=01357 1
(Prafixsumme von h) n
m initialisiere occ und h n
m laufedurch TBWT = | -1 $
m h(Lli])=h(L[i])+1 a
m occ( L[i] )= h(L[i]) g
m bilde exkl. Prafixsumme von h — C a

TBWT — L
10 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation QAUT
Ablauf der Berechnung von LF|:] Tl

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

LF

T™"T—gllnn$aga $agln g 4

occ=1 12121122 h=1 22 2 2 1 6

c=0135H7 1 7

n 8

m initialisiere occ und h n 9
m laufedurch TBWT — | (-1 pn $ l 1 l

w h(L[i])=nh(L[i])+1 a 2

w occ( L[i])=h(Ll]) g 5

m bilde exkl. Prafixsumme von h — C a 3

a LF[i]| = C(L|i]) + occ|i] TBWT _ T,

10 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation AT

Riicktransformation mit LF|-|

LF
T™"T—gllnn$aga g 4
T = 1 6
1 7
n 8
m Berechnung von T von rechts nach links g 9
1
a 2
g 5]
a 3
TBWT — I
11 Gog: Institut fr Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation AT

Riicktransformation mit LF|-|

LF
T™"T—gllnn$aga g 4
T = $ 1 6
1 7
n 8
m Berechnung von T von rechts nach links 1 l ) l
a Initialisierung: Tnj=% $ 1
a 2
g 5
a 3
TBWT _
11 Gog: Institut flr Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation AT

Riicktransformation mit LF|-|

LF
T™"—gllnn$aga g 4
T = 73 1 6
1 7
n 8
m Berechnung von T von rechts nach links . Il l ) l
® Initialisierung:  T[n]=$ = LF(?) 7| $ 1
a Y
g 5
a 3
TBWT _ [
11 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation AT

Riicktransformation mit LF|-|

LF
T"T—gllnn$aga g 1
T = [ 1 6
1 7
n 8
m Berechnung von T von rechts nach links . n 9
m Initialisierung: Tnj=% = LF(?) =1 (immer!) 7 $ 1
a 2
g 5
a 3
TBWT — I
11 Gog: Institut fr Theoretische Informatik

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Burrows-Wheeler-Transformation T

Riicktransformation mit LF|-| e

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

LF
T™"T—gllnn$aga g 4
T = g 3 1 )6
1 7
n 8
® Berechnung von T von rechts nach links 1 l __9 l
a Initialisierung: T[] =% = LF(?) =1 (immer)) o L
al[l)]=g = Tlh—-1]=g a R
g 5]
a 3
TBWT _ T,
11 Gog: Institut fr Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Ricktransformation mit LF[.] e

LF

T™"T—gllnn$aga
T = ngé

® Berechnung von T von rechts nach links
a Initialisierung: Tlnj=% = LF(?) =1 (immer!)
ml[ll=g = Tln—-1]=9g = LF(1)=4
@ L[4=n = Tln—-2|=n

VOoQ P EAB B HH0Q

W UL N = © 00 1 D
-«

TBWT — L

11 Gog: Institut fr Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Riicktransformation mit LF|-| e

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

LF
T™"T—gllnn$aga g 4
T — gng $ 1 6
1 7
nf| .+ I8

m Berechnung von T von rechts nach links Il l ) l
e Initialisierung:  T[n]=$ = LF(?) =1 (immer)) $ 1
ml[1]l=g = Tln—-1]l=9g = LF1)=4 a 2
@ L[4=n = Tln-2]=n = LF(4)=28 g 5
m ... a 3

TBWT — L
11 Gog: Institut fr Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation AT

Ricktransformation mit LF[.] e

LF
™"—gllnn$aga g 4
T=lalangngd 1 6
1 7
n 8
m Berechnung von T von rechts nach links Il l ) l
e Initialisierung:  T[n]=$ = LF(?) =1 (immer)) $ 1
ml[1]l=g = Tln—-1]l=9g = LF1)=4 a 2
@ L[4=n = Tln-2]=n = LF(4)=28 g 5
m ... a 3
TBWT — L
a Aligemein: T[n—i] = LILF(LF(...(LF(1))...))] (i~ 1) LF Anwendunger
11 Gog: Institut fr Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Riicktransformation mit LF|-| e

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

LF
T™"T—gllnn$aga g 4
T=lalangng 1 6
1 7
n 8
m Berechnung von T von rechts nach links Il l ) l
e Initialisierung:  T[n]=$ = LF(?) =1 (immer)) $ 1
ml[1]l=g = Tln—-1]l=9g = LF1)=4 a 2
@ L[4=n = Tln-2]=n = LF(4)=28 g 5
0 a 3
TBWT — L
a Aligemein: T[n— ] = LILF(LF(... (LF(1))...))] (i~ 1) LF Anwendungen
m Rucktransformation in O(n) (ohne Zusatzinformationen;
11 Gog: Institut fr Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Was bringt die BWT? e

m bendtigt gleichen Platz, verwendet gleiche Zeichen wie T
— scheinbar keine Vorteile ?1?

12 Gog: Institut fr Theoretische Informatik
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Burrows-Wheeler-Transformation QAUT
Was bringt die BWT? ot Tehnolg

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m bendtigt gleichen Platz, verwendet gleiche Zeichen wie T
— scheinbar keine Vorteile ?!?

® Permutation einfach umkehrbar
(bendtigt keine Zusatzinformationen, O(n))

m Zeichen mit ahnlichem Kontext gruppiert
— vereinfacht Komprimierung

Institut fur Theoretische Informatik

12 Gog:
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Burrows-Wheeler-Transformation T

Was bringt die BWT? e

m bendtigt gleichen Platz, verwendet gleiche Zeichen wie T
— scheinbar keine Vorteile ?!?

® Permutation einfach umkehrbar
(bendtigt keine Zusatzinformationen, O(n))

m Zeichen mit ahnlichem Kontext gruppiert
— vereinfacht Komprimierung

m besonders gut auf Texten mit
vielen gleichen Substrings
— Beispiel: englischer Text

(u.a. viele “the”, ...)

12 Gog: Institut fr Theoretische Informatik
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Burrows-Wheeler-Transformation T

Was bringt die BWT? e

m bendtigt gleichen Platz, verwendet gleiche Zeichen wie T
— scheinbar keine Vorteile ?!?

® Permutation einfach umkehrbar
(bendtigt keine Zusatzinformationen, O(n))

m Zeichen mit ahnlichem Kontext gruppiert
— vereinfacht Komprimierung

t he _
m besonders gut auf Texten mit T ﬁ < -
vielen gleichen Substrings t 1 € -
— Beispiel: englischer Text '
(u.a. viele “the”, ...)
12 Gog: Institut fr Theoretische Informatik

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Burrows-Wheeler-Transformation T

Was bringt die BWT? e

m bendtigt gleichen Platz, verwendet gleiche Zeichen wie T
— scheinbar keine Vorteile ?!?

he. £

m Permutation einfach umkehrbar h e . t

(bendtigt keine Zusatzinformationen, O(n)) h e t
m Zeichen mit ahnlichem Kontext gruppiert _
— vereinfacht Komprimierung 3

t he _

m besonders gut auf Texten mit t E < -

vielen gleichen Substrings t 1€ N
— Beispiel: englischer Text '

(u.a. viele “the”, ...)
12 Gog: Institut fr Theoretische Informatik

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Burrows-Wheeler-Transformation T

Was bringt die BWT? e

m bendtigt gleichen Platz, verwendet gleiche Zeichen wie T

— scheinbar keine Vorteile ?1? TEWT
, _ h e. t
m Permutation einfach umkehrbar h e . £
(bendtigt keine Zusatzinformationen, O(n)) h e t
m Zeichen mit ahnlichem Kontext gruppiert _
— vereinfacht Komprimierung :
t he _
m besonders gut auf Texten mit T ﬁ < -
vielen gleichen Substrings t 1 € -
— Beispiel: englischer Text '
(u.a. viele “the”, ...)
12 Gog: Institut fr Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Was bringt die BWT? e

m bendtigt gleichen Platz, verwendet gleiche Zeichen wie T

— scheinbar keine Vorteile ?1? TEWT
, _ h e. t
m Permutation einfach umkehrbar h e £
(bendtigt keine Zusatzinformationen, O(n)) h e t
m Zeichen mit ahnlichem Kontext gruppiert _
— vereinfacht Komprimierung :
t he _
m besonders gut auf Texten mit T ﬁ < -
vielen gleichen Substrings t 1 € -
— Beispiel: englischer Text '
(u.a. viele “the”, ...)
(AuBerdem: Vorganger von Suffixen einfach bestimmbar — Indizierung / Suche)
12 Gog: Institut fr Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Kompression e o Tehnolgi

gegeben: Text T
gesucht : komprimierter Text C

bzip2 (1996) o

® (Huffmann Kodierung) bznpz
m erzeuge Burrows-Wheeler-Transformation

® Move-To-Front (MTF) Kodierung

@ Huffmann Kodierung

13 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation AT

Kompression: Move-To-Front (MTF) Kodierung

@ nutzt lokale Redundanz
m erzeugt kleine Zahlen far gleiche Zeichen, die nahe beieinander sind

14 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Kompression: Move-To-Front (MTF) Kodierung e

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

@ nutzt lokale Redundanz
m erzeugt kleine Zahlen far gleiche Zeichen, die nahe beieinander sind

Ablauf
m initialisiere Y mit Alphabet von T8WT
m durchlaufe TBWT (i — 1 1), generiere R[1..n]

® RJ[i] = Position von T8"T[jlin Y
» Schiebe TB"T]i] an den Anfang von Y

™W—gllnnagat
R= y=$agln

14 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Burrows-Wheeler-Transformation T

Kompression: Move-To-Front (MTF) Kodierung e

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

@ nutzt lokale Redundanz
m erzeugt kleine Zahlen far gleiche Zeichen, die nahe beieinander sind

Ablauf
m initialisiere Y mit Alphabet von T8WT
m durchlaufe TBWT (i — 1 1), generiere R[1..n]

® RJ[i] = Position von T8"T[jlin Y
» Schiebe TB"T]i] an den Anfang von Y

™W—gllnnagat
R=3 y=$agln

14 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Burrows-Wheeler-Transformation T

Kompression: Move-To-Front (MTF) Kodierung e

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

@ nutzt lokale Redundanz
m erzeugt kleine Zahlen far gleiche Zeichen, die nahe beieinander sind

Ablauf
m initialisiere Y mit Alphabet von T8WT
m durchlaufe TBWT (i — 1 1), generiere R[1..n]

® RJ[i] = Position von T8"T[jlin Y
» Schiebe TB"T]i] an den Anfang von Y

™W—gllnnagat

$agln
R=3 y=g$aln
14 Gog: Institut fur Theoretische Informatik

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Burrows-Wheeler-Transformation T

Kompression: Move-To-Front (MTF) Kodierung e

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

@ nutzt lokale Redundanz
m erzeugt kleine Zahlen far gleiche Zeichen, die nahe beieinander sind

Ablauf
m initialisiere Y mit Alphabet von T8WT
m durchlaufe TBWT (i — 1 1), generiere R[1..n]

® RJ[i] = Position von T8"T[jlin Y
» Schiebe TB"T]i] an den Anfang von Y

™W—gllnnagat

$agln
R=3 4 y=g$aln
14 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation AT

Kompression: Move-To-Front (MTF) Kodierung 7777 ™

@ nutzt lokale Redundanz
m erzeugt kleine Zahlen far gleiche Zeichen, die nahe beieinander sind

Ablauf
m initialisiere Y mit Alphabet von T8WT
m durchlaufe TBWT (i — 1 1), generiere R[1..n]

® RJ[i] = Position von T8"T[jlin Y
» Schiebe TB"T]i] an den Anfang von Y

a g n
™"T—gllnnagast$ §$ n
R=3 4 -1 g $ an

14 Gog: Institut fur Theoretische Informatik

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Burrows-Wheeler-Transformation AT

Kompression: Move-To-Front (MTF) Kodierung 7777 ™

@ nutzt lokale Redundanz
m erzeugt kleine Zahlen far gleiche Zeichen, die nahe beieinander sind

Ablauf
m initialisiere Y mit Alphabet von T8WT
m durchlaufe TBWT (i — 1 1), generiere R[1..n]

® RJ[i] = Position von T8"T[jlin Y
» Schiebe TB"T]i] an den Anfang von Y

a g n
™"T—gllnnagast$ §$ n
rR=341 -1 g $ an

14 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Kompression: Move-To-Front (MTF) Kodierung 7777 ™

@ nutzt lokale Redundanz
m erzeugt kleine Zahlen far gleiche Zeichen, die nahe beieinander sind

Ablauf
m initialisiere Y mit Alphabet von T8WT
m durchlaufe TBWT (i — 1 1), generiere R[1..n]

® RJ[i] = Position von T8"T[jlin Y
» Schiebe TB"T]i] an den Anfang von Y

$agln
_ g$aln
TBWT_gllnnaga$ 1g$an
rR=341 y=1g$an

14 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Kompression: Move-To-Front (MTF) Kodierung 7777 ™

@ nutzt lokale Redundanz
m erzeugt kleine Zahlen far gleiche Zeichen, die nahe beieinander sind

Ablauf
m initialisiere Y mit Alphabet von T8WT
m durchlaufe TBWT (i — 1 1), generiere R[1..n]

® RJ[i] = Position von T8"T[jlin Y
» Schiebe TB"T]i] an den Anfang von Y

$agln

_ g$aln
TBWT_gllnnaga$ 1g$an
rR=341 .. y=1lg$an

14 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Kompression: Move-To-Front (MTF) Kodierung e

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

@ nutzt lokale Redundanz
m erzeugt kleine Zahlen far gleiche Zeichen, die nahe beieinander sind

Ablauf

a initialisiere Y mit Alphabet von TBWT 3 s & :1L .

a durchlaufe TBWT , generiere R[1..n] % g$an

® RJ[i] = Position von T8"T[jlin Y lg$an

» Schiebe TB"T]i] an den Anfang von Y nlg$a

nlg9a

anlgt

BWT __ g a Il 1 $

™W—gllnnagat 2enl$

R=341515425 y=$agnl
14 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Kompression: Move-To-Front (MTF) Kodierung e

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

@ nutzt lokale Redundanz
m erzeugt kleine Zahlen far gleiche Zeichen, die nahe beieinander sind

Ablauf
m initialisiere Y mit Alphabet von T8WT
m durchlaufe TBWT (i — 1 1), generiere R[1..n]

® RJ[i] = Position von T8"T[jlin Y
» Schiebe TB"T]i] an den Anfang von Y

TB"Ir'—a aaabbbbccccd

R— Y=abcd

14 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Burrows-Wheeler-Transformation T

Kompression: Move-To-Front (MTF) Kodierung e

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

@ nutzt lokale Redundanz
m erzeugt kleine Zahlen far gleiche Zeichen, die nahe beieinander sind

Ablauf
m initialisiere Y mit Alphabet von T8WT
» durchlaufe T8WT (i — 1 n), generiere R[1..n]
® RJ[i] = Position von T8"T[jlin Y abcd
a Schiebe TBWT[j] an den Anfang von Y 5
bacd
T™WW"T=a aaabbbbccccd c’t?ad
rR=1111211131114 vy=dcba
14 Gog: Institut fur Theoretische Informatik

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Burrows-Wheeler-Transformation AT

Kompression: Huffmann Kodierung

a prafixfreie Codes variabler Lange
m konnen greedy konstruiert werden

15 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Burrows-Wheeler-Transformation AT

Kompression: Huffmann Kodierung

a prafixfreie Codes variabler Lange
m konnen greedy konstruiert werden

Ablauf
®m erzeuge binaren Baum bottom-up

® nimm seltenste 2 Zeichen(-gruppen)
® erzeuge neuen Knoten, der beide Zeichen(-gruppen) reprasentiert,
neue Haufigkeit = Summe beider Haufigkeiten

® Beschriftungen der Baumkanten (links:0, rechts:1)
ergeben Zeichenkodierungen

15 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Burrows-Wheeler-Transformation T

Kompression: Huffmann Kodierung o

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

T N
|

w
=

N
o1
.
o109
N
N0gQ
o1&~

16 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation

Kompression: Huffmann Kodierung

T N
|

w
=

N
o1
.
o109
N
N0gQ
o1&~

Symbol | Haufigkeit

PPN -
CLODNO M — DO

16 Gog:
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l

I
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Kompression: Huffmann Kodierung |

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

T N
|

w
=

N
o1
.
o109
N
N0gQ
o1&~

Symbol | Haufigkeit

PPN -
CLODNO M — DO

16 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Kompression: Huffmann Kodierung

T N
|

w
=

N
o1
.
o109
N
N0gQ
o1&~

Symbol | Haufigkeit

PPN -
CLODNO M — DO

16 Gog:
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Kompression: Huffmann Kodierung

T N
|

w
=

N
o1
.
o109
N
N0gQ
o1&~

Symbol | Haufigkeit

PPN -
CLODNO M — DO

16 Gog:
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Kompression: Huffmann Kodierung o

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

rT=lalangngt$

rR=341515425

Symbol | Haufigkeit (5)
1 2 0
2 1 (4) (2) 1
3 1 o/ \ 1 o/ \ 1
4 2 @4 @ O O (3)
S} 3 4 1 2 3 5

16 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Kompression: Huffmann Kodierung o

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

T N
|

w
=

N
o1
.
o109
N
N0gQ
o1&~

Symbol | Haufigkeit

PPN -
CLODNO M — DO

16 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation

Kompression: Huffmann Kodierung

T N
|

w
=

N
o1
.
o109
N
N0gQ
o1&~

Symbol | Haufigkeit| Code
1 2 |01
2 1 100
3 1 101
4 2 |00
5 3 111

16 Gog:
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l

I
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Burrows-Wheeler-Transformation T

Kompression: Huffmann Kodierung o

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Symbol | Haufigkeit| Code
1 2 |01
2 1 ]100
3 1 |101
4 2 100
5 3 111
16 Gog: Institut fur Theoretische Informatik

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Burrows-Wheeler-Transformation

Kompression: Huffmann Kodierung

rT=lalangngt$

100 00100 00 11 01 11 01101 21 Bits

Symbol | Haufigkeit| Code
$ I 101
a 2 100
g 2 101
1 2 1100
n 2 111
16 Gog:

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l

SKIT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Institut fur Theoretische Informatik
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Burrows-Wheeler-Transformation QAT

Z usammen fass un g Karlsruher Institut fir Technologie

m erzeugt (sinnvolle) Permutation der Eingabe
(gruppiert Zeichen mit ahnlichem Kontext nahe beieinander)

m keine Zusatzinformation flr Rlcktransformation notig
(alle Informationen in Struktur der Permutation)

a Hin- und Ricktransformation in O(n)
(einfache Papier-und-Bleistift-Methode existiert auch)

m Vorverarbeitung (statischer) Texte
(Komprimierung, Indizierung, Suche)

17 Gog: Institut fir Theoretische Informatik
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Suche in der QAT
Burrwos-Wheeler-Transformation

Karlsruher Institut far Technologie

Ferragina &Manzini (2000)

» Index basierend auf der Burrows-Wheeler-Transformation (BWT)
» Vergleich des Musters von rechts nach links
m Zeitkomplexitat: O(mlog o)

BWTi] = T[SAli] — 1 mod n|
Unkomprimierte Grof3e: nlog o Bits
Komprimierte GréBe: nHy(7) Bits (+Kontextinformation)

18 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen | Algorithmik Il



Backward Search

i SA[li] BWT TI[SA|i]..n—1]
0 18 a $
1 17 r ad
2 10 r abarbara$
3 7 d abrabarbara$
4 0 9 abracadabrabarbara$
5 3 r acadabrabarbara$
6 5 ¢ adabrabarbara$
7 15 b ara$
8 12 b arbara$
9 14 r bara$
10 11 a barbara$
11 8 a brabarbara$
12 1 a bracadabrabarbara$
13 4 a cadabrabarbara$
14 6 a dabrabarbara$
15 16 a ra$
16 9 b rabarbara$
17 2 b racadabrabarbara$
18 13 a rbara$
19 Gog:

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l

» BWTJ/
SA[i
» BWTJ/

SA[/]

/

I..

=T
>0

=T
0

AT

Karlsruher Institut far Technologie

SAli] — 1], for

n— 1], for

m l.e. BWT]i] is the character
preceding suffix SA|/]

Institut fur Theoretische Informatik

Algorithmik I



Backward Search

BWT T[SA[i]..n—1]

i
0 a $
1 r ad
2 T abarbara$
3 d abrabarbara$
4 $ abracadabrabarbara$
5 r acadabrabarbara$
6 C adabrabarbara$
7 b ara$
8 b arbara$
9 r bara$
10 a barbara$
11 a brabarbara$
12 a bracadabrabarbara$
13 a cadabrabarbara$
14 a dabrabarbara$
15 a ra$
16 b rabarbara$
17 b racadabrabarbara$
18 a rbara$
20 Gog:

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l

AT

Karlsruher Institut far Technologie

Array C contains for each ¢ € &
the position of the first suffix in

SA which starts with c:
$ a b C d rr+1

o 1 9 13 14 15 19

a Operation rank(i, X, BWT)
returns how often character
X € X occurs in the prefix
BWT|0..i —1].

a Example: search for ‘P = bar.

Institut fur Theoretische Informatik
Algorithmik I



Backward Search

i BWT TI[SA[i].n—1]
0 a P
1 r ad
2 r abarbara$
3 d abrabarbara$
4 $ abracadabrabarbara$
5 r acadabrabarbara$
6 C adabrabarbara$
7 b arad
8 b arbara$
9 r bara$
10 a barbara$
11 a brabarbara$
12 a bracadabrabarbara$
13 a cadabrabarbara$
14 a dabrabarbara$
15 a ra$
16 b rabarbara$
17 b racadabrabarbara$
18 a rbara$
21 Gog:

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l

AT

Karlsruher Institut far Technologie

C
$ a b c d r
O 1 9 13 14 15

Search backwards for bar.
Initial interval: [spg, epg| = [0..n — 1]

Determine interval for r:
sp1 = C|r|+rank(spg, r, BWT)
epy = C|r|+rank(epy+1,r, BWT)—1

Institut fur Theoretische Informatik
Algorithmik I



Backward Search

i BWT TI[SA[i].n—1]
0 a P
1 r ad
2 r abarbara$
3 d abrabarbara$
4 $ abracadabrabarbara$
5 r acadabrabarbara$
6 C adabrabarbara$
7 b arad
8 b arbara$
9 r bara$
10 a barbara$
11 a brabarbara$
12 a bracadabrabarbara$
13 a cadabrabarbara$
14 a dabrabarbara$
15 a ra$
16 b rabarbara$
17 b racadabrabarbara$
18 a rbara$
21 Gog:

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l

AT

Karlsruher Institut far Technologie

C
$ a b c d r
O 1 9 13 14 15

Search backwards for bar.
Initial interval: [spg, epg| = [0..n — 1]

Determine interval for r:
sp1 = 15+rank(0, r, BWT)
epy = 15+rank(19,r, BWT)

Institut fur Theoretische Informatik
Algorithmik I



Backward Search

i BWT TI[SA[i].n—1]
0 a P
1 r ad
2 r abarbara$
3 d abrabarbara$
4 $ abracadabrabarbara$
5 Ir acadabrabarbara$
6 C adabrabarbara$
7 b arad
8 b arbara$
9 Ir bara$
10 a barbara$
11 a brabarbara$
12 a bracadabrabarbara$
13 a cadabrabarbara$
14 a dabrabarbara$
15 |a ra$
16 b rabarbara$
17 b racadabrabarbara$
18 la rbara$
21 Gog:

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l

AT

Karlsruher Institut far Technologie

C
$ a b c d r
O 1 9 13 14 15

Search backwards for bar.
Initial interval: [spg, epg| = [0..n — 1]

Determine interval for r:
spy = 15+0
epy = 15+4rank(19,r, BWT) — 1

Institut fur Theoretische Informatik
Algorithmik I



Backward Search

i BWT TI[SA[i].n—1]
0 a $
1 r ad
2 r abarbara$
3 d abrabarbara$
4 $ abracadabrabarbara$
5 r acadabrabarbara$
6 C adabrabarbara$
7 b arad
8 b arbara$
9 r bara$
10 a barbara$
11 a brabarbara$
12 a bracadabrabarbara$
13 a cadabrabarbara$
14 a dabrabarbara$
15 a ra$
16 b rabarbara$
17 b racadabrabarbara$
18 a rbara$
21 Gog:

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l

AT

Karlsruher Institut far Technologie

C

$ a b ¢ d r
O 1 9 13 14 15

Search backwards for bar.
Initial interval: [spg, epg] = [0..n — 1]

Determine interval for r:
spi = 15+0 =15
epy =15+4 -1 =18

Institut fur Theoretische Informatik
Algorithmik I



Backward Search

i BWT TI[SA[i].n—1]
0 a $
1 r ad
2 r abarbara$
3 d abrabarbara$
4 $ abracadabrabarbara$
5 r acadabrabarbara$
6 C adabrabarbara$
7 b arad
8 b arbara$ O
9 r bara$ a
10 a barbara$
11 a brabarbara$ O
12 a bracadabrabarbara$
13 a cadabrabarbara$
14 a dabrabarbara$
15 a ra$
16 b rabarbara$
17 b racadabrabarbara$
18 a rbara$
22 Gog:

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l

AT

Karlsruher Institut far Technologie

C
$ a b c d r
O 1 9 13 14 15

Search backwards for bar.
Interval: [spy, epy] = [15..18]

Determine interval for ar:
spo> = Cla]+rank(spy, a, BWT)
epo = Clal+rank(epi+1,a BWT)—1

Institut fur Theoretische Informatik
Algorithmik I



Backward Search

i BWT TI[SA[i].n—1]
0 a $
1 r ad
2 r abarbara$
3 d abrabarbara$
4 $ abracadabrabarbara$
5 r acadabrabarbara$
6 C adabrabarbara$
7 b arad
8 b arbara$ O
9 r bara$ a
10 a barbara$
11 a brabarbara$ O
12 a bracadabrabarbara$
13 a cadabrabarbara$
14 a dabrabarbara$
15 a ra$
16 b rabarbara$
17 b racadabrabarbara$
18 a rbara$
22 Gog:

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l

AT

Karlsruher Institut far Technologie

C
$ a b c d r
O 1 9 13 14 15

Search backwards for bar.
Interval: [spy, epy] = [15..18]

Determine interval for ar:
spo = 1+rank(15, a, BWT)
ep> = 1-+rank(epq, a, BWT)

Institut fur Theoretische Informatik
Algorithmik I



Backward Search

i BWT TI[SA[i].n—1]
0 a $
1 r ad
2 r abarbara$
3 d abrabarbara$
4 $ abracadabrabarbara$
5 r acadabrabarbara$
6 C adabrabarbara$
7 b ara$
8 b arbara$
9 Ir bara$
10 a barbara$
11 a brabarbara$
12 a bracadabrabarbara$
13 a cadabrabarbara$
14 la dabrabarbara$
15 a ra$
16 b rabarbara$
17 b racadabrabarbara$
18 a rbara$
22 Gog:

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l

AT

Karlsruher Institut far Technologie

C

$ a b ¢ d r
O 1 9 13 14 15

Search backwards for bar.
Interval: [spy, epy] = [15..18]

Determine interval for ar:
spo = 1+rank(15, a, BWT)
ep> = 1-+rank(epq, a, BWT)

Institut fur Theoretische Informatik
Algorithmik I



Backward Search

i BWT TI[SA[i].n—1]
0 a $
1 r ad
2 r abarbara$
3 d abrabarbara$
4 $ abracadabrabarbara$
5 r acadabrabarbara$
6 C adabrabarbara$
7 b ara$
8 b arbara$
9 Ir bara$
10 a barbara$
11 a brabarbara$
12 a bracadabrabarbara$
13 a cadabrabarbara$
14 |a dabrabarbara$
15 |a ra$
16 b rabarbara$
17 b racadabrabarbara$
18 a rbara$
22 Gog:

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l

AT

Karlsruher Institut far Technologie

C

$ a b ¢ d r
O 1 9 13 14 15

Search backwards for bar.
Interval: [spy, epy] = [15..18]

Determine interval for ar:
Sp> = 146
epo = 1+rank(19,a BWT) — 1

Institut fur Theoretische Informatik
Algorithmik I



Backward Search

i BWT TI[SA[i].n—1]
0 a $
1 r ad
2 r abarbara$
3 d abrabarbara$
4 $ abracadabrabarbara$
5 r acadabrabarbara$
6 C adabrabarbara$
7 b arad
8 b arbara$ O
9 r bara$ a
10 a barbara$
11 a brabarbara$ O
12 a bracadabrabarbara$
13 a cadabrabarbara$
14 a dabrabarbara$
15 a ra$
16 b rabarbara$
17 b racadabrabarbara$
18 a rbara$
22 Gog:

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l

AT

Karlsruher Institut far Technologie

C
$ a b c d r
O 1 9 13 14 15

Search backwards for bar.
Interval: [spy, epi] = [15..18]

Determine interval for ar:
Spp =146 =7
epo =1+8—-1=28

Institut fur Theoretische Informatik
Algorithmik I



Backward Search

i BWT TI[SA[i].n—1]
0 a $
1 r ad
2 r abarbara$
3 d abrabarbara$
4 $ abracadabrabarbara$
5 r acadabrabarbara$
6 cC adabrabarbara$
7 Db arad
8 b arbara$ C
9 r bara$ -
10 a barbara$
11 a brabarbara$ a
12 a bracadabrabarbara$
13 a cadabrabarbara$
14 a dabrabarbara$
15 a ra$
16 b rabarbara$
17 b racadabrabarbara$
18 a rbara$
23 Gog:

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l

AT

Karlsruher Institut far Technologie

C
$ a b ¢ d r
O 1 9 13 14 15

Search backwards for bar.
Interval: [spo, epo| = [7..8]

Determine interval for bar:
sps = C|b]+rank(sp», b, BWT)
epz = C|b]+rank(epo+1, b, BWT)—1

Institut fur Theoretische Informatik
Algorithmik I



Backward Search

i BWT TI[SA[i].n—1]
0 a $
1 r ad
2 r abarbara$
3 d abrabarbara$
4 $ abracadabrabarbara$
5 r acadabrabarbara$
6 cC adabrabarbara$
7 Db arad
8 b arbara$ C
9 r bara$ -
10 a barbara$
11 a brabarbara$ a
12 a bracadabrabarbara$
13 a cadabrabarbara$
14 a dabrabarbara$
15 a ra$
16 b rabarbara$
17 b racadabrabarbara$
18 a rbara$
23 Gog:

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l

AT

Karlsruher Institut far Technologie

C
$ a b ¢ d r
O 1 9 13 14 15

Search backwards for bar.
Interval: [spo, epo| = [7..8]

Determine interval for bar:
sp3 = 9+rank(7, b, BWT)
eps = 9+rank(epq, b, BWT)

Institut fur Theoretische Informatik
Algorithmik I



Backward Search

i BWT TI[SA[i].n—1]

0 [ $

1 r ad

2 r abarbara$

3 d abrabarbara$

4 $ abracadabrabarbara$
5 r acadabrabarbara$
6 c adabrabarbara$

7 Db arad

8 b arbara$

9 r bara$
10 a barbara$
11 a brabarbara$
12 a bracadabrabarbara$
13 a cadabrabarbara$
14 a dabrabarbara$
15 a ra$
16 b rabarbara$
17 b racadabrabarbara$
18 a rbara$

23 Gog:

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l

AT

Karlsruher Institut far Technologie

C

$ a b ¢ d
O 1 9 13 14 15

Search backwards for bar.
Interval: [spo, epo| = [7..8]

Determine interval for bar:
sp3 = 9+rank(7, b, BWT)
eps = 9+rank(epq, b, BWT)

Institut fur Theoretische Informatik
Algorithmik I



Backward Search

i BWT TI[SA[i].n—1]

0 a $

1 r ad

2 r abarbara$

3 d abrabarbara$

4 $ abracadabrabarbara$
5 r acadabrabarbara$
6 C adabrabarbara$

7 b ara$

8 b arbara$

9 r bara$
10 a barbara$
11 a brabarbara$
12 a bracadabrabarbara$
13 a cadabrabarbara$
14 a dabrabarbara$
15 a ra$
16 b rabarbara$
17 b racadabrabarbara$
18 a rbara$

23 Gog:

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l

AT

Karlsruher Institut far Technologie

C

$ a b ¢ d
O 1 9 13 14 15

Search backwards for bar.
Interval: [sp», epo| = [7..8]

Determine interval for bar:
sp3 = 9+0
eps = 9+rank(9, b, BWT)—1

Institut fur Theoretische Informatik
Algorithmik I



Backward Search

i BWT TI[SA[i].n—1]
0 a $
1 r ad
2 r abarbara$
3 d abrabarbara$
4 $ abracadabrabarbara$
5 r acadabrabarbara$
6 cC adabrabarbara$
7 Db arad
8 b arbara$ W
9 r bara$ a
10 a barbara$
11 a brabarbara$ O
12 a bracadabrabarbara$
13 a cadabrabarbara$
14 a dabrabarbara$
15 a ra$
16 b rabarbara$
17 b racadabrabarbara$
18 a rbara$
23 Gog:

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l

AT

Karlsruher Institut far Technologie

C
$ a b c d r
O 1 9 13 14 15

Search backwards for bar.
Interval: [sps, epo| = [7..8]

Determine interval for bar:
Sp3 =94+0=9
ep3 =94+2—-1=10

Institut fur Theoretische Informatik
Algorithmik I



Backward Search AT

S u m m a ry Karlsruher Institut far Technologie

m Only C and a data structure R supporting the rank operation on BWT
are required for existence and count queries.

m Space: clog n bits for C + space for R

a Time: O(m- tank ), Where tr4p is time for one rank operation.
Independent from n?

@ Next: How to implement rank?

Rank operation

= Constant time and o(n) extra space solution on bitvectors
(Jacobson 1989)

» Solution on general sequences: Wavelet Tree
(Grossi & Vitter 2003)

24 Gog: Institut fir Theoretische Informatik
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen | Algorithmik Il



Backward Search AT

S u m m a ry Karlsruher Institut far Technologie

m Only C and a data structure R supporting the rank operation on BWT
are required for existence and count queries.

m Space: clog n bits for C + space for R

a Time: O(m- tank ), Where tr4p is time for one rank operation.
Independent from n? If 5, is independent from n

® Next: How to implement rank?

Rank operation

= Constant time and o(n) extra space solution on bitvectors

(Jacobson 1989)

» Solution on general sequences: Wavelet Tree
(Grossi & Vitter 2003)

24 Gog: Institut fir Theoretische Informatik
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Wavelet Tree Example: Calculate Rank AT

Karlsruher Institut far Technologie

arrd$rcbbraaaaaabba

0111011001000000000
/ AN
= N
a$bbaaaaaabba rrdrcr
0011000000110 110101
/ /
> \\z\ > «\ a = 001
a$aaaaaaa e dc N
101111111 10
J ) I
/N VA
$ aaaaaaaa C d

rank(11,a, WT) =
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Wavelet Tree Example: Calculate Rank AT

Karlsruher Institut far Technologie

arrd$rcbbraaaaaabba

0111011001000000000
/ AN
= N
a$bbaaaaaabba rrdrcr
0011000000110 110101
/ /
> \\z\ > «\ a = 001
a$aaaaaaa e dc N
101111111 10
J ) I
/N VA
$ aaaaaaaa C d
rank(11,a, WT) = rank(11,0,b:) =5
25 Gog: Institut fur Theoretische Informatik

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Wavelet Tree Example: Calculate Rank AT

Karlsruher Institut far Technologie

arrd$rcbbraaaaaabba

0111011001000000000
/ AN
A NN
a$bbaaaaaabba rrdrcr
0011000000110 110101
/ /
> \\z\ > «\ a = 001
afaaaaaaa e dc N
101111111 10
I\ I
/o /N
$ aaaaaaaa C d
rank(11,a, WT) = rank(rank(11,0,b:) =5,0,by) = 3
25 Gog: Institut fur Theoretische Informatik

Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Wavelet Tree Example: Calculate Rank [T

arrd$rcbbraaaaaabba

0111011001000000000
/ AN
A N
a$bbaaaaaabba rrdrcr
0011000000110 110101
/ /
> \\z\ > «\ a = 001
ﬂ aaaaaa bbbb dc -
111111 10
" I
/o /N
$ aaaaaaaa C d

rank(11,a, WT) = rank(rank(rank(11,0,bs) =5,0,bg) = 3,1, bgg) =
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o(n) space / constant query time AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Given bitvector B of length n bits
Divide B into superblocks of size L

m
o
m For each superblock SB; store Z(f 1)L "B]i] in log n bits
o

Divide each superblock into blocks of size S
(j—1)L+kS—1
i=(j—1)L 5
If blocks are small enough, we can pre-compute a table which stores all
answers for every block and position (four Russian-Tick).

m For each block By of superblock j store X li] in log L bits

m L=log?n
m S=llogn

4 nloglogn 4\ /njog nloglog n) bits

log n

Final space: O(=_

log n
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Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Huffman-shaped Wavelet Tree AT

Karlsruher Institut far Technologie

arrd$rcbbraaaaaabba

1000000000111111001
/
S \57
rrd$rcbbrbb \\
addaadaadaaa
11001000100
/Q/ N, Char ¢ codeword(c)
d$cbbbb \ $ 00000
rrrr a 1
0001111
AN b 001
\ ¢ 00001
e bbbb d 0001
100
[\ r 01
TR
$c p
01
4\
[\
$ C

Avg. depth: Hy(BWT). Total space: ~ nHy + 20 log n bits
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Practical Performance of FM-Index AUT

Karlsruher Institut far Technologie

26 S. GOG AND M.PETRI
instance = WEB-64MB instance = WEB-64GB
8 - : Index p | Feature
X7Z | 3 XZ |
‘u'o'\ i GZIP ® FM'HF‘R K i GZIP - TBL
3 | A FM-RLMN ; B BLT+HP
g 67 | + FM-HF-V K127,
3 | X FM-HF-1L |
& K =127 S
‘N - '
= 4 | o !
; u | | 4
o | . o
o . .
g 2- 0 ! !
=4 N K =63
_ | s : n
|
K =63 % . K—15
I K=15 |
0 T T T T 1 T T I T 1
0 20 40 60 80 100 O 20 40 60 80 100
Index size in (%) Index size in (%)

Figure 10. Count time and space of our index implementations on input instances of different size with
compression effectiveness baselines using standard compression utilities XZ and GZIP with option --best.
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Succinct Data Structures AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

A succinct data structure uses space ,close” to the information-theoretical
lower bound, but still supports operations time-efficiently.

Let L be the information-theoretical lower bound to represent a class of
objects. Then a data structure which still supports time-efficient
operations is called

a implicit, if it takes L + O(1) bits of space
m succinct, if it takes L 4 o(L) bits of space
m compact, if it takes O(L) bits of space
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Succinct representation of trees AT

Karlsruher Institut far Technologie

m First consider binary trees
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Succinct representation of trees AT

Karlsruher Institut far Technologie

m First consider binary trees
;

a Number of n-node binary trees: Cp = — (

2n
n+1 )

n
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Succinct representation of trees T

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m First consider binary trees

® Number of n-node binary trees: C, = ,71?(2,,,”)

m We need log C, = 2n+ o(n) bits (using Sterling’s Approximation)

30 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Succinct representation of trees T

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m First consider binary trees

= Number of n-node binary trees: C, = -1+ (°7)

m We need log C, = 2n+ o(n) bits (using Sterling’s Approximation)
a Operations: parent(v), leftchild(v), rightchild(v)

30 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Succinct representation of trees T

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m First consider binary trees

= Number of n-node binary trees: C, = 15 (37

a We need log C, = 2n+ o(n) bits (using Sterling’s Approximation)
a Operations: parent(v), leftchild(v), rightchild(v)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
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Succinct representation of trees T

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m First consider binary trees

= Number of n-node binary trees: C, = 15 (37

a We need log C, = 2n+ o(n) bits (using Sterling’s Approximation)
a Operations: parent(v), leftchild(v), rightchild(v)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

30 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Succinct representation of trees T

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m In a very balanced binary tree (like in a heap) operations are easy
m Let 0 be the root identifier

m parent(v) = | %51 forv >0

m Jeftchild(v) = 2v 4 1

m rightchild(v) = 2v + 2

31 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Child operation in detail AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m Leté(v) be the distance of a node v to the root node
a Pv):={w|d(w) <5Vv)Aw< v}
a Note: |P(v)|=v

32 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Child operation in detail AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

 w=leftchild(v)
a Mark P(v)

m Leté(v) be the distance of a node v to the root node
a Pv):={w|d(w) <5Vv)Aw< v}
a Note: |P(v)|=v
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Child operation in detail AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

~ w=leftchild(v)

a Mark P(v)
~ m P(w) = {children of
1 P(v)}uU

m Leté(v) be the distance of a node v to the root node
a Pv):={w|d(w) <5Vv)Aw< v}
a Note: |P(v)|=v
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Child operation in detail AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

~ w=leftchild(v)

a Mark P(v)
~ m P(w) = {children of
1 P(v)}U {root}

m Leté(v) be the distance of a node v to the root node
a Pv):={w|d(w) <5Vv)Aw< v}
a Note: |P(v)|=v
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Child operation in detail AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

~ w=leftchild(v)

~ m Mark P(v)

~m P(w) = {children of
~ P(v)}uU{root}

. m wis at position

- |PW)| =

2P(v) +1=2v+1

m Leté(v) be the distance of a node v to the root node
a Pv):={w|d(w) <5Vv)Aw< v}
a Note: |P(v)|=v

32 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Succinct representation of trees T

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Probelm with previous approach:
For unbalanced trees the space would be 29 bits, where d is the
maximum depth of a node.

. Mark all the nodes of the tree with a 1.
. Add external nodes to the tree, and mark them all with 0-bits.

Read off the bits marking the nodes of the tree in (left-to-right)
level-order.

33 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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Succinct representation of trees AT

Karlsruher Institut far Technologie

rank(0,1,b) =0

1 2

rank(1,1,b) = 1 - rank(2,1,b) =2

34 Gog: Institut fr Theoretische Informatik
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Succinct representation of trees T

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

® b contains n set bits and is of length 2n+ 1.
® A node is represented by the positon of its corresponing 1-bit in b.

m Jeftchild(v) = 2 - rank(v) + 1
m rightchild(v) = 2 - rank(v) + 2
m parent(v) also possible in constant time (homework)

m Total space (including rank and select): 2n+ o(n) bits

Jacobson also considered rooted, ordered tree with degree higher than 2.
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LOUDS - level order unary degree AT
Sequence rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr
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LOUDS - level order unary degree QAT
sequence o

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(O <«—— pseudo root

—
AN

36 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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LOUDS - level order unary degree QAT

sequence

Karlsruher Institut far Technologie

unary encoding of out degree — 010 <«—— pseudo root

nnn4'
- \
001 @ 1@—01@
/ \ - UL
01@ 01 @ 1@
U4l U4l L
1@ 1@
L L

36 Gog:
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l

Institut fur Theoretische Informatik
Algorithmik I



LOUDS - level order unary degree AT
Seq uence

unary encoding of out degree — 01() <«—— pseudo root

faYaYaX:|
Y
\V)

001@ 1@—01@
/ J- J-

f\‘l. o | 4
U4l W N L
1 4
@ @

LOUDS sequence = 0100010011010101111
(concatenation of unary codes in level order)

36 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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LOUDS - level order unary degree QAT
sequence o

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

® Each node (excpet the pseudo root) is represented twice

® Once as ,0” in the child list of its parent
m Once as the terminal (,,17) in its child list

m Represent node v by the index of its corresponding ,,0”
m l.e. root corresponds to ,,0”

37 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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LOUDS - level order unary degree QAT
sequence o

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

00 is_leaf(v)

01 id < rank(v,0, LOUDS)

02  p <+ select(id+ 2,1, LOUDS)
03 if LOUDS|p— 1] =1 then

04 return true

05 return false

00 out_degree(v)

01 if is_leaf(v) then

02 return O

03  id + rank(v,0,LOUDS)

04  return select(id + 2,1, LOUDS) — select(id + 1,1, LOUDS) — 1

38 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
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LOUDS - level order unary degree QAT
sequence o

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Get i-th child (i € [1, out_degree(v)|) of v and parent:

00 child(v,i)

01 if i > out_degree(v) then

02 return L

03  id < rank(v,0, LOUDS)

04  return select(id+ 1,1, LOUDS) + i

00 parent(v)

01 if is_root(v) then

02 return L

01  pid < rank(v,1, LOUDS)

04  return select(pid, 0, LOUDS)

39 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



LOUDS - level order unary degree QAT
sequence o

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m Total space for LOUDS representation is 2n+ 1 + o(n) bits
m All operations take constant time

40 Gog: Institut fur Theoretische Informatik
Burrows Wheeler Transformation — Algorithmen |l Algorithmik I



Sanders, Worsch, Gog: Algorithmen II - 26 Novemver 2017 6-1 &(IT
6 Geometrische Algorithmen

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

] Womit beschaftigen sich geom. Algorithmen?

] Schnitt von Strecken: Bentley-Ottmann-Algorithmus
] Konvexe Hiillen

[ | Kleinste einschlieBende Kugel

[ ] Range Search

M. de Berg
M.van Kreveld

Quelle: O St

[Computational Geometry — Algorithms and Applications
Computational

de Berg, van Kreveld, Overmars, Schwartzkopf e

Spri nger, 1 997] Mgorithms and Applications =
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Elementare Geometrische Objekte

Punkte: x € R¢Y

Strecken: ab:= {aa+(1—o)b: a €10,1]}

uvam: Halbraume, Ebenen, Kurven,...

Dimension d:

1: Oft trivial. Gilt i. allg. nicht als geometrisches Problem
2: Geogr. Informationssysteme (GIS), Bildverarbeitung,. . .

3: Computergrafik, Simulationen,. ..

> 4: Optimierung, Datenbanken, maschinelles Lernen,. ..

curse of dimensionality!

n: Anzahl vorliegender Objekte
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Karlsruhe Institute of Technology

Typische Fragestellungen

| Schnittpunkte zwischen n Strecken
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Karlsruhe Institute of Technology

Typische Fragestellungen

| Schnittpunkte zwischen n Strecken
[ ] Konvexe Hulle

[ Triangulation von Punktmengen
(2D, verallgemeinerbar)
z.B. Delaunaytriangulierung:

Kein Dreieck enthalt weiteren Punkt

] Voronoi-Diagramme: Sei x € M C R4,

Vy € R? bestimme nachstes Element aus M.

(Unterteilung von M in n Voronoizellen)

] Punklokalisierung: Geg. Unterteilung von R4, x € R?.

in welchem Teil liegt x ?
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Karlsruhe Institute of Technology

Datenstrukturen fiir Punktmengen

| nachsten Nachbarn berechnen

| Bereichsanfragen

L.
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Karlsruhe Institute of Technology

Mehr Fragestellungen

] Sichtbarkeitsberechnungen
[ ] Lineare Programmierung

[ | Geometrische Versionen von Optimierungsproblemen

— Kulrzeste Wege, z.B.

energieffiziente Kommunikation in Radionetzwerken

— minimale Spannbaume

reduzierbar auf Delaunay-Triangulierung 4+ Graphalgorithmus
— Matchings

— Handlungsreisendenproblem
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Karlsguhe Institute of Technology

Gegeben: S = {s1,...,5,}, n Strecken

Gesucht: Schnittpunkte (J; ;cg5M7

Zum Warmwerden: Orthogonaler Streckenschnitt — die Strecken sind

parallel zur x- oder y-Achse

t
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Karlsruhe Institute of Technology

Streckenschnitt: Anwendungen

[ | Schaltungsentwurf: wo kreuzen sich Leiterbahnen?
| GIS: Strassenkreuzungen, Briicken,. ..

] Erweiterungen: z.B. Graphen benachbarter Strecken/Flachen

aufbauen/verarbeiten

[ ] Noch allgemeiner:

Plane-Sweep-Algorithmen

fir andere Fragestellungen

(z.B. Konstruktion von
konvexen Hullen oder

Voronoi-diagrammen)



Sanders, Worsch, Gog: Algorithmen II - 26 Novemver 2017 6-9 &(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Streckenschnitt: Naiver Algorithmus

foreach {s,r} C Sdo
if sN7 # 0 then
output {s,7}

Problem: Laufzeit @(nz).

Zu langsam fur gro3e Datenmengen
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Streckenschnitt: Untere Schranke

Q (n+ k) mit k:= Anzahl ausgegebener Schnitte.

Vergleichsbasiert: Q (nlogn + k) (Beweis: nicht hier)

Karlsruhe Institute of Technology

Beobachtung k = @(nz) iIst moglich, aber reale Eingaben haben

meist k = O(n).

33

3

1

o3
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Karlsruhe Institute of Technology

Idee: Plane-Sweep-Algorithmen

(Waagereche) Sweep-Line ¢ |auft von oben nach unten.
Invariante: Schnittpunkte oberhalb von £ wurden korrekt ausgegeben.

Ansatz: speichere jeweils Segmente, die £ schneiden und finde deren

Schnittpunkte.
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Plane-Sweep fiir orth. Streckenschnitt B

Erstmal nur: Schnitte zwischen vertikalen und horizontalen Strecken.

T=() : SortedSequence of Segment
invariant T stores the vertical segments intersecting ¢
Q:= sort({(y,s) : dnor. seg. s at y or Jvert. seg. s starting/ending at y))

//tie breaking: vert. starting events first, vert. finishing events last
foreach (y,s) € Q in descending order do

if s is a vertical segment and starts at y then T.insert(s)

else if s is a vertical segment and ends at y then T.remove(s)

else  //we have a horizontal segment s = (x1,y)(x2,y)

foreach r = (x,y1)(x,y2) € T with x € [x1,x3] do
output {s,7}
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Karlsruhe Institute of Technology

Analyse orth. Streckenschnitt

insert: O(logn) (< nx)

remove: O(logn) (< nx)

rangeQuery: O(logn+ k), kg Schnitte mit hor. Segment s

Insgesamt: O(nlogn+Y  ky) = O(nlogn + k)
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uhe Institute of Technology

Verallgemeinerung — aber erstmal “nicht ganz”
Annahme zunachst:

Allgemeine Lage, d.h. hier

] Keine horizontalen Strecken

[] Keine Uberlappungen

] Schnittpunkte jeweils im Inneren von genau zwei Strecken

Beobachtung: kleine zuf. Perturbationen produzieren allg. Lage.

Rl

a3



Sanders, Worsch, Gog: Algorithmen II - 26 November 2017 6-15 &(IT

cccccccccccccccccccccccccccccc

Verallgemeinerung — Grundidee

[ ] Plane-Sweep mit Sweep-Line ¢

[ ] Status T := nach x geordnete Folge der ¢ schneidenden Strecken

| Ereignis:= Statusanderung .\ /.
— Startpunkte //
— Endpunkte )
— Schnittpunkte

N\ O
N\
[ | Schnitttest nur fir Segmente, // N

die an einem Ereignispunkt in 7 ——% ./\.\/\

benachbart sind. \.
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Karlsruhe Institute of Technology

Verallgemeinerung — Korrektheit

Lemma:
sNt ={(x,y)} — I Ereignis : 5,7 werden Nachbarn auf ¢

Beweis:
Anfangs : T = () — s, sind nicht in ¢ benachbart.
@y + € : 5,1 sind in £ benachbart.

—

1 Ereignis bei dem s und ¢ Nachbarn werden. S
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rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Verallgemeinerung — Implementierung

T=() : SortedSequence of Segment
invariant 7" stores the relative order of the segments intersecting ¢
O : MaxPriorityQueue

Q:= QU< (max{y,y'},start,s) : s = (x,y)(x,y) € S}// O(nlogn)
Q:= QU {3 (min{y,y'} ,finish,s) : s = (x,y)(x,y’) € S}// O(nlogn)
while Q # 0 do

/10((n+k)logn)
handleEvent(y, type, s, T, Q)

(y7 type, S):= () .deleteMax V X



Sanders, Worsch, Gog: Algorithmen II - 26 November 2017 6-18 &(IT

cccccccccccccccccccccccccccccc

handleEvent(y, start, s, T', Q) /] nx
h:= T.insert(s) // O(logn)
prev:= pred(h) // O(1)
next:= succ(h) // O(1)

findNewEvent(prev, /)
findNewEvent(/, next)

Procedure findNewEvent(s, ) /1 O(1+logn)
if xs and *7 intersect at y/ < y then
Q.insert((y,intersection, (s,7))) \

"
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handleEvent(y, finish, s, T, Q)
h:= T.locate(s)
prev:= pred(h)
next:= succ(h)
T.remove(s)

findNewEvent(prev, next)

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

// O(logn)

)
// O(1)
// O(logn)

A\
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rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

handleEvent(y, intersection, (a,b), T, Q) Il kx
output (ks M *t) I/ O(1)
T.swap(a,b) // O(logn)
prev:= pred(b) // O(1)
next:= succ(a) // O(1)
findNewEvent(prev, b)
findNewEvent(a, next) \

a b
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eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

Verallgemeinerung — Beispiel
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Verallgemeinerung — Beispiel
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rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Verallgemeinerung — Beispiel

/O
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rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Verallgemeinerung — Beispiel

‘\
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Verallgemeinerung — Beispiel
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Karlsruhe Institute of Technology

Verallgemeinerung — Beispiel
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Karlsruhe Institute of Technology

Verallgemeinerung — Beispiel
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Karlsruhe Institute of Technology

Verallgemeinerung — Beispiel
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Verallgemeinerung — Beispiel
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Verallgemeinerung — Beispiel
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Verallgemeinerung — Beispiel
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Verallgemeinerung — Beispiel
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Verallgemeinerung — Beispiel
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Verallgemeinerung — Beispiel
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Verallgemeinerung — Beispiel
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Verallgemeinerung — Beispiel
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Verallgemeinerung — Analyse

Insgesamt: O((n+ k)logn)
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Verallgemeinerung — jetzt (fast) wirklich =

Verbleibende Annahme: Keine Uberlappungen

Ordnung fir Q : (x,y) < (X',y ) y>yVvy=y Ax <X
(verquere lexikographische Ordnung)

Interpretation: infinitesimal ansteigende Sweep-Line

| ® o

Q speichert Mengen von Ereignissen mit gleichem (x,y)
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handleEvent(p = (x,y))

U .= segments starting at p [l from Q
C:= segments with p in their interior [l from T
L:= segments finishing at p [/l from Q
if |U|+ |C|+|L| > 2 then report intersection @ p
T.remove(LUC)

T.insert(C U U ) such that order just below p is correct

if UUC = ( then
findNewEvent(T.findPred(p), T .findSucc(p), p)

else
findNewEvent(T .findPred(p), T findLeftmost(p), p)
findNewEvent( T findRightmost(p), T.findSucc(p), p)



Sanders, Worsch, Gog: Algorithmen II - 2. November2017 - Zusatz ‘ea®6-40 ﬂ(IT

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

findNewEvent(s,z, p)
if s and ¢ intersect at a point p’ > p then

if p’ ¢ Q then Q.insert(p’)
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Uberlappungen finden

Fir jede Strecke s berechne die Gerade g(s), auf der s liegt

Sortiere S nach g(s)

1D Uberlappungsproblem fiir jede auftretende Gerade.
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Platzverbrauch

Im Moment: ®(n + k)

Reduktion auf O(n):
I6sche Schnittpunkte zwischen nicht benachbarten Strecken aus 7.

Die werden ohnehin wieder eingefugt wenn sie wieder benachbart

werden.
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Mehr Linienschnitt

tttttttttttttttttttttttttttt

] [Bentley Ottmann 1979] Zeit O((n+ k) logn)

[] [Chazelle Edelsbrunner 1988] Zeit O(nlogn + k)

[J [Pach Sharir 1991] Zeit O((n + k) logn), Platz O(n)

(] [Mulmuley 1988] erwartete Zeit O(nlogn + k), Platz O(n)

(] [Balaban 1995] Zeit O(nlogn + k), Platz O(n)
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6.2 2D Konvexe Hiille @ e

Gegeben: Menge P = {py,..., pxn} von Punkten in R?
Gesucht: Konvexes Polygon K mit Eckpunkten aus P und P C K.

Wir geben einen einfachen Algorithmus, der in Zeit O(sort(n)) lautft.

— Upper Hull
— Lower Hull
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Konvexe Hiille

sortiere P lexikographisch nach (x,y), d.h., ab jetzt
P1<p2<--<pPn

OBdA:
Wir berechnen nur die obere Hulle von Punkten oberhalb von pi p;,

— Upper Hull
— Lower Hull
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Graham’s Scan [Graham 1972, Andrew 1979]

cccccccccccccccccccccccccccccc

Function upperHull(p1,...,ps) _ _ .
-2 1-1 |

L={pn,p1,p2) : Stackof Point = ‘@7 @7 . ... ‘:
invariant L is the upper hull of (py, p1,...,Pi) @ "
fori:=3tondo

while —rightTurn(L.secondButlast, L.last, p;) do

L.pop -
L=Lopi) -2 -1 i
return L '

— Upper Hull
— Lower Hull
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Graham’s Scan — Beispiel

Function upperHull(py,..., py)
L={py,p1,p>2) : Stack of Point
invariant L is the upper hull of {p,,, p1,. .., Pi
fori:=3tondo

while —rightTurn(L.secondBuitlast,
L.last, p;) do

L.pop
L:= Lo (p;)
return L
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Graham’s Scan — Analyse

Function upperHull(py,..., pn)
L={pn,p1,p2) : Stack of Point
invariant L is the upper hull of <p,,,p1, e ,pi>
fori:=3tondo
while —rightTurn(L.secondButlast, L.last, p;) do

L.pop
L:=Lo(p;)
return L

Sortieren +0(n)

Wieviele lterationen der While-Schleife insgesamt?
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3D KonvexeHalle i

Geht in Zeit O(nlogn) [Preparata Hong 1977]

Konvexe Hiille, d > 4

Ausgabekomplexitdat O (n [d/2] )
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6.3 Kleinste einschlieBende Kugel

Gegeben: Menge P = {py,..., pxn} von Punkten in R4
Gesucht: Kugel K mit minimalem Radius, so dass P C K.

Wir geben einen einfachen Algorithmus, der in erwarteter Zeit O(n)
jauft. [Welzl 19911,
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Function smallestEnclosingBallWithPoints(P, Q)
if |P| =0V |Q| =d+ 1 then return ball(Q)
pick random x € P
B:= smallestEnclosingBallWithPoints(P \ {x}, Q)
if x € B then return B
return smallestEnclosingBallWithPoints(P \ {x},Q U {x})

Karlsruhe Institute of Technology
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Kleinste einschlieBende Kugel — Korrektheit

Function smallestEnclosingBallWithPoints(P, Q)
if |P| =1V |Q|=d+ 1 then return ball(Q)
pick random x € P
B:= smallestEnclosingBallWithPoints(P \ {x}, Q)
if x € B then return B
return smallestEnclosingBallWithPoints(P \ {x} ,Q U {x})

z.Z.: x ¢ B — x ist auf dem Rand von sEB(P)

Wir zeigen Kontraposition:

x nicht auf dem Rand von sEB(P)

— sEB(P) =sEB(P\ {x}) =B z.Z.: sEBs sind eindeutig!
Also x € B
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Lemma: sEB(P) ist eindeutig bestimmt.

Beweis: Annahme, dsEBsB| # B>
—PC BIANPC B

—> P C BiNBy C SEB(BlﬂBz) =B
Aber dann ist radius(B) < radius(B )

Widerspruch zur Annahme, dass B eine SEB ist. ]
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Kleinste einschlieBende Kugel — Analyse

Wir z&hlen die erwartete Anzahl der Tests x € B, T'(p, q).

T(p,d+1)=T(1,p)=0 Basis der Rekurrenz

T(p,q) <1+T(p—1,9)+Px¢B|T(p,q+1)

d+1—
<14+T(p—1,9)+ 5 IT(p,g+1)
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Kleinste einschlieBende Kugel — Analyse,d =2
T(p,d+1)=T(1,p)=0

d+1—gq
T(p,q) <1+T(p—1,9)+ 5 T(p,q+1)

T(p,2)<1+T(p— 1,2)—|—éT(p,3) <1+T(p—1,2)<p

T(p,1)<14+T(p—1,1) +%T(p,2)
§1+T@HJJ)+%p=3+TQFJ;U§3p

T(p,0)<14+T(p—1,0) +%T(p, 1)

3
<14+T(p—1,00+=3p=10+T(p—1,0) < 10p
P
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Kleinste einschlieBende Kugel — Analyse

d | T(p,0)
1 3n
2 10n
3 41n
4 206n

Allgemein T (p,0) > d!n

Karlsruhe Institute of Technology
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Ahnliche Randomisierte Linearzeitalgorithmen

| Lineare Programmierung mit konstantem d [Seidel 1991]
] Kleinster einschlieBender Ellipsoid, Kreisring,. ..
] Support-Vector-Machines (maschinelles Lernen)

] Alles wo (LP-type problem [Sharir Welzl 1992])
— O(1) Objekte das Optimum festlegen

— Objekt x hinzuflgen
— LOsung bleibt gleich oder ist an LOsungsdef. beteiligt
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6.4 2D Bereichssuche (range search)

Daten: P = {p,....p,} CR?

Anfragen: achsenparallele Rechtecke O = [x, x| X [y,)/]

finde PN QO (range reporting)
oder k = |PN Q)| (range counting)

Vorverarbeitung erlaubt.
[] Vorverarbeitungszeit? O(nlogn)
(] Platz? O(n) ?
| Anfragebearbeitung?

— Counting: O(logn)

— Reporting: O(k + logn) oder wenigstens O(k - logn)
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1D Bereichssuche

Suchbaum
6 ,15]? [
A\
-1 )
=
o i
3 13
DN\ 11)
<
2 5 11 19
A\ N A\ A\
AN N AN AN
f_»\_»/»\_»/_»\ _ /_»\
Q2o ] v o B L P B

Zahlanfragen: Teilbaumgrof3en speichern
Sogar dynamisch !
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Reduktion auf 1..n x 1..n S

vereinfachende Annahme: Koordinaten paarweise verschieden.
Ersetze Koordinaten P = {(x1,y1),. .., (x4, yn)} durch ihren Rang:
x; — Rang von x; in {x1,...,X,}

y; — Rangvon y;in {y1,...,yn}
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Reduktion auf 1..n x 1..n

Ersetze Koordinaten P = {(x1,y1),..., (Xu, V) } durch ihren Rang:

Py:=sort((x1,...,x,)); B=sort((y1,...,¥n))
P:= {(binarySearch(x, Py),binarySearch(y, P,)) : (x,y) € P}
Function rangeQuery([x,x'] X [y,y'])
x:= binarySearchSucc(x, P;); x':= binarySearchPred(x’, P;)
y:= binarySearchSucc(y, P,); y":= binarySearchPred(y’, P;)
R:= intRangeQuery([x,x] X [y,y'])
return { (P[x],P[y]) : (x,y) € R}

Zeit O(nlogn)
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cccccccccccccccccccccccccccccc

Beispiel

{(2.5,1000), (1.4,500), (4.2,700)} —{(2,3), (1,1),(3,2)}

1000} o
O A
3 !
500+ |@ 5
Bl

1234
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Wavelet Tree

cccccccccccccccccccccccccccccc

[Chazelle 1988, Grossi/Gupta/Vitter 2003, Makinen/Navarro 2007]

Class WaveletTree(X = (x1,...,x,))/l represents (x1,1),...,(x,,n)
// Constructor:
if n < ng then store X directly
else
store bitvector b with bli] = 1 iff x; > |n/2]
0:= WaveletTree((x; : x; < |n/2]))
r:= WaveletTree({(x; — |n/2| : x; > |n/2]))
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