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Randomisierte Algorithmen

L Einleitung

Uberblick

Einleitung
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Randomisierte Algorithmen

I—Einleitung

Sichtweisen fiir randomisierte Algorithmen

Erweiterung des Begriffs eines deterministischen Algorithmus:

» neuer algorithmischer Elementarschritt

Beschaffung eines zufalligen Wertes
RANDINT(c : N) liefere

zufallig gleichverteilt eine ganze Zahl x € {0,1,...,c— 1}
alternative Sichtweisen (nicht in dieser Vorlesung)

» ,quantifizierter Nichtdeterminismus”
mit (schonen!) Wahrscheinlichkeiten

» zufallige Auswahl eines deterministischen Algorithmus
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Randomisierte Algorithmen

L Einleitung

Fundamentale Anderung

Mehrere Ausfliihrungen

des gleichen randomisierten Algorithmus
fiir die gleiche Eingabe

konnen verschieden sein!
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Randomisierte Algorithmen

L Einleitung

Beispiel: Randomisierter Quicksort

RANDQS(s) mit s = {ep, ..., €n_1)

1 ifn<1

2 then return s

3 i < RANDINT(n); pvt < ¢;

4 a<— (e€s:e< pvt)

5 b« (e€s:e=pvt)

6 c<« (e€s:e> pvt)

7 return coNcAT(RANDQS(a), b, RANDQS(¢))
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Randomisierte Algorithmen

L Einleitung

Zufallsvariablen tuberall

Selbst fiir eine einzelne festgehaltene Eingabe sind

» die benoétigte Laufzeit
» der benotigte Speicherplatz

» das berechnete Ergebnis

Zufallsvariablen.
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Randomisierte Algorithmen

I—Einleitung

Erinnerung an W-Theorie

> Q Menge der Elementarereignisse
> E C 2° Menge von Ereignissen (c-Algebra)
> diskrete o-Algebra: E = 2° und |Q| < |N]
» W-Maf3 Pr: E — (o-additiv, Pr[Q] = 1)
» Zufallsvariable X : Q@ — R mit Eigenschaften ...
(erfiillt, falls o-Algebra diskret)

» Schreibweisen Pr [ X < x| statt Pr [{w | X(w) < x}]
Pr [X = x] statt Pr [{w | X(w) = x}]
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Randomisierte Algorithmen

I—Einleitung

Standardbeispiel: Wiirfeln

> Q= {1],(2},(3],(4}, (5], (6]}
» E=2"% diskret
» z.B. g ={12),[4),(6]} «gerade Zahl gewiirfelt»

» «fairer» Wirfel:
Vo e Q:Pr|w]|=1/6

> Prig] =1/2
> allgemein: Pr [e] = |e|/6

0, falls w Produkt zweier Primfaktoren
X(w) =

1, sonst
» zB.Pr[X=1]=2/3
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Randomisierte Algorithmen

I—Einleitung

Erinnerung an W-Theorie (2)

>

>

Zufallsvariable X : Q — R,  nur abzahlbar viele X(w) # 0
Erwartungswert von X: E [ X] = Z x - Pr[X = x]

xeR

(falls das absolut konvergiert)

immer: E[X+ Y| =E|[X]|+ E]|Y]

unabhdngige ZV: fir alle x, y € R:
PriX=xAY=y]|=Pr|X=x]|:-Pr|Y =y]
falls X, Y unabhangig: E[X - Y] = E|X]-E]|Y]

Indikator-ZV: 0 und 1 einzig mogliche Funktionswerte
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Randomisierte Algorithmen

I—Einleitung

Standardbeispiel: Wir

~

‘eln

- Q= {12,345

>

>

>

6]}

E = 2°

Indikator-ZV X(w) = 1, falls @ prim
Indikator-ZV Y(w) = 1, falls w gerade
X und Y nicht unabhangig:

Pr|X =1]
Pr|Y =1
1]-Pr[Y =1]
X=1TAY =1]

|=1/2
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Randomisierte Algorithmen

I—Einleitung

Beispiel: Ausfiihrung randomisierter Algorithmen

zu randomisiertem Algorithmus R und Eingabe x

» Q = {«Programmlauf» von R fir Eingabe x}

> Programmlauf: Folge der durchlaufenen globalen
Speicherzustande

» F = ZQ
> Beispiele moglicher Zufallsvariablen:

> X(Prog.lauf) = Anzahl Schritte
> X(Prog.lauf) = Ausgabe
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Randomisierte Algorithmen

L Einleitung

Algorithmen mit unbekannter Laufzeit

» Will man das?

» «Wie unbekannt?»
> Quantifizierung?
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Randomisierte Algorithmen

L Einleitung

Algorithmen, die «variierende Ausgaben» liefern

> vielleicht ertraglich bei Optimierungsproblemen
> Quantifizierung?

» Erzeugung «zufalliger Objekte»
> Eigenschaften?
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Randomisierte Algorithmen

- Einleitung

Algorithmen, die «falsche Ausgaben» liefern

» Will man das?
» Schlagt in diesem Horsaal gleich ein Meteorit ein?
> Ist 2% — 593 die grofite Primzahl kleiner als 2*0°?

» Soll die Ampel jetzt auf griin schalten?

» Fehlerwahrscheinlichkeit?

14/58



Randomisierte Algorithmen

L Einleitung

Vorteile randomisierter Algorithmen

Sie sind manchmal

> leichter zu formulieren und zu implementieren
» «schneller»
> «besser»

> die einzige Moglichkeit

15/58



Randomisierte Algorithmen

L Einleitung

Vorteile randomisierter Algorithmen

Sie sind manchmal

> leichter zu formulieren und zu implementieren
» «schneller»
> «besser»

> die einzige Moglichkeit

Aber: Man zahlt einen Preis!
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Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Vergleich von Objekten

Uberblick

Randomisierter Vergleich von Objekten
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Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Vergleich von Objekten

Motivation

auch wenn sie unrealistisch ist ...

» gegeben: Listen (ey,...,e,) und (ay,...,a,)
> die Werte seien Elemente eines Korpers F
> z.B. Ein- und Ausgabe eines (Sortier?)Algorithmus

» Frage: Beinhalten die Listen die gleichen Elemente?

» naiver Algorithmus: quadratische Laufzeit
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Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Vergleich von Objekten

Polynome

> definiere e(z) = [['_,(z— e)) und a(z) = []._,(z — a))
> Ist e(z) — a(z) das Nullpolynom?
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Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Vergleich von Objekten

Polynome

> definiere e(z) = [['_,(z— e)) und a(z) = []._,(z — a))
> Ist e(z) — a(z) das Nullpolynom?

» Algorithmus

c < zufallig gleichverteilt € F
y < e(c) — a(c)
if y=20

then return «e = a»

else return «e # a»
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Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Vergleich von Objekten

Polynome

> definiere e(z) = [['_,(z— e)) und a(z) = []._,(z — a))
> Ist e(z) — a(z) das Nullpolynom?

» Algorithmus

c < zufallig gleichverteilt € F
y < e(c) — a(c)
if y=20

then return «e = a»

else return «e # a»

» Fehlerwahrscheinlichkeit

Pr [e(c) — a(c) = 0 A e(z) — a(z) nicht Nullpolynom] < &
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Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Vergleich von Objekten

Ausblick: polynomial identity testing

Verallgemeinerung auf Polynome mit mehreren Veranderlichen

» gegeben: P(z,...,z,)und Q(z, ..., z,)
Frage: Ist P = Q?

> dafiir gibt es Anwendungen
> ldee von eben anpassbar

> kein deterministischer Polynomialzeit-Algorithmus bekannt!

> man multipliziere 1" (z; + zi.1) aus ... oder nicht ...
=1
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Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Quicksort revisited

Uberblick

Randomisierter Quicksort revisited
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Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Quicksort revisited

Randomisierter Quicksort

RANDQS(s) mit s = (ey, ..., en—1), €j paarweise verschieden

1 ifn<1

2 then return s

3 i < RANDINT(n); pvt < ¢;

4 a<— (e€s:e< pvt)

5 b« (e€s:e=pvt)

6 c« (e€s:e>pvt)

7 return coNcAT(RANDQS(a), b, RANDQS(¢))
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Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Quicksort revisited

randQS: Anzahl Vergleiche

Erwartungswert (aus Algorithmen 1)
» es sei RANDQS(eq, ..., ey) = (ai, ..., an)
» Laufzeit-Analyse nutzt

ij —

1, falls a;j und a; miteinander verglichen
0, sonst

> Anzahl Verglelche = [Zi<inj]:

E Zx,, = > E[X

I<j i<j

:ZPr [X,-j:1] :Zj_?_i_] < 2nlnn

I<J 1<J
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Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Quicksort revisited

randQS: Anzahl Vergleiche (2)

mit hoher Wahrscheinlichkeit wie klein?

» Anzahl Vergleiche immer zwischen nln nund n?
» erwartete Laufzeit in ©(nln n).

» zufrieden?
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Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Quicksort revisited

randQS: Anzahl Vergleiche (2)

mit hoher Wahrscheinlichkeit wie klein?

» Anzahl Vergleiche immer zwischen nln nund n?
» erwartete Laufzeit in ©(nln n).
> zufrieden?

» Wahrscheinlichkeit fiir Laufzeit «<nahe am Erwartungswert»
z.B. < 28nln n?
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Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Quicksort revisited

randQS: Anzahl Vergleiche mit hoher Wkt.

> e;j beliebiges Element
> L; Liste auf Rekursionsstufe j, die e; enthalt

> Zufallsvariable Y;

o {1, falls 1|L;] < |Ljsq| < 2|11
=

0, sonst

e[y =pe[y=1] =

> die Y] sind unabhangig voneinander
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Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Quicksort revisited

randQS: Anzahl Vergleiche mit hoher Wkt.

> Y;=1 falls |L;] < Ll < 2|L|
> nenne Rekursionsstufe erfolgreich, falls Y; = 1
» wenn r von k Stufen erfolgreich, dann |L;| < (%)r n

» setze r = 3.5In n, denn

4 4\"
r:3.5|nn=>|nn§r|n§=>nﬁ 3
E; r

> nach r erfolgreichen Stufen ist e; in einelementiger Liste
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Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Quicksort revisited

randQS: Anzahl Vergleiche mit hoher Wkt.

» seinun k =8r =28Inn

> Y =35 Y, E[Y] =k/2

» e;j hochstens dann nicht in einelementiger Liste, falls Y < r

» Wie grof3 ist
PriY<r]=Pr|[Y<Z]=Pr[Y<(-2E[Y]]?

» gleich Chernoff-Schranken
liefern z.B.Pr|Y < r| < g1 (3 = 63/16

» nach k Rekursionsstufen

» Wkt. ein bestimmtes ¢; nicht in Einerliste: < n~63/16

» Wkt. mindestens ein ¢; nicht in Einerliste:

<n- n—63/16 — n—47/16
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Randomisierte Algorithmen

L Randomisierter Quicksort revisited

randQS: Anzahl Vergleiche mit hoher Wkt.

» k=8r=28Inn

» nach k Rekursionsstufen
> Wkt. ein bestimmtes ¢; nicht in Einerliste: < n63/16
» Wkt. mindestens ein ¢; nicht in Einerliste:

<. np63/16 = ~47/16

» mit Wkt. 1 — n=%/1% nach k = 28 In n Rekursionsstufen
alle Elemente in Einerlisten

> mit Wkt. 1 — n=#/1° reichen 28nIn n Vergleiche
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Randomisierte Algorithmen
L—Chernoﬁ"—Schranken

Uberblick

Chernoff-Schranken
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Randomisierte Algorithmen
L Chernoff-Schranken

Einfache Schranken
Markov- und Chebyshev-Ungleichung

» Markov-Ungleichung: ZV' 'Y > 0, Erwartungswert puy.
Dann gilt fiir alle t, k € R,

1
Priy>t]<? baw. Pr[Y > kuy] < -
¢ Y=

» Chebyshev-Ungleichung: ZV X mit

Erwartungswert 11y, Standardabweichung o.
Dann gilt fiir alle t € R,

2
1 oy
Pr[|X — px| = tox] < 2 bzw. Pr[|X —ux| > t] < )
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Randomisierte Algorithmen

L Chernoff-Schranken

Chernoff-Schranken
Es seien
» Xi,..., X, unabhdngige 0-1-ZV mit Pr | X; = 1] = p;
» X =2, Xjund p = E[X] = X p;
Dann gilt
» fiir alle 0 < 6:

65 :
Pr{X>(1+6)u] < ((1 4 5)(1+5))

» furalle1>6 >0also0<1-56 < 1:

-0

[
PrX <(1-6)u] < ((1 _65)(1—5))
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Randomisierte Algorithmen
L Chernoff-Schranken

Chernoff-Schranken: Beweis von Teil 1

> sei t positiv; Markov-Ungleichung liefert:
E [etX]
et(1+0)u

Pr(X > (1+6)u] =Pr [etX > et(1+5)”] <

i unabhangig:

E[e™] =E[e2%] = E[[]e%] = [1E [e¥]

» Ele™] =pi-e+(1—p)-1=1+pi(e' = 1) < eP(e 1)

I1 epile’=1) X pi(e'=1)

» PriX>(1+06)u] < ot(148)u - pt(1+8)

ole=10 [ Sfef=1\F
et | pt(146)

» wahle t = In(1 + J) (positiv!)

» mit den X; sind auch die e
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Randomisierte Algorithmen

L Chernoff-Schranken

Chernoff-Schranken: Vereinfachungen

> statt ((&;)5(&5))” betrachte f(§) = 6 — (1= 9)In(1 = 5)

» je nach Bereich, aus dem 6 stammt,
kann man f(8) nach oben abschitzen in der Form —§2/c
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Randomisierte Algorithmen

L Chernoff-Schranken

Chernoff-Schranken: Korollare

obige Abschatzungen manchmal etwas unhandlich
diverse Vereinfachungen, unter anderem:

» Fir1> 6 > 0 gilt:

o0 p Yool
— —5°p
PriX<(-9)u| < ((1 — 5)(1_5)) <e
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Randomisierte Algorithmen

I—Auswertung von Und-Oder-Baumen

Uberblick

Auswertung von Und-Oder-Baumen
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Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Und-Oder-Baume

Ty vollstandiger binarer Baum der Hohe 2k
» innere Knoten abwechselnd mit “A” und “Vv” markiert

» Wurzel von T; ist A-Knoten mit zwei V-Knoten als
Nachfolger

» Jeder dieser Knoten hat zwei Blatter als Nachfolger.

» Ty entsteht aus Ty, indem die Blatter durch Kopien von T_;
ersetzt werden

» T, hat n = 4% Blatter

» im folgenden xq, . . ., x; genannt
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Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Auswertung von Und-Oder-Baumen

» boolesche Werte an allen Blattern
~> boolscher Wert fiir Wurzel (und andere innere Knoten)

> (fiir die naheliegende Definition von Auswertung ...)
> Problem:

» gegeben: Werte x, .. ., x, an den Blattern
> gesucht: Wert Ti(x. ..., x,) der Wurzel

» Berechnung des Wurzelwertes ,bottom up” durch

> Besuch aller n = 4% Blatter und
> Berechnung der Werte aller inneren Knoten moglich

» Frage: Geht es besser?
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Randomisierte Algorithmen

I—Auswertung von Und-Oder-Baumen

Satz

Fir jeden deterministischen Alg. A und jedes k > 1 gilt:

» Es gibt eine Folge x, . . ., x; von Bits so,
dass A bei Berechnung von Ti(xy, ..., xp)
alle n = 4% Blatter besucht.
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Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Satz

Fir jeden deterministischen Alg. A und jedes k > 1 gilt:

» Es gibt eine Folge x, . . ., x; von Bits so,
dass A bei Berechnung von T (x,. .., x,)
alle n = 4% Blatter besucht.

» Wert der Wurzel = Wert des zuletzt besuchten Blattes

» sowohl Wurzelwert = 0 als auch Wurzelwert = 1
kann erzwungen werden
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Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Bewels

Induktion tber k

> Induktionsanfang k = 1:

>

>

>

A muss mindestens ein Blatt besuchen, o. B. d. A. x;.

setze x; =0 ~ kein innerer Wert festgelegt

A muss ein weiteres Blatt besuchen.
O.B.d. A. zwei Moglichkeiten:

1.

Zweites besuchtes Blatt ist x,. Setze x, = 1.

Damit nur Wert des V-Knotens klar, Wurzelwert nicht.

A muss weiteres Blatt besuchen, o. B. d. A. xs.
Setze x3 = 0. A muss x4 besuchen ~» Wurzelwert.
Zweites besuchtes Blatt ist x3. Setze x3 = 0.

Kein innerer Wert festgelegt

A muss weiteres Blatt besuchen, o. B. d. A. x.
Setze x, = 1. A muss x4 besuchen ~» Wurzelwert
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Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Beweis (2)

» Induktionsschritt kK — 1~ k:

| 2

Fasse Tj als T;-Baum auf, dessen Blatter durch T,_{-Baume
ersetzt sind.

Bezeichne die ,Blatter” von T; mit yy, .. ., ya.

Analog Induktionsanfang kann durch geeignete Wahl der y;
erzwungen werden, dass A alle 4 Werte ermitteln muss.
Induktionsvoraussetzung: fiir jeden Ty_;-Baum gibt es
Blattwerte, die gewlinschtes y; liefern und erzwingen, dass A
alle darunter liegenden Blatter besuchen muss.

Also muss A in diesem Fall alle Blatter Giberhaupt besuchen.
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Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Zwischeniiberlegung

> Jede Liste x1, . . ., x; der Lange 4 = n
enthilt eine Teilfolge y1, . . ., y,« der Lange 2% = +/n,
die schon den Wurzelwert festlegt!

> Beweis: Induktion ...
> aber deterministisch manchmal alle Knoten benétigt

> «Die y; sind schwer zu finden.»

> Ausweg Randomisierung ... ? ...

40/58



Randomisierte Algorithmen

I—Auswertung von Und-Oder-Baumen

Algorithmus: randomisierte UOB-Auswertung

41/58



Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Algorithmus: randomisierte UOB-Auswertung

proc AndNodeEval(T) proc OrNodeEval(T)

if IsLeaf (T) then
return value(T) fi

(andernfalls:)
T’ « (zufdlliger T-U.baum) T’ « (zufdlliger T-U.baum)
r < OrNodeEval(T’) r < AndNodeEval(T")
if r =0 then if r = 1then
return 0 return 1
else else
T" « (and. T-U.baum) T" « (and. T-U.baum)
return OrNodeEval(T"") return AndNodeEval(T")
fi fi

AndNodeEval(root)
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Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Satz

Fir die randomisierte Auswertung von UOB gilt:
Fiir jede Folge x1, . . ., X

ist Erwartungswert fiir die Anzahl besuchter Blatter
< 3k — nlog43 ~ n0-792....

(Das ist Uibrigens beweisbar optimal.)
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Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Bewels
Induktion

» E:ein Erwartungswert fiir die Anzahl besuchter Blatter
» Induktionsanfang k = 1: Uberpriifen aller 16 moglichen
Kombinationen x, . . ., x5. Z. B. 0100 (Rest analog):
1. Falls erst linker Teilbaum: gleich wahrscheinlich wird
erst und nur die 1 oder
erst die 0 und dann die 1 besucht,
anschlief3end im rechten Teilbaum beide Blatter.
E=1/2-1+1/2-2+2=7/2.

2. Falls erst rechter Teilbaum; nach Besuch beider Blatter klar:

der T;-Baum den liefert Wert 0.
E=2.

Beide Falle gleich wahrscheinlich, also insgesamt
E=1/2-7/2+1/2-2=11/4 < 3 (= 3" = 34,
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Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Beweis (2)

Induktionsschritt Kk — 1~ k:

» Betrachte zunachst V-Knoten mit zwei T;_{-Baumen
darunter. Zwei Falle:
O1. V-Knoten wird 1 liefern:

» Dann muss mindestens ein T;,_{-Baum dies auch tun.

> Mit Wahrscheinlichkeit p > 1/2 wird ein Unterbaum
untersucht, der 1 liefert.

> Mit Wahrscheinlichkeit 1 — p < 1/2 werden beide
Unterbaume untersucht.

» E<p-3T4+(1-p)-2-3x1=(2-p)- 3T < 3/2.31,

02. Der V-Knoten wird 0 liefern:

» Dann miissen beide T;_;-Baume dies auch tun.
> Nach Induktionsvoraussetzung E < 2 - 3¥7T ist.
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Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Beweis (3)
Induktionsschritt kK — 1~ k: Teil 2a

» Betrachte Wurzel des T,-Baumes mit zwei eben
untersuchten Baumen darunter. Zwei Falle:
U1. Der A-Knoten wird 0 liefern:
> Dann muss mindestens ein U.baum dies auch tun.
> Mit Wahrscheinlichkeit p > 1/2 wird ein Unterbaum
untersucht, der 0 liefert.
> Mit Wahrscheinlichkeit 1 — p < 1/2 werden beide

Unterbaume untersucht.
» Gemafl O1 und O2 ist folglich

E < p-2-3T4+(1-p)-(3/2-3T42.3T)
= 7/2-31_p.3/2. 3K
< 11/4- 3¢
< 3k
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Randomisierte Algorithmen

- Auswertung von Und-Oder-Baumen

Beweis (4)

Induktionsschritt kK — 1~ k: Teil 2b

» Betrachte Wurzel des T,-Baumes mit zwei eben
untersuchten Baumen darunter. Fall:
U2. Der A-Knoten wird 1 liefern:

» Dann missen beide Unterbaume dies auch tun.
> Gemaf O1ist daher £ < 2-3/2- 31 < 3k,
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Randomisierte Algorithmen

L Erzeugung zufalliger Graphen

Uberblick

Erzeugung zufalliger Graphen
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Randomisierte Algorithmen

- Erzeugung zufalliger Graphen

Erd6s-Renyi-Zufallsgraphen

G(n, p)

1 V«{1,...,n}
2 E—{}

3 fori— 1ton—1do

4 for j «— i+ 1tondo

5 with probability p: add edge {/, j} to E
6 return (V,E)

mitunter: p von n abhangig, z.B. p = p(n) = lnT"
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Randomisierte Algorithmen

- Erzeugung zufalliger Graphen

ER-Graphen: einfache Beobachtungen

» Wkt. fiir bestimmten Graphen mit n Knoten und m Kanten:
p(1— p)l)r
» p = 1/2, nfest: alle Graphen gleichwahrscheinlich
> erwartete Anzahl Kanten: p())
» erwarteter Knotengrad: p(n— 1)
» Wkt. g4 fiir Knotengrad d

g (nc_]1) mogliche «Nachbarmengen»
> jede passiert mit Wkt. p9(1 — p)™1-¢

> insgesamt g4 = ("')p?(1 - p)= 179
Binomialverteilung
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Randomisierte Algorithmen

- Erzeugung zufalliger Graphen

Manchmal interessieren sehr grofie n —
und asymptotische Eigenschaften

» mitunter interessant: n — oo

» monotone increasing property P

> Hinzufligen von Kanten erhalt die Eigenschaft
> nichttrivial (leerer Graph: nein, vollstandiger Graph: ja)

» p*“(n) ist Grenzfunktion, falls
lim,,—c Pr[G(n, p) hat P]

0, falls limj; p(n)/p*(n) =0
|1, falls limp_e p(n)/p*(n) = oo
» «Phaseniibergang»

> passiert fiir jede monotone increasing property
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Randomisierte Algorithmen

- Erzeugung zufalliger Graphen

Manchmal interessieren sehr grofie n —
und asymptotische Eigenschaften

» p*(n) ist scharfe Grenzfunktion, falls fiir jedes £ > 0 gilt:

lim Pr[G(n, p) hat P] =

n—0oo

0, fallsp(n)/p*(n)<1-—c¢
1, falls p(n)/p*(n) > 1+¢

» existiert nicht fiir jede monotone increasing property
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Randomisierte Algorithmen

- Erzeugung zufalliger Graphen

ER-Graphen: Durchmesser < 2

» PD=«hat Durchmesser < 2» ist monotone increasing
property

> Satz p(n) = V2 '”T” ist scharfe Grenzfunktion fur D.

(1, falls Abstand zwischen i und j grofder 2

\O, sonst

> betrachte X = ) X;;

> Durchmesser < 2 genau dann, wenn X = 0
> lim,_0 E[X] =7
» E[X] = () (0= p)(1-p*)"

52/58



Randomisierte Algorithmen

- Erzeugung zufalliger Graphen

ER-Graphen: Durchmesser < 2

» E[X] = (5)(1-p)(1-p)"?

> setze p = ¢ I"T”

n—2
> dann E|[X] = nn —1) (1 —C InTn) (1 — CZInTn)

2
n Zlnn\"
< —[1-
2 n
. n° _ 1 ,_
im E[X] = —e clnn _ _ ¢
n— 00 2 2

> ¢>V2 = limpLeE[X] =0 (c < V2 nicht hier ...)
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Randomisierte Algorithmen

- Erzeugung zufalliger Graphen

Zusammenhangskomponenten

Satz von Erdés- und Rényi

t(n) = '”T” ist Grenzfunktion fiir Abwesenheit isolierter Knoten:
» Wenn lim,_. p(n)/t(n) =0,
dann geht Wkt. fur Existenz isolierter Knoten gegen 1
> lim,— e p(n)/t(n) — oo,
dann hat ER-Graph mit hoher Wkt. keine isolierten Knoten
und sogar nur eine Zusammenhangskomponente.
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Randomisierte Algorithmen

- Erzeugung zufalliger Graphen

Zusammenhangskomponenten

weitere Ergebnisse

> wenn np < 1,
dann fast nie Zhk. grofler als O(log n)
> wenn np = 1,
dann fast immer Zhk. grof3er als O(log n)
> wenn np — ¢ > 1,
dann fast immer eindeutige riesige Zhk., alle anderen nur

O(log n) grof}

» wenn np > (1+¢)Inn(e > 0),
dann fast immer eine Zhk. der Grofde n
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Randomisierte Algorithmen

- Erzeugung zufalliger Graphen

Erwartet konstanter Knotengrad

> p(n—1) = c konstant ~» p(n) = -

» dann flir n — oo
n—1 n—1—
gd=( j )pd(1—p) =

(n—=1)! ( c )d(1_ c )n—1—d

T (h—1—d)d \n—1 n—1
(n=1=DTIL (=) -

(n—=1-d)li(n-19 d!

d

¢ —C

~ —e
d!

"~y

Poisson-Verteilung

» grofle Graphen aus der Realitat haben andere Verteilung ...
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Randomisierte Algorithmen

- Erzeugung zufalliger Graphen

Andere Anforderungen?

» z.B. so genannte skalenfreie Netzwerke «scale-free graphs»

» Skalenfreiheit: Anteil der Knoten mit Grad d
«etwa proportional» zu d ¢ fiir ein ¢ > 0

> in Graphen aus der Realitat beobachtbar
> ER-Graphen im allgemeinen nicht skalenfrei

» Barabasi-Albert Modell: « = 3
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Randomisierte Algorithmen

- Erzeugung zufalliger Graphen

Barabasi-Albert Modell

» beginne mit einem «kleinen» zusammenhangenden Graphen
G, mit my Knoten
» wahle m < mq
» aus G; erzeuge Graphen Gj; so
> Vier = ViU {vii} neuer Knoten
> wabhle zuféllig m Kanten {vjq, v;} mit j < i
wobei v; gewahlt mit Wkt. proportional zu seinem Grad in G;
» «preferential attachment»
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