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Musterlosungen

Aufgabe 1  (Analyse: Kleinaufgaben)

a) Geben Sie die wesentlichen Unterschiede —laut Vorlesung— zwischen einer (normalen) Priority
Queue und einer adressierbaren Priority Queue an.

b) Vergleichen Sie die Laufzeit einer merge-Operation fiir Pairing Heaps und Binary Heaps.

Musterlésung;:

a) Im Gegensatz zur normalen Priority Queue erlaubt die adressierbare Priority Queue den direkten
Zugriff auf beliebige Elemente iiber ein Handle h. Dieses wird von der insert-Operation als
Riickgabewert geliefert. Auflerdem ermoglicht sie einige zusétzliche Operationen: remove (h),
decreaseKey(h,k). Die merge-Operation kann prinzipiell auch von normalen Priority Queues
unterstiitzt werden, allerdings weniger effizient.

b) In einem Pairing Heap wird eine Menge von Béumen gehalten. Eine merge-Operation ist also
in konstanter Zeit moglich, indem die jeweiligen Listen vereint werden und der minPtr auf das
Minimum beider Wélder gesetzt wird. Im Binary Heap funktioniert dieses Vorgehen nicht. In der
weit verbreiteten Arrayimplementierung gibt es mehrere mogliche Vorgehensweisen. Wenn die
Anzahl der Elemente gegeben ist durch ny bzw. na, n1 < no, ergeben sich folgende Laufzeiten:

(a) Einfiigen der kleineren Menge an Elementen: O(n; - log(ni + n2))
(b) Kompletter Neuaufbau: O(nq + ns)

Je nach Verteilung der Elemente kénnen beide Moglichkeiten sinnvoll sein.

Aufgabe 2 (Analyse: Laufzeitverhalten)

a) Beweisen Sie allgemein fiir adressierbare Priority Queues die untere Laufzeitschranke von 2 (log n)
fiir deleteMin unter der Voraussetzung, dass insert konstante Laufzeit benotigt.

b) Warum muss diese untere Laufzeitschranke nicht gelten, wenn insert mehr Zeit benotigen darf?

Musterlésung;:

a) Mit einer Laufzeit von O(f(n)) fiir deleteMin liefle sich in Zeit O(nf(n)) +n - O(1) vergleichs-
basiert sortieren, indem man zuerst alle Elemente einfiigt und dann eines nach dem anderen
in aufsteigender Reihenfolge entnimmt. Fiir deleteMin in sublogarithmischer Zeit wére das ein
Widerspruch zur bekannten unteren Schranke fiir vergleichsbasiertes Sortieren von (nlogn).

b) insert konnte nach jedem Aufruf eine aufsteigend sortierte Liste aller Elemente hinterlassen, mit
deren Hilfe sich alle folgenden min- und deleteMin-Operationen in konstanter Zeit beantworten
lieBen.




Aufgabe 3  (Analyse: best-case Verhalten)

a) Geben Sie einen Zustand eines Fibonacci Heaps an, fiir den die néichsten n deleteMin-Operationen
jeweils konstante Laufzeit benttigen (nicht amortisiert). Begriinden Sie Thre Antwort. Gehen Sie
davon aus, dass zwischen den deleteMin-Operationen keine anderen Operationen ausgefiihrt
werden.

b) Geben Sie einen Algorithmus an, welcher den von Thnen angegebene Zustand fiir beliebige n
erzeugt. Beweisen Sie die Korrektheit des Algorithmus.



Musterlosung:

a)

Gegeben sei ein Fibonacci Heap der Grofie n, bestehend aus einem einzelnen Baum. Dieser Baum
speichere n Knoten in Form einer verketteten Liste. Die nachfolgenden n deleteMin-Operationen
fithren dann jeweils eine Cut-Operation auf den direkten Nachfolgern des jeweiligen Wurzelkno-
tens aus. Da der Wurzelknoten nur einen Nachfolger hat, wird pro deleteMin-Operation nur
eine Cut-Operation ausgefiithrt. Diese Cut-Operationen benétigen jeweils nur konstante Laufzeit.
Da der Fibonacci Heap vor jeder deleteMin-Operation nur aus einem Baum besteht, fiihrt die
deleteMin-Operation keine union-Operation aus. Eine potentiell folgende union-Operation auf
dem neuen Baum kann durch das Token des alten Wurzelknotens bezahlt werden. Es miissen
also auch keine neuen Token fiir folgende Operationen bezahlt werden.

Behauptung 1: Die Operation CreateFibonaccilist erzeugt einen Fibonacci Heap F' der Grofle
n, bestehend aus einem einzelnen Baum, représentiert durch eine verkettete Liste.

1: function CREATEFIBONACCILIST(n € NT)
2: F + empty fibonacci heap

3 for ¢ + n down to 1 do

4 F.INSERT(i)

5: x < F.INSERT(i+1)

6: F.INSERT(i)

7 F.DELETEMIN

8 F.DECREASEKEY (x, 0)
9: F.DELETEMIN

10: end for

11: return F

12: end function

Beweis: Die Behauptung gilt fiir n = 0, in diesem Fall gibt die Operation CreateFibonaccilist
einen leeren Fibonacci Heap zuriick.

Invariante 1: Sei n > 0 beliebig aber fest. Nach 0 < x < n Schleifendurchldufen der Zeilen 4-9
besteht F' aus einem einzelnen Baum in Form einer verketteten Liste n —z +1,...,n.

Nehmen wir an, dass Invariante 1 fiir beliebige aber feste n > 0 gilt. Unter dieser Voraussetzung
besteht F' nach x = n Ausfithrungen der Zeilen 4-9 aus einem einzelnen Baum in Form einer
verketteten Liste 1,...,n und Behauptung 1 gilt somit fiir n € N(T . Wir beweisen nun Invariante
1 durch Induktion iiber die Schleifendurchlaufe = € {0,...,n}. Sei hierzu n > 0 beliebig aber
fest.

Induktionsanfang: © = 1: Nach Ausfithrung der Zeilen 4-6 enthélt F' die Elemente “n”, “n+1"und
“n”. Die Zeilen 7-10 entfernen die Elemente “n” und “n+1”. Somit enthélt F' nach dem ersten
Schleifendurchlauf das Element “n” und die Invariante gilt fiir = 1.

Induktionsschritt (x — = + 1): Nach Induktionsvoraussetzung besteht F' aus einem Baum, re-
prasentiert durch eine verkettete Liste, der Form n — x + 1,...,n. Die Abbildungen auf der
néchsten Seite fithren nun die Codezeilen 4-9 aus und zeigen den Zustand von F nach z + 1
Tterationen. F' besteht nun aus einem Baum, représentiert durch eine verkettete Liste, der Form
n —x,...,n. Somit gilt die Invariante auch nach x + 1 Iterationen und der Induktionsschritt
xr — x + 1 ist abgeschlossen.

Induktionsschluss: Die Invariante gilt nach jedem Schleifendurchlauf.




Musterlosung:

Induktionsvoraussetzung: F.insert(n—x),x=F.insert(n—x+1),F.insert(n—x):

minPtr minPtr
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F.deleteMin (Zwischenschritt): F.deleteMin:
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F.decreaseKey(x,0): F.deleteMin:
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Aufgabe 4  (Rechnen: Fibonacci Heaps)

Gegeben sei ein Fibonacci Heap mit unten eingezeichnetem Zustand (a).
a) Geben Sie eine moglichst kurze Folge von Operationen an, die diesen Zustand erzeugt.

b) Fiithren Sie anschlieBend die Operationen deleteMin() auf dem Heap aus. Zeichnen Sie den
Zustand des Heaps nach jedem Einfiigen eines Baum in ein leeres Bucket und nach jeder Union-
Operation.

¢) Geben Sie eine moglichst kurze Folge von Operationen an, die den unten eingezeichneten Zustand
(b) erzeugt. Tipp: der eingezeichnete Zustand lédsst sich aus dem Heap in Abbildung (a) nach
der deleteMin-Operation durch weitere Operationen erzeugen.

minPtr minPtr

(0) (1) (2) (3) et (2) (3) (1) (4] wos

(1) (5) (6)(7 © 0
| 5

(a)

Musterlésung;:

a) Die Folge
insert(0), insert (1), insert(2), insert(3), insert(4), insert(5), insert(6), insert(7),
insert (8)
erzeugt den gegebenen Zustand.

Beachten Sie, dass die Definition des Fibonacci Heaps keine Aussage dariiber macht, in welcher
Reihenfolge Wurzelknoten gespeichert sind. Fiir diese Losung und die der néchsten Teilaufgabe
nehmen wir eine nach der Reihenfolge der Einfiigungeoperationen sortierte Liste von Wurzeln
an. Werden Teilbdume abgeschnitten, so werden diese an das Ende der Liste angehéngt.




Musterlosung:
b) hi (keine Kollision):

minPtr

Union(hy, ho):
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Cl) roots
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Musterlosung:

Union(hz, hg): Union(h7, hs):

minPtr minPtr
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o roots
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c¢) Die Folge

deleteMin(), insert (1), decKey(x, 4)

DO

DO

erzeugt den gegebenen Zustand.

Aufgabe 5  (Entwurf: Datenstrukturen)

a) Erweitern Sie die Datenstruktur Pairing Heap um die Operation increaseKey(h: Handle, k:
Key). Ihre Operation sollte amortisiert O(logn) Laufzeit benstigen. Geben Sie Pseudocode an.
Wie wiirden Sie bei einem Binary Heap vorgehen?

b) Entwerfen Sie eine Datenstruktur welche die Operationen insert in O(logn), Median bestim-
men in O(1) und Median entfernen in O(logn) unterstiitzt. Eine Beschreibung in Worten ist
ausreichend.




Musterlosung:

a)

Losche das Element aus der Datenstruktur (O(logn)) und fiige es mit dem gednderten Schliissel
wieder ein (O(1)):

1: function INCREASEKEY(h : Handle, k : Key)
2: remove(h)

3: key(h) :=k

4: insert(h)

5: end function

Bei einem Binary Heap wiirde man zuerst den Schliissel anpassen und anschliefend eine
siftDown-Operation ausfithren.

Aufbau des Datentyps:

e Speicherung des aktuellen Median in v.

e Verwendung einer Maximum Priority Queue (MaxPQ) fiir Elemente kleiner als v und einer
Minimum Priority Queue (MinPQ) fiir Elemente grofier als v.

Bestimmung des Median:
Frage v direkt ab: O(1).

Loschen des Medians:
Ersetze den aktuellen Median v durch das oberste Element der groferen Priority Queue (bei
Gleichheit verwende MinPQ): deleteMin in O(logn), z.B. mit Fibonacci Heap.

Einfiigen eines Elements:

Fiige das neue Element —in Abh#ngigkeit von v— in eine der Priority Queues ein: insert in
O(1). Fiige v in die kleinere ein (bei Gleichstand verwende MaxPQ): insert in O(1). Ersetze
v durch das oberste Element der grofieren Priority Queue (bei Gleichstand verwende MinPQ):
deleteMin in O(logn), z.B. mit Fibonacci Heap.

Aufgabe 6  (Entwurf: Anwendung)

Fiir ein grofles —und wir meinen ein wirklich grofles— Fest sind Sie fiir die Bar zusténdig. Fiir diese
Aufgabe haben Sie Ihren eigenen Barroboter entworfen, der automatisch wunderbare Cocktails mischen
kann. Die Zutaten dafiir werden in groflen Kanistern bereitgestellt. Doch genau hier ist das Problem:
In all der Hektik des Abends miissen Sie darauf achten, dass kein Kanister leerlduft. Sie wollen den
Abend allerdings auch so gut wie moglich genieffen und nicht andauernd die Kanister iiberpriifen. Um
dieses Problem zu umgehen, gibt es nur eine Losung: Eine Nachfiillanzeige muss her! Leider gab es
nur noch Anzeigen, die es erlauben eine einzelne Zeile darzustellen.

Es ist klar, dass auf der Anzeige die am dringensten bendtigte Zutat angezeigt werden sollte. Ziel ist
es also einen Algorithmus zu entwerfen, der die Anzeige immer aktuell hilt.

a)

Uberlegen Sie sich, welche Datenstruktur Sie als Grundlage fiir Thren Algorithmus verwenden
wollen, um ihn effizient implementieren zu kénnen. Sie konnen davon ausgehen, dass die fiir einen
Cocktail benéttigten unterschiedlichen Zutaten wesentlich weniger sind als die Gesamtmenge an
vorhandenen unterschiedlichen Zutaten.

Entwerfen Sie eine Funktion MixDrink( recipe ), die auf Ihrer Datenstruktur operiert. Geben
Sie Pseudocode an. Sie miissen dabei nur Thre Datenstruktur aktualisieren. Sonstige Funktionen
des Roboters miissen Sie nicht beriicksichtigen.

Wenn ein Kanister gewechselt wird, muss ihre Datenbasis natiirlich auch aktualisiert werden.
Beschreiben Sie, welche Auswirkungen das Wechseln auf IThre Datenstruktur hat.




Musterlosung:

a)

Die Zutat, die auf dem Display angezeigt werden soll, ist die, die den geringsten Restvorrat
vorweist. Zusétzlich sollen die Mengen aller Zutaten im laufenden Betrieb aktualisiert werden
konnen. Dabei werden Zutaten in ihrer Menge immer reduziert. Die klassische Datenstruktur
hierfiir ist ein adressierbarer Heap.

Die Funktion MixDrink, wie gefordert, hat nur die Aufgabe die vorhandene Zutatenmenge aktuell
zu halten.

: function MIXDRINK(r : Recipe, ¢ : Queue, d : Display)
for ingredient ¢ € r do
q.decreaseKey(i, amount (7))
end for
d.show(¢.min(), amount(¢.min()))
end function

Beim Wechsel eines Kanisters muss das Element aus dem Heap entfernt werden und mit vollem
Kanisterwert wieder eingefiigt werden. Dabei ist allerdings zu beachten, dass nicht zwingend das
aktuell minimale Element gewechselt wird. Daher sollte eine Folge von Operationen durchgefiirt
werden. Als erstes sollte der Schliissel der betroffenen Zutat auf —oco gesetzt werden. Danach
kann ein deleteMin gefolgt von einem insert ausgefithrt werden.

Aufgabe 7  (Kleinaufgaben: A* Suche)

2)

b)

Sei pot(-) eine giiltige Potentialfunktion fiir die A* Suche nach Knoten ¢ in Graph G(V, E).
Uberpriifen Sie, ob

pot® = pot + ¢, ¢ = const.
ebenfalls eine giiltige Potentialfunktion darstellt.

Kann es vorkommen, dass eine A* Suche mehr Knoten absucht als eine Suche mit Dijkstra’s
Algorithmus fiir die gleiche Anfrage? Begriinden Sie warum nicht oder geben Sie ein Beispiel an.




Musterlosung:

a)

Es ist zu tiberpriifen, ob

c(u,v) + pot(v) — pot®(u)
pot‘(u)

0 (1)
(s t) (2)

IN IV

gilt.

Bedingung (1) ist immer erfiillt. Nach Einsetzen ergibt sich ¢(u,v) + pot(v) — pot(u) > 0. Da
nach Voraussetzung pot(-) eine giiltige Potentialfunktion ist, ist dies erfiillt.

Bedingung (2) ist hingegen nur erfiillt, wenn ¢ < u(u,t) — pot(u) f.a. u € V.

Damit ist pot®(-) nur fiir geeignete Wahl von ¢ eine giiltige Potentialfunktion.
(Bemerkung: Falls pot(¢) = 0 f.a. Potentiale gefordert ist (anstatt nur pot(t) < 0), gilt ¢ = 0!)

Im bidirektionalen Fall kann dies durchaus einfach vorkommen. Im unidirektionalen Fall hangt
es von der Reihenfolge der betrachteten Knoten gleicher Distanz ab. Nehmen wir eine FIFO
Ordnung der Knoten gleichen Gewichtes an (z.B. in einer Bucket Queue), so ist folgender Graph
ein Beispiel. Die Dijkstra Suche scannt die Knoten in der Reihenfolge: s, a, b, t, wihrend A* die
Knoten in der Reihenfolge s, b, a, ¢,t scannt.

Legende: Werte in eckigen Klammern geben Knotenpotentiale an, Werte in runden Klammern
reduzierte Kantengewichte.

10




Aufgabe 8 (Rechnen: Monotone ganzzahlige Priority Queues )

Bei einer Ausfithrung von Dijkstra’s Algorithmus wird folgender Ausschnitt an Priority Queue Ope-
rationen protokolliert:

e insert(a, 06 [00110] ) ( Parameter: Knotenbezeichnung, Distanz [Distanz binér] )
e insert(b, 10 [01010] )

e insert(c, 07 [00111] )

e deleteMin()

e deleteMin()

e insert(d, 12 [01100] )

e deleteMin()

e insert(e, 16 [10000] )

Zusétzlich wissen Sie, dass das maximale Kantengewicht im Graphen C = 6 betrigt und dass vor der
ersten protokollierten Operation das letzte enthaltene Element aus der Priority Queue entfernt wurde.
Dieses hatte den Wert min = 5.

a) Fiihren Sie die Operationen auf einer Bucket Queue aus. Geben Sie den Zustand der Daten-
struktur nach jeder Operation an.

b) Wieviele Buckets werden fiir eine Ausfithrung auf einem Radiz Heap benotigt? Fiihren Sie die
Operationen auf einem Radiz Heap aus. Geben Sie den Zustand der Datenstruktur und den
Wertebereich der Buckets nach jeder Operation an.

11



Musterlésung:

a) Bucket Queue:
insert(a, 06 [00110] ):

o | v [ 2 [ 3 [ 4 | 5 | 6 |
B | | | | | [ (2,6) ]
min = 5

insert(b, 10 [01010] ):

o | v [ 2 [ 3 [ 4 | 5 | 6 |
!min ! | | [ (b, 10) | | | (a,6) |

insert(c, 07 [01000] ):
(fiir monotone Priority Queues nur wichtig, dass Elemente aus [min, min + C] stammen!)

(0 [ 1 [ 2 [ 3 [ 4[5 [ o |
2 N RN NS N B B O
deleteMin():

.o [ v [ 2 | 38 | 4 [ 5 [ 6 |
L@ | | [ (b, 10) | | | |
min = 6

deleteMin():

.o [ v [ 2 | 38 | 4 [ 5 [ 6 |
[ | | [ (b, 10) | | | |
min = 7

insert(d, 12 [01100] ):

.o [ v [ 2 | 3 | 4 [ 5 [ 6 |
[ | | [ (b, 10) | | (d,12) | |
min = 7

deleteMin():

.o [ v [ 2 | 38 | 4 [ 5 [ 6 |
[ | | | | [ (d,12) | |
min = 10

insert(e, 16 [10000] ):

.o [ v [ 2 | 38 | 4 [ 5 [ 6 |
[ | [ (e, 16) | | | (d,12) | |
min = 10
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Musterlésung:

b) Radiz Heap:

(Es werden K + 2 Buckets benétigt: B[—1], B[0], ...

sich 5 Buckets.)
insert(a, 06 [00110] ):

, B[K]; mit K =1+ |logy C'| = 3 ergeben

| -1 | 0 | 1 | 2 | 3 |
(a, 06 [00110])
5 — 6-7 - 811
min = 5 [00101]
insert (b, 10 [01010] ):
| -1 | 0 | 1 | 2 | 3 |
(a, 06 [00110]) (b, 10 [01010])
5 — 6-7 — 8-11
min = 5 [00101]
insert(c, 07 [00111] ):
| -1 0 | 1 | 2 | 3 |
(a, 06 [00110]) (b, 10, [01010))
(c, 07 [00111])
5 — 6-7 - 811
min = 5 [00101]
deleteMin():

(B[1] ist der erste gefiillte Bucket; min wird auf das kleinste enthaltene Element (6) gesetzt; die
Elemente in B[1] werden neu verteilt und anschlieend das Element in B[—1] entfernt)

| -1 | 0 | 1 | 2 | 3 |
(c, 07 [00111]) (b, 10 [01010])
6 7 - — 8-12
min = 6 [00110]
deleteMin():
-1 \ 0 1 2 \ 3 |
(b, 10 [01010])
7 — - — 813
min = 7 [00111]
insert(d, 12 [01100] ):
-1 0 \ 1 2 \ 3 |
(b, 10 [01010])
(d, 12 [01100])
7 — - — 8-13
min = 7 [00111]
deleteMin():
-1 \ 0 1 \ 2 \ 3
(d, 12 [01100])
10 11 — 12-15 16
min = 10 [01010]
insert(e, 16 [10000] ):
| -1 | 0 | 1 | 2 | 3 |
(d, 12 [01100]) | (e, 16 [10000])
10 11 - 12-15 16

min = 10 [01010]
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Aufgabe 9  (Analyse: Laufzeit von Dijkstra’s Algorithmus)

Gegeben sei ein gerichteter Graph G = (V, E) mit |V| = n und |E| = m, sowie eine Kantengewich-
tungsfunktion ¢ : £ — Ra' .

a) Eine spezielle Priority Queue habe folgende Laufzeiteigenschaften:

e insert: O(logn)
e decreaseKey: O(1)
e deleteMin: O(y/m)

(ob eine Datenstruktur mit diesen Eigenschaften existiert und Dijkstra’s Algorithmus mit ihr
korrekt arbeitet, ist eine andere Frage, aber wir nehmen fiir diese Aufgabe an es ginge :-) )

Geben Sie eine kleinste obere Schranke fiir die Laufzeit von Dijkstra’s Algorithmus unter Verwen-
dung dieser Priority Queue an. Unter welcher Bedingung an das Verhéltnis der Anzahl Knoten
n zu Kanten m wird die Laufzeit linear in der Eingabegréfie? Die Eingabe erfolgt in Form einer
Adjazenzliste.

b) Geben Sie eine Klasse von Graphen an, fiir welche die Anzahl an deleteMin Operationen in
Dijkstra’s Algorithmus von einem beliebigen Knoten s zu einem beliebigen erreichbaren Knoten
t linear von der minimalen Pfadldnge p(s,t) abhéangt. Fiir die Klasse von Graphen muss weiter
m = O(nlogn) gelten.

Musterlésung;:

a) Allgemein gilt fiir die Laufzeit von Dijkstra’s Algorithmus:

O(m +m- TdecreaseKey (n) +n- (TdeleteMin (TL) + Ensert <n>))

Mit den angegebenen Laufzeiten eingesetzt ergibt sich:

O(m + nym + nlogn)

Unter den Forderungen n - /m = O(m) und nlogn = O(m) ist die Laufzeit linear in m. Dies
liisst sich umformen zu Q(n) = y/m und Q(nlogn) = m. Damit ergibt sich m = Q(n?).

b) Eine Klasse von Graphen, die diese Anforderungen erfiillt, lidsst sich wie folgt konstruieren:

Man bilde eine gerichtete Kette von n Knoten, verbunden durch Kanten mit Gewicht 1. Aufler-
dem fiige man von jedem Knoten i zu jeweils max(i, |[logn]) Nachfolgern eine Kante mit Gewicht
grofler der Distanz zwischen ¢ und dem jeweiligen Nachfolger j auf der Kette ein.

Beispiel mit 5 Knoten

Fiir die Anzahl an Kanten gilt nun:

|logn|

n—1
|1 1 1
m = Z |logn]| — Z i= Z |logn| — [log n] (Lzognj +1) € @(nlogn—log2n) € O (nlogn)
i=1
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Aufgabe 10  (Rechnen: A* Suche)

Gegeben sei der unten abgebildete Graph. An den Kanten sind Kosten fiir die Nutzung der Verbindung
eingetragen und die Knoten tragen Ortskoordinaten.

a) Ergénzen Sie den gegebenen Graphen um Knotenpotentiale fiir eine A* Suche von s nach t.

Verwenden Sie Knoten ¢ als Landmarke und die Manhatten-Distanz (= Einsnorm || - [|1) als
Abschitzung fiir die Entfernung zum Ziel.
Hinweis: || - ||y : |[(z1,51), (w2, 52)[[1 = y2 — y1 + 32 — 21

b) Tragen Sie die reduzierten Kantengewichte in den Graphen ein.

¢) Wieviele deleteMin Operationen fiithrt die A* Suche auf dem Graphen aus? Wieviele eine nor-
male Suche mit Dijkstra’s Algorithmus?

15



Musterlosung:

a) Knotenpotentiale pot(-) in Knoten eingetragen; Kantengewichte ¢(-) durch reduzierte Gewichte
e(+) : e(u,v) = c(u,v) + pot(v) — pot(u) ersetzt:

b) Siehe vorherige Teilaufgabe.

c) Die A* Suche benétigt 5 deleteMin Operationen, die normale Suche hingegen 8. Die entspre-
chenden Suchriume sind in den folgenden Abbildungen eingezeichnet. Die Knotennummerierung
gibt die Reihenfolge der deleteMin Operationen an.

Ax: Dijkstra:
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Aufgabe 11  (FEinfihrung+Analyse: Bidirektionaler Dijkstra)

In Vorlesung wurde eine bidirektionale Variante von Dijkstra’s Algorithmus angesprochen, die in die-
ser Aufgabe nidher untersucht werden soll.

Zur Wiederholung:

Gegeben sei —wie iiblich— ein gerichteter Graph G = (V, E) mit |V| = n und |E| = m, sowie eine
Kantengewichtungsfunktion ¢ : £ — Rar. Gesucht ist der kiirzeste Pfad p = (s, ..., t) zwischen zwei
Punkten s, t € V.

Fine bidirektionale Suche 16st dieses Problem wie folgt: Es werden zwei unidirektionale Suchen mit
Dijkstra’s Algorithmus gestartet. Die Vorwdrtssuche beginnt bei Knoten s und operiert auf dem
normalen Graphen G, auch Vorwdrtsgraph genannt. Die Riickwdrtssuche beginnt bei Knoten ¢ und
operiert auf dem Rickwdrtsgraph G" = (V, E") mit Kantengewichtungsfunktion ¢". Dieser Graph
entsteht aus G durch Umkehrung aller Kanten. Der Algorithmus scannt abwechselnd einen Knoten in
der Vorwirtssuche und in der Riickwértssuche, beginnend mit der Vorwértssuche.

Wird wéhrend des Scans von Knoten u Kante (u, v) relaxiert, so wird iiberpriift, ob die Distanz
dforward [V] + dbackward|[v] kleiner ist als die momentan minimale gefundene Distanz von s nach ¢ und
diese gegebenenfalls angepasst (dforward[v] gibt die bisher kiirzeste gefundene Distanz von s nach v
in der Vorwértssuche und dpackward[v] die bisher kiirzeste gefundene Distanz von v nach ¢ in der
Riickwértssuche an).

Sobald ein Knoten in einer Richtung gescannt werden soll, der bereits in der anderen Richtung gescannt
worden ist, kann die Suche beendet werden (Abbruchbedingung). Die aktuelle minimale gefundene
Distanz ist dann die tatsdchliche minimale Distanz zwischen s und t.

a) Zeichnen Sie den Riickwirtsgraph G” zum angegebenen Graphen. Geben Sie die Kantengewichte
c(a,d), c"(a,d) sowie c(b,e), ¢"(b,e) an.

(Kante (b, e) ist eine bidirektionale [bzw. ungerichtete] Kante)

b) Geben Sie an, in welcher Reihenfolge der unten angegebene Graph durchlaufen wird.

3 5
N R R N
O OO+ O+ ————7~0
3 5

¢) Zeigen Sie, dass die Abbruchbedingung korrekt ist.

d) Wann kann es passieren, dass die Suche nach dem Scan von Knoten u beendet wird, dieser aber
nicht Teil des kiirzesten Weges ist. Geben Sie ein Beispiel an.
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Musterlosung:

a) Riickwirtsgraph G":

Es sind einfach alle Pfeile umgedreht worden.

Kantengewichte:

c(a,d) =5, c"(a,d) =3

c(b,e) =2, c"(b,e) =2
Allgemein gilt c(u,v) = " (v, u).

b) Vorwirtssuche: Riickwartssuche:
3 5 3 5
O——06-6+0——"10 — OO0+ 0——0
3 5 3 5

O O O O

Die Zahlen in den Knoten geben die Reihenfolge an, in der Sie gescannt worden sind. Sobald
die Vorwirtssuche den Knoten mit Nummer 5 scannt, ist die Suche beendet, da er schon in
Riickwéartsrichtung gescannt wurde.

¢) Nehmen wir an, es existiere ein Knoten u, der in beiden Queues geléscht wurde, aber d(s,t) <
d(s,u)+d(u,t) sei noch nicht bekannt. Da die Knoten in streng monotoner Reihenfolge gescannt
werden, sind in der Vorwirtssuche bereits alle Knoten v mit d(s,v) < d(s,u) gescannt worden.
Gleiches gilt fiir Knoten v mit d(v,t) < d(u,t) in der Riickwértssuche. Betrachten wir den
kiirzesten Pfad p = {s = n1,...,ny = t}. Weiterhin betrachten wir den Knoten mit maximalem
i, so dass d(s,n;) < d(s,u) sowie den Knoten mit minimalem j, so dass d(n;,t) < d(u,t). Da
d(s,t) noch nicht bekannt ist, muss gelten: i < j — 2 (sonst wire die Distanz bekannt). Folglich
existiert aber ein Knoten n, in p mit d(s,n,) > d(s,u) sowie d(ng,t) > d(u,t). Damit wére aber
auch d(s,t) > d(s,u) + d(u,t) > d(s,t), was ein Widerspruch ist.

d) Der abgebildete Graph ist ein mogliches Beispiel.

Die Vorwiartssuche bearbeitet die Knoten in der Reihenfolge A,C,B,E,D. Die Riickwirtssuche
bearbeitet die Knoten in der Reihenfolge D,E,B,C,A. Nach drei abwechselnden Schritten wurde
B folglich in beiden Suchrdumen gescannt. Der kiirzeste Weg folgt aber der Route A,C,E,D.
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Aufgabe 12 (Analyse: Bidirektionaler Dijkstra)

a) Gegeben sei ein Gittergraph G mit allen Kantengewichten gleich 1. Wieviele Knoten wird eine
bidirektionale Suche besuchen in Abhéngigkeit von Abstand d zwischen Start und Ziel? Wieviele
die unidirektionale Suche?

Beispiel eines Gittergraphen
b) Geben Sie ein Beispiel an, in dem die bidirektionale Suche von s nach ¢ exponentiell weniger
Knoten besucht als die unidirektionale Suche.

¢) Geben Sie ein Beispiel, in dem die bidirektionale Suche von s nach ¢t mehr Knoten besucht als
die unidirektionale Suche.

d) Zeigen Sie, dass die bidirektionale Suche nie mehr als doppelt so viele Knoten besucht als die
unidirektionale Suche.
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Musterlosung:

a) Dijkstra’s Algorithmus scannt Knoten kreisféormig um den Startknoten. Fiir den Kreisumfang
gemessen in Knoten gilt im Gridgraph: u(r) = 2(r + 1) + 2(r — 2) = 4r (Einsnorm).
Im Falle der unidirektionalen Suche werden Kreise mit Radius 1 bis d — 1 vollsténdig und der
Kreis mit Radius d teilweise abgesucht. Damit werden Zf;é u(r)+1=1+4d(d—-1)/2+1 bis
Zfzo u(r) = 1+4d(d —1)/2 + 4d Knoten gescannt. Die zusétzliche 41 entspricht dem Scannen
des Startknotens.

Im Falle der bidirektionalen Suche werden fiir jede Richtung Kreise mit Radius 1 bis |d/2]
vollsténdig und der Kreis mit Radius |d/2]| 4+ 1 teilweise abgesucht. Damit werden zwischen
S L u(r) +1 = 1+ 4(1d/2))(|d/2) — 1)/2 + 1 und g u(r) = 1+ 4(d/2])(14/2] - 1)/2 +
4(1d/2] + 1) Knoten in jeder Richtung gescannt.

Vergleicht man beide Ergebnisse, so stellt man fest, dass die bidirektionale Suche nur ungeféhr
halb so viele Knoten scannt wie die unidirektionale Suche.

b) Von s wird ein Baum mit allen Kantengewichten gleich 1 aufgespannt, dessen Blitter iiber
jeweils eine Kante mit Gewicht n — 1 mit ¢ verbunden sind — bis auf ein Blatt, das iiber eine
Kante mit Gewicht 1 mit ¢ verbunden ist. Die unidirektionale Suche besucht alle n Knoten. Die
bidirektionale Suche besucht nur O(logn) Knoten.

c¢) Der abgebildete Graph ist ein mogliches Beispiel. Unidirektionale Suche scannt 5 Knoten, bidi-
rektionale Suche 9.

d) Sei k die Anzahl Knoten, die von der unidirektionalen Suche besucht werden. Die bidirektionale
Suche fithrt zwei unabhéngige unidirektionale Suchen aus. Dabei entspricht die Vorwértssuche
der unidirektionalen Suche. Beide Suchrichtungen wechseln sich ab und es wird mit der
Vorwértsrichtung begonnen. Hat die bidirektionale Suche 2k — 1 Schritte durchgefiihrt, entfallen
davon k auf die Vorwirtsrichtung. Die Vorwértssuche hat damit die gleichen k£ Knoten abgesucht
wie die unidirektionale Suche, einschliefllich des Zielknotens. Da er in der Gegenrichtung auch
schon abgesucht wurde (als erster Knoten), kann die Suche beendet werden.
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Aufgabe 13 (Analyse: Aquivalenzrelation)
Gegeben sei ein gerichteter Graph G = (V, F) und folgende Relation

v w gdw. es gibt Pfade (v,...,w) und (w,...,v) in G

fir v,w € V.
Zeigen Sie, dass <— eine Aquivalenzrelation ist.

Musterlésung;:
Um nachzuweisen, dass es sich um eine Aquivalenzrelation handelt, miissen Reflexivitit, Symmetrie
und Transitivitdt der Relation gezeigt werden:

Reflexivitit:
Alle Pfade (v) mit v € V existieren per Definition.

Symmetrie:

Sei v,w € V mit v +— w. Dann gibt es Pfade (v,...,w) und (w,...,v) in G. Damit gilt w +— v.
Transitivitit:

Sei u,v,w € V mit u +— v und v +— w. Dann gibt es Pfade (u,...,v) und (v,...,w) in G und
somit auch einen Pfad (u,...,v,...,w). Analog zeigt man, dass es einen Pfad (w,...,u) in G gibt.

Damit folgt u <— w. Also ist <—s transitiv.
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Aufgabe 14  (Analyse+Entwurf: Artikulationspunkte (*))

Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender, ungerichteter Graph. Ein Knoten v des Graphen G wird als
Gelenkpunkt bezeichnet, wenn dessen Entfernen die Zahl der Zusammenhangskomponenten erhoht.

a)

Zeigen Sie, dass es in jedem Graphen G ohne Gelenkpunkte und mit |V| > 3 immer mindestens
ein Knotenpaar (i,7), 4,7 € V, i # j gibt, so dass zwei Pfade P, = (i,...,j) und P, = (i,..., )
existieren, die bis auf die Endpunkte knotendisjunkt sind, d.h.: P, N Py = {3, j}.

Beweisen Sie in jedem Graphen G mit Gelenkpunkten die Existenz eines Knotens v, fiir den gilt:
Man kann einen Knoten w entfernen, so dass es von v aus keine Pfade mehr zu mindestens der
Hélfte der verbleibenden Knoten gibt.

Zeigen Sie, dass in einem zusammenhéingenden Graphen G = (V, E) stets ein Knoten v existiert,
so dass G nach Entfernen von v weiterhin zusammenhéngend ist.

Vervollstandigen Sie den angegebenen allgemeinen DFS-Algorithmus, so dass er in O(|V|+ |E|)
alle Gelenkpunkte eines ungerichteten Graphen berechnet. Geben Sie an, was die Funktionen
init, root(s), traverseTreeEdge(v,w), traverseNonTreeEdge(v,w) und backTrack(u,v)
machen.
Uberlegen Sie sich zuniichst, wie Sie mit Hilfe der DFS-Nummerierung Gelenkpunkte erkennen
koénnen.

Depth-first search of graph G = (V, E)
unmark all nodes
init
for all s € V do
if s is not marked then
mark s
root(s)
DFS(s,s)
end if
end for

procedure DFS(u,v : NodelD)
for all (v,w) € E do
if w is marked then
traverseNonTreeEdge(v,w)
else
traverseTreeEdge(v,w)
mark w
DFS(v,w)
end if
end for
backtrack(u,v)
end procedure
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Musterlosung:

a)

Sei v kein Gelenkpunkt. Da G ein zusammenh#ingendener, ungerichteter Graph mit |V| > 3 ist,
existieren zwei zu v benachbarte Knoten ¢ und j mit ¢ # j. Ein Weg zwischen ¢ und j geht
offensichtlich tiber den Pfad P; = (i, v, ). Wird v nun entfernt, fallen die Kanten (¢, v) und (v, )
weg. G bleibt zusammenhéngend, sonst wire v ein Gelenkpunkt. Dies bedeutet, dass es einen
weiteren Pfad P, zwischen ¢ und j geben muf3 und dass dieser disjunkt zu P; ist, da Knoten v
nicht mehr vorhanden ist.

Sei w ein Gelenkpunkt. Dann zerfillt G nach Wegnahme von v in zwei oder mehr Komponenten.
Eine Komponente K hat die minimale Anzahl von Knoten unter allen Komponenten. Da es
mindestens zwei Komponenten gibt und K die kleinere ist, kann K nicht mehr als |K| := M
Knoten besitzen. Wihlt man aus K einen Knoten v, so hat dieser offensichtlich zu weniger als
der Hélfte der verbleibenden Knoten einen Pfad.

Betrachte einen spannenden Baum des Graphen G. Jeder Blattknoten dieses Baumes kann ent-
fernt werden ohne dass der Graph zerfillt.

Das Problem kann per DFS gelost werden. Folgende Beobachtung liefert den Schliissel zur
Losung: Ein Knoten v ist immer dann ein Gelenkpunkt, wenn er keinen anderen Knoten er-
reichen kann, der eine niedrigere DFS-Nummer besitzt. Um dies festzustellen, miissen im DFS-
Algorithmus die minimal erreichbaren DFS-Nummern aller Unterbdume nach oben propagiert
werden. Der Startknoten der DFS ist allerdings ein Sonderfall und nur Gelenkpunkt, wenn er
mindestens zwei Kanten im DFS-Baum besitzt.

init: dfsPos= 1; finishingTime= 1; rootTreeEdgeCount= 0
root(s): dfsNum|s]|=dfsPos++; minimum[s] = dfsNum|s|; tree_root = s
traverseTreeEdge(v,w): dfsNum[w]:=dfsPos++; minimum|[w| = dfsnum[w]
if( v == tree_root )
rootTreeEdgeCount++

traverseNonTreeEdge(v,w): minimum[v] = min( dfsNum|w], minimum|v] )
backtrack(u,v): minimum[u] = min( minimum|u], minimum|[v] )
if( minimum[v] > dfsNum[u] )
if ( tree_root # u )
output(u)
if ( tree_root == u && rootTreeEdgeCount == 2)
output(u)
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Aufgabe 15  (Rechnen: SCC mit Tiefensuche)
Gegeben sei folgender Graph G = (V| E):

%/\Lof/—\oh

Fithren Sie den Algorithmus zur Bestimmung aller starken Zusammenhangskomponenten aus der
Vorlesung auf dem Graph G aus. Geben Sie nach jedem Schritt den Zustand von oReps, oNodes und
component an.

Musterlésung;:

Schritt 1: root(a)
oReps | a w a b ¢c d e f g h

oNodes | a component[w] | - - - - - - - -

Schritt 2: traverseTreeEdge(a,b)
oReps | ba w a b c d e f g h

oNodes | b a component[w] | - - - - - - - -

Schritt 3: traverseTreeEdge (b,c)
oReps | cba w a b c d e f g h

oNodes | ¢ b a component[w] | - - - - - - - -

Schritt 4: traverseTreeEdge (c,d)
oReps | dcba w a b c d e f g h
oNodes | dcba component[w] | - - - - - - - -

Schritt 5: traverseNonTreeEdge (d,b)
oReps ba w a b c d e f g h
oNodes | dcba component[w] | - - - - - - - -

Schritt 6, 7: backtrack(c,d), backtrack(b,c)
oReps b a w a b ¢c d e f g h

oNodes | dcba component[w] | - - - - - - - -

Schritt 8: traverseTreeEdge(b,e)
oReps eba w a b c d e f g h

oNodes | edcba component[w] | - - - - - - - -

Schritt 9: traverseNonTreeEdge (e,b)
oReps ba w a b c d e f g h

oNodes | edcba component[w] | - - - - - - - -

(Fortsetzung auf nichster Seite)
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Musterlosung:

Schritt 10: backTrack(b,e)
oReps b a
oNodes | edcba
Schritt 11: backTrack(a,b)
OReps | a
oNodes | a
Schritt 12: traverseTreeEdge(a,f)
oReps | fa
oNodes | fa
Schritt 13: traverseTreeEdge (f,h)
oReps | hfa
oNodes | hfa
Schritt 14: backtrack(f,h)
oReps | fa
oNodes | fa
Schritt 15: traverseTreeEdge(f,g)
oReps | gfa
oNodes | gfa
Schritt 16: traverseNonTreeEdge(g,e)
oReps | gfa
oNodes | gfa
Schritt 17: traverseNonTreeEdge(g,a)
oReps a
oNodes | gfa
Schritt 18: backtrack(f,g), backtrack(a,f)
oReps a
oNodes | gfa
Schritt 19: backtrack(a,a)
OReps |
oNodes

w

component [w]

w

(o8

component [w]

w

Q.

component [w]

w

Q.

component [w]

w

o,

=

component [w]

w

o,

=

component [w]

w

o,

=

=

component [w]

w

oL

=

=

component [w]

w

Q.

=

component [w]

W

o,

=

component [w]

Die starken Zusammenhangskomponenten sind also wie folgt:

‘ a b
a b
- b
a b
- b
a b
- b
a b
- b
a b
- b
a b
- b
a b
- b
a b
- b
a b
a b
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Aufgabe 16  (Analyse: Kiirzeste Wege)

2)

Betrachten Sie eine Suche mit bidirektionalem Dijkstra. Geben Sie eine Familie von Graphen
an, bei der ein ausgezeichneter Knoten u eine Anzahl an decreaseKey Operationen erfihrt, die
linear in der Lénge des kiirzesten Weges fiir jede mogliche Anfrage ist.

Bei manchen Algorithmen kann es sinnvoll sein, unterschiedliche Potentialfunktionen zu kombi-
nieren. Zeigen Sie in diesem Zusammenhang: Sind 7; und 7y giiltige Potentialfunktionen, so ist
auch 7 = % eine giiltige Potentialfunktion.

Bei der Durchfithrung von Dijkstras Algorithmus konnen kiirzeste Wege gespeichert werden,
indem Vorgéngerknoten gespeichert werden. Diese werden immer dann gedndert, wenn eine
bessere vorldufige Distanz gefunden wird. Dieses kann auch auf einem Graphen durchgefiihrt
werden, der negative Kantengewichte enthélt. Das Stopkriterium von Dijkstras Algorithmus
muss dafiir durch ein schwicheres Kriterium ersetzt werden: Es wird gestoppt, sobald keine
Verbesserung mehr gefunden werden kann. Zeigen Sie, wenn auf diese Art ein Kreis entsteht, so
ist dieser negativ.

d) (*) Dijkstras Algorithmus ist ein Spezialfall des allgemeinen Labeling Algorithmus. Der allge-
meine Labeling Algorithmus wéhlt eine beliebige Kante aus, die das Label des Zielknotens ver-
bessert. Geben Sie einen Graphen sowie eine Reihenfolge der Kanten an, so dass bei positiven
Kantengewichten eine exponentielle Zahl von Schritten ausgefithrt wird.

Hinweis: Achtung, schwierige Knobelaufgabe!
Musterlésung;:

a)

b)

Der abgebildete Graph mit n Knoten ist ein mogliches Beispiel.

uy

uy

2(n-(n-3))

2(n-(n-1))

Jeder kiirzeste Weg zwischen zwei Knoten geht entlang des dufleren Kreises. Wir bezeichnen
den mittleren Knoten mit u und die Knoten auf dem Kreis mit uwq bis u,_1 entsprechend der
Abbildung. Betrachten wir den Pfad wu;, ... u; mit ¢ > j und kiirzester Wegléange pu(i,7) =i — j.
O.b.d.A sei s = u; und t = u;. Die Vorwiértssuche fithrt zwischen 3(i —j)/4 und (i —j)/4 Schritte
entlang des Pfades aus (die Suchrichtungen wechseln sich ab und besuchen ggf. auch Knoten
auflerhalb des Pfades). Bis auf den ersten Schritt fithrt jeder dieser Schritte zu einer decreaseKey
Operation auf Knoten u. Schritte auflerhalb des Pfades fiihren zu keiner decreaseKey Operation
auf Knoten .

Es ist zu zeigen:
e 7 ist eine untere Schranke der Distanzfunktion: Es gilt: m (u) < p(u,t), sowie ma(u) < p(u,t)

fiir alle Knoten u € V. Daraus folgt: m(u) + m2(u) < 2p(u,t) und damit 7 < p(u, t).

e Die Kantengewichte sind nicht negativ: Fiir jede Kante (u,v) € E gilt: ¢((u,v)) + m1(v)
m1(u), sowie c¢((u,v)) + m2(v) > mo(u). Daraus folgt direkt: 2¢((u,v)) + m1(v) + m2(v)
71 (u) + m2(u) und somit ¢((u,v)) + w(v) > 7(u).

(A\VANY
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Musterlosung:

¢) Nehmen wir an, dass es einen solchen Kreis geben wiirde und dieser wire nicht negativ. Be-
trachten wir nun den Moment, in dem der Kreis zum ersten Mal geschlossen wird. Dies geschehe
an Knoten u. Der Kreis sei dabei bezeichnet als k = {u = ny,...,n;y = u}. Wenn der Kreis ein
positives Gewicht hétte, so wére d(s,u) + k > d(s,u) und somit wiirden wir den Vorgéinger von
u nicht auf ng_; setzen.

d) Der abgebildete Graph ist ein mogliches Beispiel.

)

Im allgemeinen Labeling Algorithmus kann die Ausfithrungsreihenfolge beliebig schlecht gewéhlt
werden. Der angegebene Graph erlaubt es, immer die komplette untere Reihe von Knoten abzu-
laufen, und dann dem zweiten Knoten dieser Reihe eine um 1 kleinere Distanz zuzuweisen. Dabei
kann jede der y/n Zeilen dazu genutzt werden, den ersten Knoten der darunter liegenden Reihe
v/n mal eine kiirzere Distanz zuzuweisen. Rekursiv ldsst sich somit eine Bearbeitungsreihenfolge
festlegen. Wir starten mit der Bearbeitung der untersten Zeile (in Serie). Wenn wir n Zeilen be-
arbeiten kénnen, so kénnen wir n + 1 Zeilen bearbeiten, indem wir \/n mal den zweiten Knoten
der obersten Reihe der n Reihen eine um 1 kiirzere Distanz als bisher bekannt zuweisen und da-
nach die Bearbeitung der n Reihen wiederholen. Somit ergibt sich eine Gesamtbearbeitungszeit

von \/ﬁ\/ﬁ Schritten.
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