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Themenubersicht

a Online Algorithmen
(Probleme mit beschrankter Information gut abschatzen)

Akhremtsev, Hespe:
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Online Algorithmen ST

Grundlagen

a Information kommt nach und nach an
m Entscheidungen / Berechnungen mit beschrankter Information

—» normalerweise supoptimale Lésungen

Beispiele

wm Ski Rental Problem

@ Job-Scheduling / Memory-Paging

m Streaming Algorithmen

® Suche in Labyrinthen / Routing in Kommunikationsnetzen
u

Akhremtsev, Hespe: Institut fir Theoretische Informatik
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Online Algorithmen ST

GltemaB

a Ein Online Algorithmus ALG hat einen kompetitiven Faktor

ALG(/)

C = Su
P oPT()

mit OPT optimaler Offline Algorithmus, / Probleminstanz
(hier fur Minimierungsprobleme; “Approximationsfaktor” c)

Einige Eigenschaften
@ ¢ = co mdglich — Online Algorithmus beliebig schlecht

® C = const. (normal nicht von ProblemgréBe abhangig)
aber ev. abhangig von weiteren Problemparametern

Akhremtsev, Hespe: Institut fir Theoretische Informatik
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Online Algorithmen ST

Ski Rental Problem

Generische Problembeschreibung
m kostenpflichtige Nutzung einer Leistung (alle Kosten > 0)

m einmalige Kosten K fur unbeschrankte Nutzung oder
m Kosten k < K fir jede Nutzung

a Anzahl Nutzungen n unbekannt
= (Wann) Soll man K fir unbeschrankte Nutzung zahlen?

Nomenklatur
@ Instanz / durch Anzahl Nutzungen n bestimmt
a OPT(I), ALG(I) = Gesamtkosten

Akhremtsev, Hespe: Institut fir Theoretische Informatik
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Online Algorithmen ST

Ski Rental s o o
m allgemein gilt ¢ = supp g,L,C'T}((Z))
B AT e Institut fiir Theoretische Informatik

Ubung 6 — Algorithmen I Algorithmik Il



Online Algorithmen ST

Ski Rental st for Technologie
m allgemein gilt ¢ = sup, g,LfT)((Z))
n-k nk<K e
a OPT(n) =
OPT(n) { K sonst
sofort K zahlen

i

1 k"/k' ‘n

5 Akhremtsev, Hespe: Institut fir Theoretische Informatik
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Online Algorithmen ST

Ski Rental nttat for Technologie
. : - ALG(n)
a allgemein gilt ¢ = supp OPT(n)
n-k nk<K e
PT(n) = ie K zahlen
» OPT(n) { K sonst
n-k n<x
a ALG(n) =
G( ) { (X — 1) . k + K SOﬂSt i, sofort K zahlen
(zahle K vor x-ter Nutzung) - OPT
e
1 k"/k ‘n
5 Akhremtsev, Hespe: Institut fir Theoretische Informatik
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Online Algorithmen
Ski Rental

= allgemein gilt ¢ = sup, g/LDGT}((Z))
_J n-k n k<K
» OPT(m) = { K  sonst

n-k n<x
.ALG(n)*{ (x—1)-k+ K sonst
(zahle K vor x-ter Nutzung)

Akhremtsev, Hespe:
Ubung 6 — Algorithmen I
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nie K zahlen

ALG, =2

| sofort K zahlen

J_,J OPT

K/k n
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Online Algorithmen ST

Ski Rental
: . - ALG(n)
a allgemein gilt ¢ = supp OPT(n)
nk nk<kK e
— nie K zahlen
= OPT(n) { K sonst
n-k n<x
= ALG, z =2
" ALG(n) { (x—1)-k+ K sonst - [ sofort K zablen
(zahle K vor x-ter Nutzung) - J—,J OPT
.
1 k"/k ‘n
= c=7
Akhremtsev, Hespe: Institut fir Theoretische Informatik
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Online Algorithmen ST

Ski Rental
= allgemein gilt ¢ = sup, g/LDGT}((Z))
ALG(n)
n-k n-k<K oPT(m)
a OPT(n) = { K sonst

(n-k n<x
lALG(n)—{ (x—1)-k+K sonst

(zahle K vor x-ter Nutzung)

T
n<z,nk<K n

Akhremtsev, Hespe: Institut fir Theoretische Informatik
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Online Algorithmen
Ski Rental

= allgemein gilt ¢ = sup, g/LDGT}((Z))
_J n-k n k<K
» OPT(m) = { K  sonst

[ n-k n<x
lALG(n)—{ (x—1)-k+K sonst

(zahle K vor x-ter Nutzung)

Akhremtsev, Hespe:
Ubung 6 — Algorithmen I

(z=Dk
K
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ALG(n)
OPT(n)

T T
n<az,nk <K n>x,nk>K n
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Online Algorithmen
Ski Rental

= allgemein gilt ¢ = sup, g/LDGT}((Z))
_Jf nk nk<K
» OPT(m) = { K  sonst

o[ TE

(zahle K vor x-ter Nutzung)

Akhremtsev, Hespe:
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sonst
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Online Algorithmen
Ski Rental

= allgemein gilt ¢ = sup, g/LDGT}((Z))
_J n-k n k<K
» OPT(m) = { K  sonst

o[ TE

(zahle K vor x-ter Nutzung)

Akhremtsev, Hespe:
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K—k
T

n<x
sonst

(z=Dk
K
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Online Algorithmen
Ski Rental

= allgemein gilt ¢ = sup, g/LDGT}((Z))
_J n-k n k<K
» OPT(m) = { K  sonst

o[ TE

(zahle K vor x-ter Nutzung)

=X

- (x—1)k

K—k
C—{ w H1xs
% +1 sonst

5 Akhremtsev, Hespe:
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K
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Online Algorithmen ST

Ski Rental

= allgemein gilt ¢ = sup, g/LDGT}((Z))
_J nk nk<K ¢
a OPT(n) - { K SOI’]S’[ IT\ |

[ n-k n<x
lALG(n)—{ (x—1)-k+K sonst

(zahle K vor x-ter Nutzung)

-

Kki1 x<XK i 3 -,
TOT ek
K + sonst

5 Akhremtsev, Hespe: Institut fir Theoretische Informatik
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Online Algorithmen ST

Ski Rental

T ALG
= allgemein gilt ¢ = supp OPT((’,?)
[ nk nk<K ‘
» OPT(n) = { K sonst x|
[ n-k n<x
.ALG(n)*{ (x—1)-k+ K sonst
(zahle K vor x-ter Nutzung) /
2- £ 4
K—k K , . -
B (x—1)k 1
K + sonst .
Sonderfall: Bezahle K, nutze nie!
= ALG(n) =K
= c=o

(entspricht x = 0)

5 Akhremtsev, Hespe: Institut fir Theoretische Informatik
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Online Algorithmen ST

Ski Rental

K—k K
1o xs g

Esgiltc=
{ LK 11 sonst

6 Akhremtsev, Hespe: Institut fir Theoretische Informatik
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Online Algorithmen AT

Ski Rental et

—k K
+1 X< %

L
Esgiltc=
{ ek L4 sonst

Frage: FUr welches x ist ¢ minimal?
= fur x = K ist ¢ minimal mitc =2 — £

6 Akhremtsev, Hespe: Institut fir Theoretische Informatik
Ubung 6 — Algorithmen Il Algorithmik Il
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Online Algorithmen ST

Ski Rental

K—k K
1o xs g

Esgiltc=
{ LK 11 sonst

Frage: FUr welches x ist ¢ minimal?
= fur x = K ist ¢ minimal mitc =2 — £

Zahlenbeispiel: K =100,k =10=c¢=1.9

Akhremtsev, Hespe: Institut fir Theoretische Informatik
Ubung 6 — Algorithmen Il Algorithmik Il
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Online Algorithmen ST

Ski Rental

K—k K
1o xs g

Esgiltc=
{ LK 11 sonst

Frage: FUr welches x ist ¢ minimal?
= fur x = K ist ¢ minimal mitc =2 — £

Zahlenbeispiel: K =100,k =10=c¢=1.9

Bester randomisierter Algorithmus: c =e/(e—1) ~ 1.58

Akhremtsev, Hespe: Institut fir Theoretische Informatik
Ubung 6 — Algorithmen Il Algorithmik Il
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Online Algorithmen ST

Doubling Strategie

Doubling
m Strategie fir Online/Offline Approximationsalgorithmen

Idee
m schéatze Lésung konservativ ab (eher zu kleine Schatzung)
m prife, ob Problem geldst

m falls nicht erfolgreich, vergrdéBere Schatzung geometrisch
(z.B. verdoppeln, verdreifachen, ...)

Akhremtsev, Hespe: Institut fir Theoretische Informatik
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Online Algorithmen ST

Online Bidding

Problembeschreibung
a Unbekannter Zielwert U > 1
m Bieter gibt eine Reihe an Geboten (b;) ab bis by > U

m Bieter muss Summe der Gebote Zﬁ;o b; bezahlen
= Wie kann der Bieter mdglichst geschickt vorgehen?

Nomenklatur
m Losung durch Reihe (b;) beschrieben
m OPT(I), ALG(I) = summierten Kosten

Akhremtsev, Hespe: Institut fir Theoretische Informatik
Ubung 6 — Algorithmen Il Algorithmik Il
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Online Algorithmen ST

Online Bidding

Optimaler Offline Algorithmus
a kennt den Zielwert U

a folglich bietet er direkt by = U
= OPT =U

Kompetitiver Faktor

C:SUp{bo—’—b1 —L”.erk 3 oI <U§bk}
k.U

m Strategien sind z.B. (a) bj=i-x, (b) bj=a- x’'

Akhremtsev, Hespe: Institut fir Theoretische Informatik
Ubung 6 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Online Algorithmen ST

Online Bidding

Analyse: (a) bj =i - x (x >0)
m worstcase: by 1 =(k—1)-x=U—¢e(k >0 -0

bo U

Gebote

Kosten

Institut fiir Theoretische Informatik

10 Akhremtsev, Hespe:
Algorithmik Il
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Online Algorithmen ST

Online Bidding

Analyse: (a) bj =i - x (x >0)
m worstcase: by 1 =(k—1)-x=U—¢e(k >0 -0

by

Gebote

\ T

Kosten

Institut fiir Theoretische Informatik

10 Akhremtsev, Hespe:
Algorithmik Il
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Online Algorithmen ST

Online Bidding

Analyse: (a) bj =i - x (x >0)
m worstcase: by 1 =(k—1)-x=U—¢e(k >0 -0

Gebote

b2

\ 2z

Kosten

Institut fiir Theoretische Informatik

10 Akhremtsev, Hespe:
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Online Algorithmen ST

Online Bidding

Analyse: (a) bj =i - x (x >0)
m worstcase: by 1 =(k—1)-x=U—¢e(k >0 -0

Gebote

b3

\ 3z

Kosten

Institut fiir Theoretische Informatik

10 Akhremtsev, Hespe:
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Online Algorithmen ST

Online Bidding

Analyse: (a) bj =i - x (x >0)
m worstcase: by 1 =(k—1)-x=U—¢e(k >0 -0

Gebote

by

\ 4z

Kosten
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Online Algorithmen ST

Online Bidding

Analyse: (a) bj =i - x (x >0)
m worstcase: by 1 =(k—1)-x=U—¢e(k >0 -0

Gebote

Kosten
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Online Algorithmen ST

Online Bidding

Analyse: (a) bj =i - x (x >0)
m worstcase: by 1 =(k—1)-x=U—¢e(k >0 -0

Gebote

bi
\ kx

Kosten

Institut fiir Theoretische Informatik

10 Akhremtsev, Hespe:
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Online Algorithmen
Online Bidding

Karlsruher Institut fur Technologie

Analyse: (a) bj =i - x (x >0)
m worstcase: by 1 =(k—1)-x=U—¢e(k >0 -0

bo

Gebote

b,
y Uk

Kosten

Institut fiir Theoretische Informatik

10 Akhremtsev, Hespe:
Algorithmik II
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Online Algorithmen
Online Bidding

Karlsruher Institut fur Technologie

Analyse: (a) bj =i - x (x >0)
m worstcase: by 1 =(k—1)-x=U—¢e(k >0 -0

bo

Gebote

Fliche A~ $kx - (k+1)

b,
y Uk

Kosten

Institut fiir Theoretische Informatik

10 Akhremtsev, Hespe:
Algorithmik II
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Online Algorithmen AT

Online Bidding

Analyse: (a) bj =i - x (x >0)
m worstcase: by 1 =(k—1)-x=U—¢e(k >0 -0

= Anzahl Gebote: k +1 = (%+1)+1 §%+2

= ALG=YK,i-x=J(k+1)k-x
ALG 1 (U u
= C=0
g b
2
|
&)
Fliche A~ $kx - (k+1)
by,
Kosten >
10 Akhremtsev, Hespe: Institut fiir Theoretische Informatik
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Online Algorithmen
Online Bidding ettt s ool

Analyse: (a) bj =i - x (x >0)
m worstcase: by 1 =(k—1)-x=U—¢e(k >0 -0

= Anzahl Gebote: k +1 = (%+1)+1 §%+2

— ALG=YK i x= 2(k+1)k~x
ALG ~ u
= B < +2)(F+1)-x o
= C =00 (unabhangig von x schlecht)
|
g b
2
|
&
Fliche A~ $kx - (k+1)
by,
Kosten >
10 Akhremtsev, Hespe: Institut fiir Theoretische Informatik
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Online Algorithmen ST

Online Bidding

Analyse: (b) b= a-x' (x - 1)
m worstcase:b,_1=a-xk1"=U—¢ek-0: 0

bo U

Gebote

-

axr

Kosten

11 Akhremtsev, Hespe: Institut fiir Theoretische Informatik
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Online Algorithmen ST

Online Bidding

Analyse: (b) b= a-x' (x - 1)
m worstcase:b,_1=a-xk1"=U—¢ek-0: 0

by

Gebote

-
=

axr

Kosten

11 Akhremtsev, Hespe: Institut fiir Theoretische Informatik
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Online Algorithmen ST

Online Bidding

Analyse: (b) b= a-x' (x - 1)
m worstcase:b,_1=a-xk1"=U—¢ek-0: 0

2 U
2 b
&)
\ azr?
Kosten >
11 Akhremtsev, Hespe: Institut fiir Theoretische Informatik
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Online Algorithmen ST

Online Bidding

Analyse: (b) b= a-x' (x - 1)
m worstcase:b,_1=a-xk1"=U—¢ek-0: 0

Gebote

Institut fiir Theoretische Informatik

11 Akhremtsev, Hespe:
Algorithmik Il
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Online Algorithmen ST

Online Bidding

Analyse: (b) b= a-x' (x - 1)
m worstcase:b,_1=a-xk1"=U—¢ek-0: 0

Gebote

by,

-
IS
=

Kosten

11 Akhremtsev, Hespe: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 6 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Online Algorithmen
Online Bidding

Karlsruher Institut fur Technologie

Analyse: (b) b= a-x' (x - 1)
m worstcase:b,_1=a-xk1"=U—¢ek-0: 0

Gebote

-

Kosten

Institut fiir Theoretische Informatik

11 Akhremtsev, Hespe:
Algorithmik Il
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Online Algorithmen
Online Bidding

Analyse: (b) bj=a- x' (x - 1)

m worstcase:b,_1=a-xk1"=U—¢ek-0: 0

Fléche A ~

Gebote

-

Kosten

11  Akhremtsev, Hespe:
Ubung 6 — Algorithmen I
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Online Algorithmen
Online Bidding

Analyse: (b) b= a-x' (x - 1)
worstcase: b1 =a-xk1'=U—¢e(k -0 0

[}

U

Akhremtsev, Hespe:
Ubung 6 — Algorithmen I

Anzahl Gebote: k +1 = (Iogx(%) + 1) +1< '09x%+2

ALG=Y[ a x' = a(ko1) a9 a2 1) a(Yx-1)

= x—1 = x—1 - x—1
ALG ~ x2 _ __ a
OPT = x—1  x-1)U
< X
C= 3=
2
Q)
< Fliiche A ~ & 2=1)
O x

>
>

Kosten

Karlsruher Institut fur Technologie

Institut fiir Theoretische Informatik

Algorithmik Il
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Online Algorithmen
Online Bidding

Analyse: (b) b= a-x' (x - 1)
worstcase: b1 =a-xk1'=U—¢e(k -0 0

[}

b 4 U

Akhremtsev, Hespe:
Ubung 6 — Algorithmen I

Anzahl Gebote: k +1 = (Iogx(%) + 1) +1< '09x%+2

ALG = Yk ja.xi — 2021 aE ) a(feo)

x—1 - x—1 - T x—1
ALG ~ x2 _ __ a
OPT — x—1 x-1U
2

c< x)i1 (minimal fir x = 2 = ¢ < 4)

g

Q)

3 Flache A ~ “'(z::—l)

\ s

Kosten

Karlsruher Institut fur Technologie

Institut fiir Theoretische Informatik

Algorithmik Il



Online Algorithmen ST

Online Bidding

Beweis, dass ¢ = 4 untere Schranke ist

12 Akhremtsev, Hespe: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 6 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Online Algorithmen ST

Online Bidding

Beweis, dass ¢ = 4 untere Schranke ist
a Definiere:
w s =YK b

_ Skt
B Yk =

12 Akhremtsev, Hespe: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 6 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Online Algorithmen ST

Online Bidding

Beweis, dass ¢ = 4 untere Schranke ist

a Definiere:
B S = Z;(:O b;
S,
" Yk= 5

@ Annahme: es existiert ¢ < 4 mit fj—’l‘( <c fa. k, U (U, = b 1 +ep)

12 Akhremtsev, Hespe: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 6 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Online Algorithmen ST

Online Bidding

Beweis, dass ¢ = 4 untere Schranke ist

a Definiere:
B S = Z;(ZO b;
S,
" Yk= 5

@ Annahme: es existiert ¢ < 4 mit fj—’l‘( <c fa. k, U (U, = b 1 +ep)

= Skp1 < C- (bk +eky1) = c(Sk — Sk—1 + €k11)

12 Akhremtsev, Hespe: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 6 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Online Algorithmen
Online Bidding

Beweis, dass ¢ = 4 untere Schranke ist
a Definiere:

a Sk—zl Ob/
CR7 5k+1

(] Annahme. es existiert ¢ < 4 mit fj—’l‘( < c fa. k, Uy

= Skt < C- (by +€xy1) = C(Sk — Sk—1+ €ky1)

N 1 € C-€
= Ye<c(l =5+ < § Y1+ 5

12 Akhremtsev, Hespe:
Ubung 6 — Algorithmen I

ST

t fur Technologie

(Ux = bx—1 +€k)

1 1
(»§,m|t1 - <%

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il
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Online Algorithmen
Online Bidding

Beweis, dass ¢ = 4 untere Schranke ist
a Definiere:

a Sk—zl Ob/
CR7 5k+1

(] Annahme. es existiert ¢ < 4 mit fj—’l‘( < c fa. k, Uy

© Sk < C- (bt €xq1) = C(Sk — Sk—1+ €ky1)

€ Cce€
= Yk <o(l— gl + %) < § Yt + 55

= W< § Yk 27K

Akhremtsev, Hespe:
Ubung 6 — Algorithmen I

ST

t fur Technologie

(Ux = bx—1 +€k)

(g mit1—%<7%)
(mit ek 1 = k%)

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



Online Algorithmen AT

Online Bidding oo

Beweis, dass ¢ = 4 untere Schranke ist

a Definiere:
w s =YK b
CR7 5k+1

. Annahme. es existiert ¢ < 4 mit 1377( <c fa. k U (U =be i +ep)

~ Skp1 < C- (bk+6k+1)—C(Sk—Sk 1+ €ki1)
= Yk <c(l =y + L) < £y g S (&, mit1 -1 <X
= Wk<§ k127K (mit et = e
= Yk<(§) Yk +2 K< (§)2 y o+ 27k g2k

<< 9k 2y pa Sty paTh (SRR

12 Akhremtsev, Hespe: Institut fiir Theoretische Informatik
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Online Algorithmen AT

Online Bidding oo

Beweis, dass ¢ = 4 untere Schranke ist

a Definiere:
w s =YK b
CR7 5k+1

. Annahme. es existiert ¢ < 4 mit 1877( <c fa. k U (U =be i +ep)

Sk+1 < C- (bk+€k2-1) = C(Sk—Sk 1:r€k+1)
= Yk <c(l =y + L) < £y g S (o, mit1—1<%)
= W< § Y27k (mit 1 = Tor
= < () et K< (97 y o+ §2 kD 27k

<< (Rt aote . p2 k(R 2+ (1-279)
= Sk < ((§)k2 s3+(1 272)) . s, < sk (fur groBe k)

12 Akhremtsev, Hespe:

Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 6 — Algorithmen I
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Online Algorithmen AT

Online Bidding oo

Beweis, dass ¢ = 4 untere Schranke ist

a Definiere:
w s =YK b
CR7 5k+1

. Annahme. es existiert ¢ < 4 mit 1877( <c fa. k U (U =be i +ep)

= Skp1 < C- (bk +6k2-1) = C(Sk — Sk_1 j€€k+1)

= Yk <c(l =y + L) < £y g S (o, mit1—1<%)

= V< § Y1 t27h (mit ex1 = cor

= < (9 ka2 < (9B o+ g2k pok
<< (Rt aote . p2 k(R 2+ (1-279)

= Sk < ((§)k2. s3 +(1-272)) s, < sk (fur groBe k)

a Widerspruch! Annahme falsch.
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Online Algorithmen ST

Zusammenfassung

Wissenswert (nicht erschépfend!)
a kompetitiver Faktor ¢

a® Doubling Technik

m Ski Rental Problem

Typische Fragestellungen

m Gegeben sei Algorithmus X. Wie grof3 ist sein kompetitiver Faktor?
m Geben Sie einen Algorithmus mit kompetitivem Faktor ¢ an.

m Bestimme untere Schranke fur kompetitiven Faktor ¢ von Problem P.
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Ende! T

>

Feierabend!
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