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Themenubersicht

Randomisierte Algorithmen

@ Grundlagen

m Verifikation von Matrix-Matrix Multiplikation
a Coupon Collector Problem

Speichermodell

m Parallel Disk Model
m Speicherlatenzen
m BlockgréBen

Ergédnzendes Material: I/O-effizientes Design
m Basistechniken

m externe Prioritatslisten
m externe Sortieren
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Randomisierte Algorithmen
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Randomisierte Algorithmen
Ubersicht

m Las Vegas Algorithmus

m immer korrekte/optimale Lésung
m Laufzeit ist Zufallsvariable

— erwartete Laufzeit [E[T]
m Bsp.: Quicksort

® Monte Carlo Algorithmus

m falsche/suboptimale Losung mdglich
— mit Wahrscheinlichkeit p

a deterministische Laufzeit

a Bsp.: Miller-Rabin Primzahltest,

nicht vorbereiteter Student beim multiple-choice Test
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Randomisierte Algorithmen AT

Monte Carlo Simulation

@ Monte Carlo Simulation

a nicht zu verwechseln mit Monte Carlo Algorithmus!

m Zufallsexperimente sehr oft ausfiihren

m je langer / 6fter ausgeflhrt, desto bessere Ergebnisse
m Alternative zur analytischen Lésung
m Verteilungsfunktion unbekannter Zufallsvariablen
m Nachbildung komplexer Prozesse

Yy

4 Lamm, Hespe: Institut fir Theoretische Informatik
Ubung 6 — Algorithmen Il Algorithmik Il



5

Randomisierte Algorithmen

Las Vegas — Monte Carlo

geg: Las Vegas Algorithmus mit erwarteter Laufzeit E[T| = f(n)
ges: Monte Carlo Algorithmus mit Laufzeit O(f(n)), Fehlerrate p

Idee: Abbruch nach Zeit af(n)
@ Ausgabe FALSCH, wenn Algorithmus abgebrochen wurde
@ P[T > af(n)] < 1/a (Markov Ungleichung)

— Monte Carlo Algorithmus mit Laufzeit af(n) und Fehlerrate p = 1/«
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Randomisierte Algorithmen E

Monte Carlo N Las Vegas Veremﬂ{e Staaten von Amerika

geg: Monte Carlo Algorithmus mit Laufzeit O(f(n)), Fehlerrate p,
Korrektheit in O(g(n)) prufbar
ges: Las Vegas Algorithmus mit erwarteter Laufzeit E[T]

Idee: Wiederhole MC bis korrekte Ergebnis gefunden
m Laufzeit T <i-O(f(n) + g(n)) (i Schritte benstigy)
w E[T] <E[i]-O(f(n) +g(n))
w E[] =X kP (1-p) = 55
(nach =p_ 4 kx* = x/(1—x)2, x < 1)

— Las Vegas Algorithmus mit erwarteter Laufzeit E[T] < %w

6 Lamm, Hespe: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 6 — Algorithmen Il Algorithmik Il



7

Randomisierte Algorithmen AT
Matrix-Matrix Multiplikation

Aufgabe: Uberpriife, ob X - Y = Z fir Matrizen X, Y, Z

m deterministisch:

a berechne X - Y und vergleiche mit Z
— Laufzeit O(n®) (naiv), O(n?37) (best)

m randomisiert:

a Wahle 0-1 Vektor r = (ry, ..., rn) zufallig
a Wenn X(Yr) = Zr dann KORREKT, sonst FALSCH
- Laufzeit O(n?)

Behauptung: Wenn XY # Z dann P[XYr = Zr] < 0.5
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Randomisierte Algorithmen AT
Matrix-Matrix Multiplikation

Behauptung: Wenn XY # Z dann P[XYr = Zr] < 0.5

Definitionen:
a A=XY,B=Z7

Annahme: A # B; Wann ist dann Ar = Br?
m dij: A,"j 75 B,"j
m Seia:= A;und b := B;(A;: ite Zeile von A)
® = Zk#j Ay Ik und ‘B = Zk#] bkrk
= ar = a+ g;jryund br = a + bjr;
= ar—br=(a—p)+(a—bj)r
® Annahme: Werte far ry_;_1 ;1. bereits festgelegt
— noch 2 Mdglichkeiten fur r;, Gleichheit bei maximal einer

= Prlar — br = 0] = Pr[r; = a”;:gj] <3

—» Fehlerrate p < 0.5
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Randomisierte Algorithmen AT
Matrix-Matrix Multiplikation
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Randomisierte Algorithmen AT
Matrix-Matrix Multiplikation

Behauptung: Wenn XY # Z dann P[XYr = Zr] < 0.5

Definitionen:
m A=XY,B=27

A z B
Annahme: A # B; Wann ist dann Ar = Br? , /T\ )
a Ell,j : A,"j 7& B,"j N ﬁ)”/
m Seia:= A;und b := Bj(A: e Zeile von A) ’

K= Z,@éj ayry, und ‘B = Zk;ﬁj by ric
= ar = a+ g;jryund br = a + bjr;
= ar—br=(a—p)+(a—bj)r
® Annahme: Werte far ry_;_1 ;1. bereits festgelegt
— noch 2 Mdglichkeiten fur r;, Gleichheit bei maximal einer

= Prlar — br = 0] = Pr[r; = a";:gj] <3
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Randomisierte Algorithmen AT
Matrix-Matrix Multiplikation

Beschleunigung durch probability boosting

(nur bei p < 0.5 schnelle Konvergenz)

m Wiederhole Test kK mal mit unterschiedlicher Wahl von r
m Ein Test liefert FALSCH

— AB # C, fertig 1,07

® Alle Tests liefern KORREKT ool

— false positive mit Wahrscheinlichkeit 071

IP[ABr = Cr] < 0.5% 061

P05

0,4

— Laufzeit O(kn?) 031
(linear langere Laufzeit bei exponentiell weniger Fehler) 2?
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Coupon Collector AT

Institut f Technologie.

Muslipackungen enthalten jeweils eine von n verschiedenen
Sammelkarten. Wie viele Packungen muss ich kaufen um alle Karten
beisammenzuhaben?
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Institut f Technologie.

Muslipackungen enthalten jeweils eine von n verschiedenen
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Coupon Collector AT

Muslipackungen enthalten jeweils eine von n verschiedenen
Sammelkarten. Wie viele Packungen muss ich kaufen um alle Karten

beisammenzuhaben?

® X = # Packungen bis mind. eine von jeder Karte

m X =YX, mitX; =# Packungen wahrend ich i — 1 Karten hatte
m X; sind geometrische Zufallsvariablen mit p; = 1 — =1

u E[Xj]| = é = n77+1
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Coupon Collector AT

Muslipackungen enthalten jeweils eine von n verschiedenen
Sammelkarten. Wie viele Packungen muss ich kaufen um alle Karten
beisammenzuhaben?
® X = # Packungen bis mind. eine von jeder Karte
m X =YX, mitX; =# Packungen wahrend ich i — 1 Karten hatte
m X; sind geometrische Zufallsvariablen mit p; = 1 — =1
u E[X] = é = n77+1
w E[X]=E[Y ], X] =X/ E[X] (Linearitat des Erwartungswertes)

n n _ n 1
® =) T T Nie T
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Harmonische Zahlen AT

Karlsruher Institut fur Technologie

a Hn — 2?21 1
_ n 1 1 _
Inn= fx 1 x X ax < Z2171 T Li=2 7 < fx 1 X dx = Inn

1.0

0.8

0.6

a Inn<H, <Ihn+1
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Coupon Collector AT

Muslipackungen enthalten jeweils eine von n verschiedenen
Sammelkarten. Wie viele Packungen muss ich kaufen um alle Karten
beisammenzuhaben?
® X = # Packungen bis mind. eine von jeder Karte
m X =YX, mitX; =# Packungen wahrend ich i — 1 Karten hatte
m X; sind geometrische Zufallsvariablen mit p; = 1 — =1
u E[X] = é = n77+1
w E[X]=E[Y ], X] =X/ E[X] (Linearitat des Erwartungswertes)

_n n _ n 1__
® =Y mpr = il 7= nHa < ninn+n

12 Lamm, Hespe:

Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 6 — Algorithmen I

Algorithmik Il



K

Karlsruher Institut fur Technologie

Speichermodell
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Speichermodell AT

m Vitter und Shriver:
a Parallel Disk Model (PDM)

m Speicherzugriffe in Blécken
a Blockzugriffe minimieren — Datenlokalitat

m Muster wiederholt sich in
Speicherhierarchie immer wieder
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Speichermodell AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Latenzen

1 CPU cycle 0.3ns 1s
Level 1 cache access 09ns 3s
Level 2 cache access 2.8ns 9s
Level 3 cache access 129ns 43s
Main memory access 120 ns 6 min
Solid-state disk 1/0 50-150 ps 2-6 days
Rotational disk I/0 1-10 ms 1-12 months
Internet: SF to NYC 40 ms 4 years
Internet: SF to UK 81 ms 8 years
Internet: SF to Australia 183 ms 19 years
OS virtualization reboot 4s 423 years
SCSI command time-out 30s 3000 years
Hardware virtualization reboot 40's 4000 years
Physical system reboot 5m 32 millenia

15 Lamm, Hespe: Institut fiir Theoretische Informatik
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I/O-effizientes Design AT

m nicht nur relevant bei Disk-1/0

m Beispiel: kiirzeste Wege-Baume auf groBen StraBennetzen
(z.B. Europa)

a Dijkstra (annahernd linear): ~ 3 — 5 Sek.
m Breitensuche (untere Schranke?): = 2 Sek.

16 Lamm, Hespe: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 6 — Algorithmen Il Algorithmik Il



I/O-effizientes Design AT

m nicht nur relevant bei Disk-1/0

m Beispiel: kiirzeste Wege-Baume auf groBen StraBennetzen
(z.B. Europa)

a Dijkstra (annahernd linear): ~ 3 — 5 Sek.
m Breitensuche (untere Schranke?): = 2 Sek.
@ PHAST (linearer Scan): < 0.2 Sek.
Random Lookups
¥~
CEATT T T T I T T T T T T T I T T T ITTT0]
Linearer Scan
16 Lamm, Hespe: Institut fiir Theoretische Informatik

Ubung 6 — Algorithmen Il Algorithmik Il



I/O-effizientes Design AT

m nicht nur relevant bei Disk-1/0

m Beispiel: kiirzeste Wege-Baume auf groBen StraBennetzen
(z.B. Europa)

a Dijkstra (annahernd linear): ~ 3 — 5 Sek.

m Breitensuche (untere Schranke?): = 2 Sek.

@ PHAST (linearer Scan): < 0.2 Sek.
Random Lookups

¥~
LTI T I T I T T T T T T T T T T T T T T T TTT0]

Linearer Scan

m Strukturierter Zugriff als wichtiges Designprinzip
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BlockgroéBen AT

Einflussfaktoren

® Tgeek: Positionierungszeit

a Wpax: maximale Bandbreite
— Lesedauer: T = Tgeek + B/ Wmax

Optimale BlockgroBe

a Beispiel: RAM
® Tseek = 30 ns (Zykluszeit)
& Wpax ~ 25 GB/s

a Anzahl Blécke pro Zeile: R = 128
m Ziel: 95% Auslastung der Bandbreite bei sequenziellem Lesen

- W= % =B/ (11T3Tseek +B/ Wmax> = 0.95 - Winax

Institut fiir Theoretische Informatik
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Ende! T

>

Feierabend!
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Ergénzendes Material
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|/O-effizientes Design
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I/O-effizientes Design AT

Grundlegende Techniken

m Zugriffsmuster

m Sortieren

m Prioritdtswarteschlangen

m Stack / Queue
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I/O-effizientes Design AT

Grundlegende Techniken

m Zugriffsmuster

m Random Access erwartet O(n) I/Os
a Linearer Scan O(n/B) I/Os

m Sortieren

a O <%n (1 =+ ﬂogM/B %W)) 1/Os
m lokale Kriterien
m oft vorbereitend fiir linearen Scan

m Prioritdtswarteschlangen

m ~ sort(n) I/Os
m nutzbar als Warteliste: ,Speicherzugriff auf spater verschieben®

m Stack/ Queue
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Externe Priority Queue AT

Institut f Technologie.

m sortierte Teilsequenzen
m Einflgepuffer (interne PQ)
m Merger (interne PQ)
m Operationen:

B Insert
B DeleteMin — 1 1

_i T 7_ Z;rgor Einfiigebuffer (PQ)
| | [ ]
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