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Spezielle Priority Queues AT

monoton, ganzzahlig

Bedingungen
m positive, ganzzahlige Schllssel
m neue/geanderte Schlissel > minimaler Schllissel min

® maximales Schllisselinkrement C
(bezogen auf minimalen Schliissel min)
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Spezielle Priority Queues AT

monoton, ganzzahlig

Warum das Ganze?

m spezialisierte Datenstruktur — schneller
m Dijkstras Algorithmus

Idee
m speichere Schllssel in Buckets statt Baumen
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Spezielle Priority Queues AT

Dijkstras Algorithmus

Laufzeit Dijkstras Algorithmus
® Tpjkstra = O(M - Tyecreasekey + N+ (Tdeletemin + Tinsert))

amortisierte Laufzeiten

o(+) Bin. Heap Fib. Heap  Bkt. Queue Radix Heap
T decreasekey log n 1 1 1
Tinsert log n 1 1 log C
T deleteMin log n log n C log C
Tpjkstra (m+n)logn m+nlogn  m+nC m—+ nlog C
4 Heuer, Lamm: Institut fir Theoretische Informatik
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Bucket Queues AT

Aufbau:
m zirkulare Liste aus Buckets B[]

a Variable mit minimalem Schlissel min
(der in die Datenstruktur aufgenommen werden kann)

® min: letzter deleteMin-SchlUssel, initialisiert mit 0

gegeben:
m max. Schlisselinkrement C — # Buckets |B| = C + 1

min = [value]

C0123456789)

C=9—|Bl=C+1=10
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Bucket Queues AT

Ablauf:
insert: Einflgen in Bucket Blkey mod(C + 1)] o(1)
deleteMin: Entfernen aus Bucket B[min mod(C + 1)] O(C)
(bzw. aus erstem nicht-leeren Folgebucket)
decreaseKey: Verschieben von altem in neuen Bucket o(1)
Beispiel:
® insert(a,b)
® insert(b,7) min = [value]
B deleteMin()
@ insert(c,13) Qg 1 5 3 4 5 6 7 8§ gj
® insert(d,13)
® insert(e,11)
® decreaseKey(c,11)
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Bucket Queues AT

Ablauf:
insert: Einflgen in Bucket Blkey mod(C + 1)] o(1)
deleteMin: Entfernen aus Bucket B[min mod(C + 1)] O(C)
(bzw. aus erstem nicht-leeren Folgebucket)
decreaseKey: Verschieben von altem in neuen Bucket o(1)
Beispiel:
® insert(a,b)
® insert(b,7) min = 0 c=9
B deleteMin()
@ insert(c,13) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 E)j
® insert(d,13)
® insert(e,11)
® decreaseKey(c,11)
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Bucket Queues AT

Ablauf:
insert: Einflgen in Bucket Blkey mod(C + 1)] o(1)
deleteMin: Entfernen aus Bucket B[min mod(C + 1)] O(C)
(bzw. aus erstem nicht-leeren Folgebucket)
decreaseKey: Verschieben von altem in neuen Bucket o(1)
Beispiel:
® insert(a,b)
® insert(b,7) min =0 ] c=9
® deleteMin() (a.5)
@ insert(c,13) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 E)j
® insert(d,13)
® insert(e,11)
® decreaseKey(c,11)
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Bucket Queues AT

Ablauf:
insert: Einflgen in Bucket Blkey mod(C + 1)] o(1)
deleteMin: Entfernen aus Bucket B[min mod(C + 1)] O(C)
(bzw. aus erstem nicht-leeren Folgebucket)
decreaseKey: Verschieben von altem in neuen Bucket o(1)
Beispiel:
® insert(a,b)
@ insert(b,7) min =0 c=9
® deleteMin() (2.5) (b7)
@ insert(c,13) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 E)j
® insert(d,13)
® insert(e,11)
® decreaseKey(c,11)
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Bucket Queues AT

Ablauf:
insert: Einflgen in Bucket Blkey mod(C + 1)] o(1)
deleteMin: Entfernen aus Bucket B[min mod(C + 1)] O(C)
(bzw. aus erstem nicht-leeren Folgebucket)
decreaseKey: Verschieben von altem in neuen Bucket o(1)
Beispiel:
® insert(a,b)
® insert(b,7) min = ( c=9
@ deleteMin() ? (a.5) (b.7)
@ insert(c,13) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 E)j
® insert(d,13)
® insert(e,11)
® decreaseKey(c,11)
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Bucket Queues AT

Ablauf:
insert: Einflgen in Bucket Blkey mod(C + 1)] o(1)
deleteMin: Entfernen aus Bucket B[min mod(C + 1)] O(C)
(bzw. aus erstem nicht-leeren Folgebucket)
decreaseKey: Verschieben von altem in neuen Bucket o(1)
Beispiel:
® insert(a,b)
® insert(b,7) min = 1 c=9
@ deleteMin() ? (a.5) (b.7)
@ insert(c,13) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 E)j
® insert(d,13)
® insert(e,11)
® decreaseKey(c,11)
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Bucket Queues AT

Ablauf:
insert: Einflgen in Bucket Blkey mod(C + 1)] o(1)
deleteMin: Entfernen aus Bucket B[min mod(C + 1)] O(C)
(bzw. aus erstem nicht-leeren Folgebucket)
decreaseKey: Verschieben von altem in neuen Bucket o(1)
Beispiel:
® insert(a,b)
® insert(b,7) min = 2 c=9
@ deleteMin() ? (a.5) (b.7)
@ insert(c,13) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 E)j
® insert(d,13)
® insert(e,11)
® decreaseKey(c,11)
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Bucket Queues AT

Ablauf:
insert: Einflgen in Bucket Blkey mod(C + 1)] o(1)
deleteMin: Entfernen aus Bucket B[min mod(C + 1)] O(C)
(bzw. aus erstem nicht-leeren Folgebucket)
decreaseKey: Verschieben von altem in neuen Bucket o(1)
Beispiel:
® insert(a,b)
® insert(b,7) min = 3 c=9
® deleteMin() ? (a.5) (b.7)
@ insert(c,13) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 E)j
® insert(d,13)
® insert(e,11)
® decreaseKey(c,11)
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Bucket Queues AT

Ablauf:
insert: Einflgen in Bucket Blkey mod(C + 1)] o(1)
deleteMin: Entfernen aus Bucket B[min mod(C + 1)] O(C)
(bzw. aus erstem nicht-leeren Folgebucket)
decreaseKey: Verschieben von altem in neuen Bucket o(1)
Beispiel:
® insert(a,b)
® insert(b,7) min = 4 c=9
® deleteMin() ? (a.5) (b.7)
@ insert(c,13) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 E)j
® insert(d,13)
® insert(e,11)
® decreaseKey(c,11)
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Bucket Queues

Ablauf:
insert: Einflgen in Bucket Blkey mod(C + 1)] o(1)
deleteMin: Entfernen aus Bucket B[min mod(C + 1)] O(C)
(bzw. aus erstem nicht-leeren Folgebucket)
decreaseKey: Verschieben von altem in neuen Bucket o(1)
Beispiel:
® insert(a,b)
® insert(b,7) min = 5 c=9
@ deleteMin() (T'?) (b7)
® insert(c,13) 0 5 6 7 8 E)j
® insert(d,13)
® insert(e,11)
® decreaseKey(c,11)
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Bucket Queues AT

Ablauf:
insert: Einflgen in Bucket Blkey mod(C + 1)] o(1)
deleteMin: Entfernen aus Bucket B[min mod(C + 1)] O(C)
(bzw. aus erstem nicht-leeren Folgebucket)
decreaseKey: Verschieben von altem in neuen Bucket o(1)
Beispiel:
® insert(a,b)
® insert(b,7) min = 5 c=9
@ deleteMin() 49 (b7)
@ insert(c,13) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 E)j
® insert(d,13)
® insert(e,11)
® decreaseKey(c,11)
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Bucket Queues AT

Ablauf:
insert: Einflgen in Bucket Blkey mod(C + 1)] o(1)
deleteMin: Entfernen aus Bucket B[min mod(C + 1)] O(C)
(bzw. aus erstem nicht-leeren Folgebucket)
decreaseKey: Verschieben von altem in neuen Bucket o(1)
Beispiel:
® insert(a,b)
® insert(b,7) min =5 c=9
@ deleteMin() (b7)
@ insert(c,13) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 E)j
® insert(d,13)
® insert(e,11)
® decreaseKey(c,11)
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Bucket Queues AT

Ablauf:
insert: Einflgen in Bucket Blkey mod(C + 1)] o(1)
deleteMin: Entfernen aus Bucket B[min mod(C + 1)] O(C)
(bzw. aus erstem nicht-leeren Folgebucket)
decreaseKey: Verschieben von altem in neuen Bucket o(1)
Beispiel:
® insert(a,b)
® insert(b,7) min =5 c=9
@ deleteMin() (c.13) (b.7)
@ insert(c,13) Q 1 2 3 4 5 6 7 8 E)j
® insert(d,13)
® insert(e,11)
® decreaseKey(c,11)
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Bucket Queues

Ablauf:
insert: Einflgen in Bucket Blkey mod(C + 1)] o(1)
deleteMin: Entfernen aus Bucket B[min mod(C + 1)] O(C)
(bzw. aus erstem nicht-leeren Folgebucket)
decreaseKey: Verschieben von altem in neuen Bucket o(1)
Beispiel:
® insert(a,b)
® insert(b,7) min =5 c=9
@ deleteMin() ((ég)) (b.7)
® insert(c,13) 0 2 3 6 7 8 E)j
® insert(d,13)
® insert(e,11)
® decreaseKey(c,11)
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Bucket Queues AT

Ablauf:
insert: Einflgen in Bucket Blkey mod(C + 1)] o(1)
deleteMin: Entfernen aus Bucket B[min mod(C + 1)] O(C)
(bzw. aus erstem nicht-leeren Folgebucket)
decreaseKey: Verschieben von altem in neuen Bucket o(1)
Beispiel:
® insert(a,b)
® insert(b,7) min =5 c=9
® deleteMin() (.11) ((((ij?) (b7)
@ insert(c,13) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 E)j
® insert(d,13)
® insert(e,11)
® decreaseKey(c,11)
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Bucket Queues

Ablauf:

insert:
deleteMin:

decreaseKey:

Beispiel:

insert(a,b)
insert(b,7)
deleteMin()
insert(c,13)
insert(d,13)

insert(e,11)

IT

Einflgen in Bucket Blkey mod(C + 1)] o(1)
Entfernen aus Bucket B[min mod(C + 1)] O(C)
(bzw. aus erstem nicht-leeren Folgebucket)
Verschieben von altem in neuen Bucket o(1)
min = 5 e c=9
(e1D)] / ‘ (b,7)
(c11) " [d.13)

0

1

2

3

decreaseKey(c,11)
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Radix Heaps AT

Aufbau:
u Liste aus logarithmischer Anzahl Buckets B[]

m Variable mit minimalem Schllissel min
(der in die Datenstruktur aufgenommen werden kann)

gegeben:
m max. Schlisselinkrement C — # Buckets |B| = K + 2
=(|logC|+1)+2

min = [value]

-1 0 1 2 3 K:=4

C=9—K+2=(|logC|]+1)+2=(3+1)+2=6
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Radix Heaps AT

min = [value] c=9

-1 0 1 2 3 K:=4

Welche Schlitissel kommen in welches Bucket?

8 tleuer, Lamm: Institut fir Theoretische Informatik
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Radix Heaps

min = [value]

-1 0 1 2 3 K:=4

Welche Schlitissel kommen in welches Bucket?

Bucket i:  hélt Elemente mit i = min(msd(min, key), K)
— Bucket K ist overflow Bucket
— hdchstwertiges unterschiedliche Bit ist i
(bzw. —1 wenn key = min)
— max(1, 2/) verschiedene Schliissel
— leer, wenn Bit i von min gesetzt
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Radix Heaps

min = [value]

-1 0 1 2 3 K:=4

Welche Schlitissel kommen in welches Bucket?

Bucket i:  hélt Elemente mit i = min(msd(min, key), K)
— Bucket K ist overflow Bucket
— hdchstwertiges unterschiedliche Bit ist i
(bzw. —1 wenn key = min)
— max(1, 2/) verschiedene Schliissel
— leer, wenn Bit i von min gesetzt

8 tleuer, Lamm: Institut fir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

min = [value] c=9

-1 0 1 2 3 K:=4

Welche Schlitissel kommen in welches Bucket?

Bucket i:  hélt Elemente mit i = min(msd(min, key), K)
— Bucket K ist overflow Bucket
— hdchstwertiges unterschiedliche Bit ist i
(bzw. —1 wenn key = min)
— max(1, 2/) verschiedene Schliissel
— leer, wenn Bit i von min gesetzt

8 tleuer, Lamm: Institut fir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

min = [value] c=9

-1 0 1 2 3 K:=4

Welche Schlitissel kommen in welches Bucket?

Bucket i:  hélt Elemente mit i = min(msd(min, key), K)
— Bucket K ist overflow Bucket
— hdchstwertiges unterschiedliche Bit ist i
(bzw. —1 wenn key = min)
— max(1, 2/) verschiedene Schliissel
— leer, wenn Bit i von min gesetzt

Beispiele

min := 00001000 (08)
msd(00001000, 01001000) = 6
msd (00001000, 00001010) = 1
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Radix Heaps

min = [value]

-1 0 1 2 3 K:=4

Welche Schlitissel kommen in welches Bucket?

Bucket i:  hélt Elemente mit i = min(msd(min, key), K)
— Bucket K ist overflow Bucket
— hdchstwertiges unterschiedliche Bit ist i
(bzw. —1 wenn key = min)
— max(1, 2/) verschiedene Schliissel
— leer, wenn Bit i von min gesetzt

Beispiele

min := 00001000 (08)
msd (00001000, 01**x%x) = 6 — 26 = 64 Werte
msd (00001000, 0000101x) =1 — 2" = 2 Werte
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Radix Heaps ﬂ("

min = [value] c=9

-1 0 1 2 3 K:=4

Welche Schlitissel kommen in welches Bucket?

Bucket i:  hélt Elemente mit i = min(msd(min, key), K)
— Bucket K ist overflow Bucket
— hdchstwertiges unterschiedliche Bit ist i
(bzw. —1 wenn key = min)
— max(1, 2/) verschiedene Schliissel
— leer, wenn Bit i von min gesetzt

Beispiele

min := 00001000 (08)
msd (00001000, 00000110) = 3 — kann nicht passieren, da 6 < 8
msd (00001000, 00000100) = 3 — kann nicht passieren, da 4 < 8

tleuer, Lamm: Institut fir Theoretische Informatik
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Radix Heaps g(n'
min = [value] c=9
1 0 1 2 3 K.=4
Welche Schliissel kommen in welches Bucket?
Bucket B:]
min | -1 0 1 2 3 4
1000 (08) | 8 9 10.11 12.15 - 16..8+C
1010 (10) | 10 11 - 12..15 - 16..10+C
1111 (15) | 15 - - - - 16..15+C
1000100 (68) | 68 69 70..71 - 72.79? 80..68+C ?

Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I
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Radix Heaps g(n'
min = [value] c=9
1 0 1 2 3 K.=4
Welche Schliissel kommen in welches Bucket?
Bucket B:]
min | -1 0 1 2 3 4
1000 (08) | 8 9 10.11 12.15 16..8+C
1010 (10) | 10 11 - 12..15 - 16..10+C
1111 (15) | 15 - - - - 16..15+C
1000100 (68) | 68 69 70..71 - 72.77 ! -

Institut fiir Theoretische Informatik
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Radix Heaps AT

Ablauf und Laufzeiten (amortisiert):
insert: Einfugen in Bucket B[min(msd(min, key), K)]  O(log C)
deleteMin: min = minimaler Schllssel (aus Bucket /), O(log C)
Elemente aus Bucket i verschieben,
Entfernen aus Bucket B[—1]
decreaseKey: Verschieben von altem in neues Bucket o(1)

Beispiel:

insert(a,5)

insert(b,7)  min = [valuc| c=9
deleteMin()
insert(c,13) -1 0 1 2 3 K=1
insert(d,13)

insert(e,11)

decreaseKey(c,11)
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Radix Heaps AT

Ablauf und Laufzeiten (amortisiert):
insert: Einfugen in Bucket B[min(msd(min, key), K)]  O(log C)
deleteMin: min = minimaler Schllssel (aus Bucket /), O(log C)
Elemente aus Bucket i verschieben,
Entfernen aus Bucket B[—1]
decreaseKey: Verschieben von altem in neues Bucket o(1)

Beispiel:

insert(a,b)

insert(b,7)  min = 0000 c=9
deleteMin()
insert(c,13) -1 0 I 2 3 K—=1
insert(d,13)

insert(e,11)

decreaseKey(c,11)
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Radix Heaps AT

Ablauf und Laufzeiten (amortisiert):
insert: Einfugen in Bucket B[min(msd(min, key), K)]  O(log C)
deleteMin: min = minimaler Schllssel (aus Bucket /), O(log C)
Elemente aus Bucket i verschieben,
Entfernen aus Bucket B[—1]
decreaseKey: Verschieben von altem in neues Bucket o(1)

Beispiel:

insert(a,5b)

insert(b,7)  min = 0000 c=9
deleteMin()
insert(c,13) -1 0 I 2 3 K—=1
insert(d,13)

insert(e,11)

decreaseKey(c,11)
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Radix Heaps AT

Ablauf und Laufzeiten (amortisiert):
insert: Einfugen in Bucket B[min(msd(min, key), K)]  O(log C)
deleteMin: min = minimaler Schllssel (aus Bucket /), O(log C)
Elemente aus Bucket i verschieben,
Entfernen aus Bucket B[—1]
decreaseKey: Verschieben von altem in neues Bucket o(1)

Beispiel:

insert(a,b)

insert(b,7)  min = 0000 c=9
deleteMin() (2,0101) (b,0111)
insert(c,13) -1 0 1 2 3 K=4
insert(d,13)

insert(e,11)

decreaseKey(c,11)
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Radix Heaps AT

Ablauf und Laufzeiten (amortisiert):
insert: Einfugen in Bucket B[min(msd(min, key), K)]  O(log C)
deleteMin: min = minimaler Schllssel (aus Bucket /), O(log C)
Elemente aus Bucket i verschieben,
Entfernen aus Bucket B[—1]

decreaseKey: Verschieben von altem in neues Bucket o(1)
Beispiel:
@ insert(a,5)
® insert(b,7)  min = 0000 c=9
@ deleteMin() ? (2,0101) (b,0111)
® insert(c,13) -1 0 1 2 3 K=4
@ insert(d,13)
® insert(e,11)
® decreaseKey(c,11)
10 Heuer, Lamm: Institut fir Theoretische Informatik
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Radix Heaps AT

Ablauf und Laufzeiten (amortisiert):
insert: Einfugen in Bucket B[min(msd(min, key), K)]  O(log C)
deleteMin: min = minimaler Schllssel (aus Bucket /), O(log C)
Elemente aus Bucket i verschieben,
Entfernen aus Bucket B[—1]
decreaseKey: Verschieben von altem in neues Bucket o(1)

Beispiel:

insert(a,b)

insert(b,7)  min = 0000 c=9
deleteMin() ? (2,0101) (b,0111)
insert(c,13) -1 0 1 2 3 K=4
insert(d,13)

insert(e,11)

decreaseKey(c,11)
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Radix Heaps AT

Ablauf und Laufzeiten (amortisiert):

insert: Einfugen in Bucket B[min(msd(min, key), K)]  O(log C)
deleteMin: min = minimaler Schllssel (aus Bucket /), O(log C)
Elemente aus Bucket i verschieben,
Entfernen aus Bucket B[—1]
decreaseKey: Verschieben von altem in neues Bucket o(1)
Beispiel:
@ insert(a,5)
® insert(b,7)  min = 0000 c=9
® deleteMin() 2 (2,0101) (b,0111)
® insert(c,13) -1 0 1 2 3 K=4
@ insert(d,13)
® insert(e,11)
® decreaseKey(c,11)

10 Heuer, Lamm:
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Radix Heaps AT

Ablauf und Laufzeiten (amortisiert):
insert: Einfugen in Bucket B[min(msd(min, key), K)]  O(log C)
deleteMin: min = minimaler Schllssel (aus Bucket /), O(log C)
Elemente aus Bucket i verschieben,
Entfernen aus Bucket B[—1]
decreaseKey: Verschieben von altem in neues Bucket o(1)

Beispiel:

insert(a,b)

insert(b,7)  min = 0000 c=9
deleteMin() (2,0101) (b,0111)
insert(c,13) -1 0 1 2 3 K=4
insert(d,13)

insert(e,11)

decreaseKey(c,11)
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Radix Heaps AT

Ablauf und Laufzeiten (amortisiert):
insert: Einfugen in Bucket B[min(msd(min, key), K)]  O(log C)
deleteMin: min = minimaler Schllssel (aus Bucket /), O(log C)
Elemente aus Bucket i verschieben,
Entfernen aus Bucket B[—1]
decreaseKey: Verschieben von altem in neues Bucket o(1)

Beispiel:

insert(a,b)

insert(b,7) win=0101 c=9
deleteMin() (2,0101)(b,0111)
insert(c,13) -1 0 1 2 3 K=4
insert(d,13)

insert(e,11)

decreaseKey(c,11)

10 tleuer, Lamm: Institut fir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps

Ablauf und Laufzeiten (amortisiert):
insert: Einfugen in Bucket B[min(msd(min, key), K)]  O(log C)
deleteMin: min = minimaler Schllssel (aus Bucket /), O(log C)

Elemente aus Bucket i verschieben,
Entfernen aus Bucket B[—1]

decreaseKey: Verschieben von altem in neues Bucket o(1)

Beispiel:

insert(a,5)

insert(b,7)  min=0101

(2,0101

deleteMin()

-

0.0
hN

insert(c,13) -l
insert(d,13)

insert(e,11)

decreaseKey(c,11)

10 Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

0

1

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Ablauf und Laufzeiten (amortisiert):
insert: Einfugen in Bucket B[min(msd(min, key), K)]  O(log C)
deleteMin: min = minimaler Schllssel (aus Bucket /), O(log C)
Elemente aus Bucket i verschieben,
Entfernen aus Bucket B[—1]

decreaseKey: Verschieben von altem in neues Bucket o(1)
Beispiel:
@ insert(a,5)
® insert(b,7)  min=0101 c=9
® deleteMin() [¥ (b,0L11)
® insert(c,13) -1 0 1 2 3 K:=4
@ insert(d,13)
® insert(e,11)
® decreaseKey(c,11)
10 Heuer, Lamm: Institut fir Theoretische Informatik

Ubung 2 — Algorithmen I Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Ablauf und Laufzeiten (amortisiert):
insert: Einfugen in Bucket B[min(msd(min, key), K)]  O(log C)
deleteMin: min = minimaler Schllssel (aus Bucket /), O(log C)
Elemente aus Bucket i verschieben,
Entfernen aus Bucket B[—1]
decreaseKey: Verschieben von altem in neues Bucket o(1)

Beispiel:

insert(a,b)

insert(b,7)  min = 0101 c=9
deleteMin() (b,0111)
insert(c,13) -1 0 1 2 3 K=4
insert(d,13)

insert(e,11)

decreaseKey(c,11)

10 tleuer, Lamm: Institut fir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps

Ablauf und Laufzeiten (amortisiert):

insert:
deleteMin:

decreaseKey:

Beispiel:
insert(a,5)
insert (b,7)
deleteMin()
insert(c,13)
insert(d,13)

insert(e,11)

10 Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

Einflgen in Bucket B[min(msd(min, key), K)] O(log C)
min = minimaler Schllssel (aus Bucket /), O(log C)

Elemente aus Bucket i verschieben,
Entfernen aus Bucket B[—1]

Verschieben von altem in neues Bucket o(1)

min = 0101 c=9
0m) oI

T 0 1 3 K=1

decreaseKey(c,11)

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Ablauf und Laufzeiten (amortisiert):
insert: Einfugen in Bucket B[min(msd(min, key), K)]  O(log C)
deleteMin: min = minimaler Schllssel (aus Bucket /), O(log C)
Elemente aus Bucket i verschieben,
Entfernen aus Bucket B[—1]
decreaseKey: Verschieben von altem in neues Bucket o(1)

Beispiel:

insert(a,b)

insert(b,7)  min= 0101 c=9
deleteMin() (})',9.111) (LHOI) ((111[”)
insert(c,13) -1 0 1 2 3 K=4
insert(d,13)

insert(e,11)

decreaseKey(c,11)

10 tleuer, Lamm: Institut fir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Ablauf und Laufzeiten (amortisiert):
insert: Einfugen in Bucket B[min(msd(min, key), K)]  O(log C)
deleteMin: min = minimaler Schllssel (aus Bucket /), O(log C)
Elemente aus Bucket i verschieben,
Entfernen aus Bucket B[—1]
decreaseKey: Verschieben von altem in neues Bucket o(1)

Beispiel:

insert(a,b)

insert(b,7)  min= 0101 c=9
deleteMin() (b,011T) (&,1101) (d1101) (g,101T)
insert(c,13) -1 0 1 2 3 K=4
insert(d,13)

insert(e,11)

decreaseKey(c,11)

10 tleuer, Lamm: Institut fir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Ablauf und Laufzeiten (amortisiert):
insert: Einfugen in Bucket B[min(msd(min, key), K)]  O(log C)
deleteMin: min = minimaler Schllssel (aus Bucket /), O(log C)
Elemente aus Bucket i verschieben,
Entfernen aus Bucket B[—1]
decreaseKey: Verschieben von altem in neues Bucket o(1)

Beispiel:
insert(a,5)

insert(b,7) = 0101 <o c=9

deleteMin() (b,0111) (¢.1011) (d.1101) (e,1011)

insert(c,13) -1 0 T 2 3 K=1
insert(d,13)

insert(e,11)

decreaseKey(c,11)

10 tleuer, Lamm: Institut fir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert (f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin() min=0101 c=9
insert (h,18) b.on) (&, 1011)  (d110) (g, 1011)
deleteMin() -0 1 2 3 K—4
decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert(f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin() min=0101 / c=9
insert (h,18) (b,011T) (,1011) (d,1101) (¢, 1011XE1110)
deleteMin() -0 1 2 3 K—4
decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert (f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin() min=0101 c=9
insert(h,18) | 7 (01D (c,1011) (d,1101) (¢, I011)(£ 1110)
deleteMin() -0 1 2 3 K—4
decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert (f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin() min=0101 c=9
insert (h,18) p |G (107 (4 1107) (& J0TIYE TI0)
deleteMin() -0 1 2 3 K—4
decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert(f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin()  min =010l c=9
(b,0111) (c.1011) (d,1101) (¢, I011)(F.1110)
insert (h,18) T T E o
deleteMin() A0 ! 2 3 K:=4
decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert (f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin() min=0111 c=9
insert (h,18) (b,0111 (,1011) (d,1101) (&, 101TXE1110)
deleteMin() -0 1 2 3 K—4
decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert (f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin() min=0111 c=9
insert(h,18) [ (,1011) (d,1101) (&, 101TXE1110)
deleteMin() -0 1 2 3 K—4
decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert (f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin() min=0111 c=9
insert(h,18) | (,1011) (d,1101) (&, 101TXE1110)
deleteMin() -0 1 2 3 K—4
decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):
insert(f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)
deleteMin()  min =011l

KIT

Institut f Technologie.

(¢,1011) (d,1101) (e, 1011 )(L,1110)

insert(h,18)

deleteMin() A0
decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

3 K:=4

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert (f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin() min=0111 c=9
insert(h,18) | ? (,1011) (d,1101) (&, 101TXE1110)
deleteMin() -0 1 2 3 K—4
decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert (f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin() min=0111 c=9
insert (h,18) ? (,1011) (d,1101) (&, 101TXE1110)
deleteMin() -0 1 2 3 K—4
decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):
insert(f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)
deleteMin()  min= 0111

KIT

Institut f Technologie.

insert(h,18)

(¢,1011) (d,1101) (e, 1011 )(L,1110)

deleteMin() A0
decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

3 K:=4

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):
insert(f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)
deleteMin()  min=01l11

KIT

Institut f Technologie.

insert(h,18)

(¢,1011) (d,1101) (e, 1011 )(L,1110)

deleteMin() A0
decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

3 K:=4

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):
insert(f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)
deleteMin()  min=01l11

KIT

Institut f Technologie.

(¢,1011) (d,1101) (e, 1011 )(L,1110)

insert(h,18)

deleteMin() A0
decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert (f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin() min=1011 c=9
insert (h,18) (¢,1011)d,1101) (¢, 101TXE1110)
deleteMin() -0 1 2 3 K—4
decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):
insert(f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)
deleteMin() nm1=10H

KIT

 fir Technologie

(c,1011)

insert(h,18) uum,l//

(d1101) ([1110)

deleteMin() 10
decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

LN
2

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):
insert(f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)
deleteMin()

insert(h,18) <ﬁ@y

min = 1011

(d1101) ([1110)

deleteMin() -l
decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

0

2

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):
insert(f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)
deleteMin()

min = 1011

(e,1011)

insert(h,18)

(d1101) ([1110)

deleteMin() -l
decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

0

2

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert(f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin() Tﬂ:ﬂnon (d,1101) (F,1110) @10m$:
e 189 e [en
deleteMin() o ! ’ ’ h=t
decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert(f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

selstebin) Rty s
insert(h,18) | 1 ‘ N e N I
deleteMin() -0 1 2 3 K=1
decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



11

Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):
insert(f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)

deleteMin() min = 01011

KIT

Institut f Technologie.

c=9

(e.1011]

insert(h,18)

(0T (0

(g,10100)

T 0
deleteMin()

decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

2

3 K:=4

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert(f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin() wazomll (d,1101) (F,1110) (gJM@%ZQ
ineore(h 18) [ pEevEm [en
deleteMin()

decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

-1 0 1 2 3 K:=4

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert(f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin() M= O (d,1101) (F,1110) (gJM@%ZQ
reore (189 e [En
deleteMin() o ! ’ ’ h=t
decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert(f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin() ~ mn- 010 (d,1101) (F,1110) @mm)czg
insert(n,18) | | | [ GE o
deleteMin() o ! ’ ’ h=t
decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert(f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin()  min=010l1 , c=9
insert(h,18) ! ‘ L i
deleteMin()

decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

-1 0 1 2 3 K:=4

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert(£f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin()  min=01011 S &ww)czg
insert(h,18) o)
deleteMin()

decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

?

-1 0 1 2 3 K:=4

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert(f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin() ~ mn- OIII (d,1101) (F,1110) @wm)czg
insert (h,18) | o [ o
deleteMin() o ! ’ ’ h=t
decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):
insert (f,14)
deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin() " Zon (d,1101) (F,1110) @mm)czg
insert (h,18) \ S T i
deleteMin() 0 ! 2 s K=t
decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



11

Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):
insert(f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)
deleteMin()  min= 01101

KIT

Institut f Technologie.

c=9

(IOT I

insert(h,18) ‘ ‘

(,10100)

deleteMin() o ! ’
decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



11

Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):
insert(£f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)
deleteMin() min=0110

KIT

Institut f Technologie.

c=9

(d,1101)
insert(h,18)

(g,10100)

0
deleteMin()

decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

"
1 2

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



11

Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):

insert (f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)

deleteMin() min=01101

KIT

Institut f Technologie.

c=9

110

insert(h,18)

‘ (FIT10) ‘

(g,10100)

1
deleteMin()

decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)
decreaseKey (i,16)

Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

0

1

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



11

Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):

insert (f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)

deleteMin() min=01101

KIT

Institut f Technologie.

c=9

insert(h,18)

[ T

(g,10100)

1
deleteMin()

decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)
decreaseKey (i,16)

Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

0

1

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



11

Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):

insert (f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)

deleteMin()  min=01101

KIT

Institut f Technologie.

O )ce=9

insert(h,18)

@]

(2,10000)

deleteMin() -1

decreaseKey(g,16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)
decreaseKey (i,16)

Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

0

Institut fiir Theoretische Informatik
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11

Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):

insert (f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)

deleteMin() min=01101

KIT

Institut f Technologie.

c=9

?

insert(h,18)

‘ (FIT10) ‘

(g,10000)

1
deleteMin()

decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)
decreaseKey (i,16)

Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

0

1

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



11

Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):

insert (f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)

deleteMin()  min=01101

KIT

Institut f Technologie.

c=9

insert(h,18) ‘

?

]

(g,10000)

deleteMin()
decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)
decreaseKey (i,16)

Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

0

1

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



11

Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):

insert (f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)

deleteMin()  min=01101

KIT

Institut f Technologie.

c=9

insert(h,18) ‘ ‘

(F1110)
il

(g,10000)

1
deleteMin()

decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)
decreaseKey (i,16)

Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

0

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



11

Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):

insert(f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)

deleteMin() min = 01110

KIT

Institut f Technologie.

c=9

insert(h,18)

[ [

(.10000)

deleteMin()
decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)
decreaseKey (i,16)

Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

0

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):
insert(f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)

deleteMin() min=01110

KIT

Institut f Technologie.

c=9

(£1110) [ < ‘

insert(h,18)

‘ (2,10000)

0
deleteMin()

decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

Institut fiir Theoretische Informatik
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Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert(f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin() mlli = 01110 — c=9
insert(h,18) ‘ """
deleteMin()

decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

-1 0 1 2 3 K:=4

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert(f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin()  min= 01110 — c=9
insert(h,18) ‘ """
deleteMin()
decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)

-1 0 1 2 3 K:=4

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert(f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin()  min= 01110 — c=9
insert(h,18) | ’ ‘ """
deleteMin()

decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

-1 0 1 2 3 K:=4

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert(f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin()  min= 01110 — c=9
insert(h,18) | | | | | | Wi
deleteMin()
decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)

?

-1 0 1 2 3 K:=4

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



11

Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):
insert(f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)
deleteMin()

min = 01110

KIT

Institut f Technologie.

c=9

insert(h,18)

(.10000)

1
deleteMin()

decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

0

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert(f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin()  min= 01110 — c=9
insert(h,18) ‘ _____
deleteMin() o ! : ’ h=t
decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert(f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin()  min= 01110 — c=9
insert(h,18) ‘ _____
deleteMin() o ! ’ ’ h=t
decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert(f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin()  min= 01110 — c=9
insert(h,18) ‘ """
deleteMin()
decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)

-1 0 1 2 3 K:=4

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



11

Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):
insert(f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)
deleteMin()  min= 10000

KIT

Institut f Technologie.

c=9

insert(h,18) ‘ ‘

(2.10000)

deleteMin()
decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert(f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin()  min = 10000 c=9
insert(h,18) ?ﬁww‘\%ﬁfﬁi:L¥¥\4‘444J44,4,,44__4/,~4r—’+f~
deleteMin() 10 1 2 3 K=
decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



11

Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):

insert (f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)

deleteMin()  min= 10000

KIT

Institut f Technologie.

100

insert(h,18)

(1,10010) ‘

1
deleteMin()

decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)
decreaseKey (i,16)

Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

0

1

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



11

Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):

insert (f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)

deleteMin()  min= 10000

KIT

Institut f Technologie.

insert(h,18) ‘

(1,10010) ‘

deleteMin()
decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)
decreaseKey (i,16)

Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

0

1

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Beispiel (fortgesetzt):

insert(f,14)

deleteMin()

deleteMin()

insert(g,20)

deleteMin() min= loooewom) —— c=9
insert (b, 18) ‘ (1100 ‘ .....
deleteMin() o ! ’ ’ h=t
decreaseKey(g, 16)

deleteMin()

deleteMin()

insert(i,24)

insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

11 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



11

Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):
insert(f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)
deleteMin()

min = 10000

KIT

Institut f Technologie.

insert (h,18) ‘

(1,10010) ‘

(,10110)

(i.11000)

deleteMin() !
decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)

decreaseKey (i,16)

Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

0

1

K:=4
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11

Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):

insert (f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)

deleteMin() min = 10000

KIT

Institut f Technologie.

[i.10000)

insert(h,18)

—

(1,10010) ‘

(j.10110)

deleteMin()
decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)
decreaseKey(i,16)

Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

0

1

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



11

Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):

insert(f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)

deleteMin() min = 10000

KIT

Institut f Technologie.

1,10000)

insert(h,18) r

(1,10010) ‘

(3.10110)

deleteMin()
decreaseKey(g, 16)
deleteMin()
deleteMin()
insert(i,24)
insert(j,22)
decreaseKey (i,16)

Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

0

1

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



Radix Heaps AT

Warum komplizierte Formel min(msd(min, key), K) ?
m viel anschaulicher wére doch

i = [log(key — min)]|
m okay, Anzahl Verschiebungen erhéht sich nicht .. .

® ...aber, jede Anderung von min dndert potentiell alle Buckets
— schlechtere Laufzeit!

Beispiel
min := 01000 (08) “***M" min .= 01010 (10)
Bucket BJ:]
min | -1 0 1 2 3 4
1000 (08) | 8 9 10 11.12 13..16 17..8+C

10 11 12 13..14 15.18 19..10+C

1010 (10)

Institut fiir Theoretische Informatik

12 Heuer, Lamm:
Algorithmik Il

Ubung 2 — Algorithmen I



Radix Heaps AT

Institut f Technologie.

min = 1000 c=9

-1 0 1 2 3 K:=4

Anderung von min —s Umverteilung eines Bucket gentigt
min := 01000 (08)

Bucket B[]
min | -1 0 1 2 3 4
01000(08) [ 8 9 10.11 1215 - >16
13 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik

Ubung 2 — Algorithmen |l Algorithmik Il



Radix Heaps

min = 1000

ST

t fur Technologie

c=9
«TN unver-
leer  |bewegen| unverdndert unveréndert unverandert .
andert
-1 0 1 2 3 K:=4

Anderung von min —s Umverteilung eines Bucket gentigt

min := 01000 (08)

deIeteMm

min := 01001 (09)

13 Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

Bucket B[]
min | -1 0 1 2 3 4
01000 (08) | 8 9 10.11 12.15 - =>16
01001 (09) | 9 - 10.11 12.15 - >16

Institut fiir Theoretische Informatik

Algorithmik Il



Radix Heaps

KIT

t fur Technologie

min = 1000 c=9
]
leer leerg_ | bewegen unveréndert unverandert :2;2;
-1 0 1 2 3 K:=4

Anderung von min —s Umverteilung eines Bucket gentigt

min := 01000 (08)

13 Heuer, Lamm:
Ubung 2 — Algorithmen I

leteMin .
deleteMin min .= 0101% (10..11)
Bucket B[]

10 1 2 3 4

01000(08) [ 8 9 10.11 1215 - >16

01010 (10) | 10 11 - 12,15 - >1

otott (11) | 11 - - 1215 - >1

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik Il



Radix Heaps

KIT

t fur Technologie

min = 1000 c=9
A//
leer 1ccx,‘k bewegen unverandert ::;:;
-1 0 1 2 3 K:=4
Anderung von min — Umverteilung eines Bucket gentigt
leteMi ,
min := 01000 (08) “**M™ min .= 011 % « (12..15)
Bucket B
min | -1 0 1 2 3 4
01000 (08) | 8 9 10.11 12.15 - >16
01100 (12) | 12 13 14..15 - - >16
01101 (13) | 13 - 14.15 - - >16
01110 (14) | 14 15 - - - >16
01111 (15) | 15 - - - - >16
13 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik

Ubung 2 — Algorithmen I

Algorithmik Il



Radix Heaps AT

t fur Technologie

min = 1000

c=9
[ —
leer leerg | leer lu('r‘\ bewegen e
™ indert,
-1 0 1 2 3 K:=4

Anderung von min —s Umverteilung eines Bucket gentigt

min := 01000 (08) deleteMin min .= — Bucket 3 ist leer
Bucket B[]

min | -1 0 1 2 3 4
01000(08) [ 8 9 10.11 1215 - >16

13 tleuer, Lamm: Institut fir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Radix Heaps AT

min = 1000 c=9
| T~
leer l@z\& leer o | 10\ bewegen
-1 0 1 2  ——3 K:=4

Anderung von min —s Umverteilung eines Bucket gentigt
min := 01000 (08) %M min = 1 4 x4 % (16..)
Bucket B[]

min | -1 0 1 2 3 4
01000(08) [ 8 9 10.11 1215 - > 16

10000 (16) | 16 17 - - - -

10001 (17) | 17 - - -
13 Heuer, Lamm: Institut fir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen I Algorithmik Il



Average case Analyse fir MST AT

Motivation

m Algorithmus zur Berechnung minimaler Spannbaume (MSTs)
(siehe Algorithmen I: Algorithmus von Jarnik-Prim)

m Beweis analog zu Dijkstras Algorithmus

Kurze Wiederholung von Jarnik-Prim
® Wabhle beliebigen Startknoten s

a Flge iterativ Knotem v zu MST
mit kleinstem Abstand d[v|

> Verwalte vorlaufige Abstande d|:]
in Priority Queue!

1 —C9
o
2

=N

@H@
O

14 Heuer, Lamm:

H Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen I
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Average case Analyse fir MST AT

Motivation

m Algorithmus zur Berechnung minimaler Spannbaume (MSTs)
(siehe Algorithmen I: Algorithmus von Jarnik-Prim)

m Beweis analog zu Dijkstras Algorithmus

Kurze Wiederholung von Jarnik-Prim

a Wahle beliebigen Startknoten s @ 1 ? + @
a Flge iterativ Knotem v zu MST

mit kleinstem Abstand d|v] I 3.1 2 1
» Verwalte vorlaufige Absténde d|:| % : C

in Priority Queue! 3 2 @ 1 @

14 Heuer, Lamm:

H Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen I
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Average case Analyse fir MST AT

Motivation

m Algorithmus zur Berechnung minimaler Spannbaume (MSTs)
(siehe Algorithmen I: Algorithmus von Jarnik-Prim)

m Beweis analog zu Dijkstras Algorithmus

Kurze Wiederholung von Jarnik-Prim

a Wahle beliebigen Startknoten s C? 1 ? 4 @
a Flge iterativ Knotem v zu MST

mit kleinstem Abstand d|v] 3.1 2 1
» Verwalte vorlaufige Absténde d|:| % : C

in Priority Queue! 2 1 @

14 Heuer, Lamm:

H Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen I
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Average case Analyse fir MST AT

Motivation

m Algorithmus zur Berechnung minimaler Spannbaume (MSTs)
(siehe Algorithmen I: Algorithmus von Jarnik-Prim)

m Beweis analog zu Dijkstras Algorithmus

Kurze Wiederholung von Jarnik-Prim
® Wabhle beliebigen Startknoten s %
a Flge iterativ Knotem v zu MST

mit kleinstem Abstand d[v| 1

> Verwalte vorlaufige Abstande d|:]
in Priority Queue! @_

1
g
2

N

=N

O

14 Heuer, Lamm:

H Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen I
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Average case Analyse fir MST AT

Motivation

m Algorithmus zur Berechnung minimaler Spannbaume (MSTs)
(siehe Algorithmen I: Algorithmus von Jarnik-Prim)

m Beweis analog zu Dijkstras Algorithmus

Kurze Wiederholung von Jarnik-Prim
® Wabhle beliebigen Startknoten s (9\
a Flge iterativ Knotem v zu MST

mit kleinstem Abstand d[v| 1

> Verwalte vorlaufige Abstande d|:]
in Priority Queue! @_

T
N

1
3
2

=N

O

14 Heuer, Lamm:

H Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen I
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Average case Analyse fir MST AT

Motivation

m Algorithmus zur Berechnung minimaler Spannbaume (MSTs)
(siehe Algorithmen I: Algorithmus von Jarnik-Prim)

m Beweis analog zu Dijkstras Algorithmus

Kurze Wiederholung von Jarnik-Prim

a Wihle beliebigen Startknoten s (9\1 C 4 ﬁ‘j
a Flge iterativ Knotem v zu MST

mit kleinstem Abstand d|v] 1 3.1 2 1

> Verwalte vorlaufige Abstande d|:] ><:>{ {
in Priority Queue! @— 2 1

14 Heuer, Lamm:

H Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen I
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Average case Analyse fir MST AT

Motivation

m Algorithmus zur Berechnung minimaler Spannbaume (MSTs)
(siehe Algorithmen I: Algorithmus von Jarnik-Prim)

m Beweis analog zu Dijkstras Algorithmus

Kurze Wiederholung von Jarnik-Prim
® Wabhle beliebigen Startknoten s (9\
a Flge iterativ Knotem v zu MST

mit kleinstem Abstand d[v| 1

> Verwalte vorlaufige Abstande d|:]
in Priority Queue! @_

1—C—
3.1
2

=N

i
;

14 Heuer, Lamm:

H Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen I
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Average case Analyse fir MST AT

Motivation

m Algorithmus zur Berechnung minimaler Spannbaume (MSTs)
(siehe Algorithmen I: Algorithmus von Jarnik-Prim)

m Beweis analog zu Dijkstras Algorithmus

Kurze Wiederholung von Jarnik-Prim

a Wihle beliebigen Startknoten s (9\1 C 4 Q
a Flge iterativ Knotem v zu MST

mit kleinstem Abstand d|v] I 3.1 2 1

> Verwalte vorlaufige Abstande d|:] ><:>/
in Priority Queue! @_ 2 1 @

14 Heuer, Lamm:

H Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen I
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Average case Analyse fir MST AT

Durchschnittliche Laufzeit Jarnik Prim Algorithmus
@ Annahme: Gewichte 1, ..., m sind Kanten zuféllig zugeordnet.
® Tpijm = O(m~+n- (Tinsert + Taeletemin + Tinsertmst) + X - TdecreaseKey)

15 Heuer, Lamm:

H Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen I
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Average case Analyse fir MST AT

Durchschnittliche Anzahl decreaseKey Operationen
@ betrachte Knoten v:
decreaseKey (v), wenn Knoten u zu MST
hinzugeflgt wird mit c(u, v) < d|v]
— Reihenfolge uy, .. ., i

— C(U,‘, V) < minj-<,- C(Uj, V) v
® Wie oft tritt dies auf?
— Erwartungswert My fiir Anzahl Prafixminima MST
— (M) = Hy (K'te harmonische Zahl)
16 Heuer, Lamm: Institut fiir Theoretische Informatik
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Average case Analyse fir MST AT

Préafixminima

Zufallsvariablen
® Mj: Anzahl Prafixminima einer Folge von k Zahlen
a /;: [; =1 gdw. i-te Zahl Prafixminimum (Indikator) — P[/; = 1] = 17

k k
]E(Mk) = ]E(ZII) ZIE(//)

k1
227

Intuition

m Wahrscheinlichkeit, dass i-tes Element Prafixminimum ist, ist 17
da nur ein Minimum in den ersten i Elementen existiert.

17 Heuer, Lamm:

H Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen I
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Average case Analyse fir MST AT

Durchschnittliche Anzahl decreaseKey Operationen (weiter)
m erwartet Hj Prafixminima
a Erstes Minimum — insert (v)

® Hx — 1 Minima — decreaseKey (v)
(Bemerkung: Hx — 1 < Ink = Ingrad(v))

a Gesamt:
X = 2(Hk—1> = Z(ngad(v) —1)
veV veV
konk
< ) Ingrad(v) ongav nin am_ O(nin E')
veV n n

18 Heuer, Lamm:

H Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen I
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Legende AN{])

Karlsruher Institut far Technologie
— 4 Kante mit Gewicht 4 &~ . Zeiger auf Vorgiinger

(in Vorwiirtsrichtung)
| —»  Kantemit Gewicht 4, wird gerade in Vorwiirts

chtung betrachtet

Kante mit Gewicht 4, wird gerade in Riickwiirtsrichtung betrachtet &~ . Zeiger auf Vorginger
(in Riickwiirtsrichtung)

Kante mit reduziertem Gewicht 1

neu eingefiigte Kante mit Gewicht 4

Knoten v mit oberer Schranke fiir Distanz vom Start d[v] = o und Potential po|

@ neu eingefiigter Knoten

erreichter Knoten v mit oberer Schranke fiir Distanz vom Start d[v] = 2 (in Priority Queue)

erreichter Knoten v mit oberer Schranke fiir Distanz vom Start d[v] = 1 (in Priority Queue)
(obere Schranke gerade verkleinert)

gescannter Knoten v mit exakter Distanz vom Start d[v] = 1 (aus Priority Queue entfernt)

Kuoten in Vorwiirtsrichtung gescannt mit exakter Distanz vom Start dy,.q
in Riickwiirtsrichtung erreicht mit oberer Schranke fiir Distanz zum Ziel dyyafv]

Knoten in Vorwirtsrichtung gescannt mit dg,qv] = 1, in Riickwirtsrichtung erreicht mit dyqfv] = 2
(obere Schranke in Riickwiirtsrichtung gerade verkleinert)

aktueller Treffpunkt von Vorwiirts- und Riickwirtssuche mit minimalem dyyafv] + dyafv] = 3

errcichter Knoten v mit oberer Schranke fiir Distanz vom Start d[u
(Schliissel in Priority Queue ist d[v] + pot[v] = 3 +2)

2 (in Priority Queus

19 tleuer, Lamm: Institut fir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



Ende! T

>

Feierabend!

20 tleuer, Lamm: Institut fir Theoretische Informatik
Ubung 2 — Algorithmen Il Algorithmik Il



