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Definition: Suffix Array [GBS92; MM93]
Das Suffix-Array (SA) für einen Text T der Länge n
ist die Permutation von [1, n], so dass für
i ≤ j ∈ [1, n]

T [SA[i]..n] ≤ T [SA[j]..n]

Definition: Longest-Common-Prefix-Array
Für einen Text T der Länge n und sein Suffix-Array
SA ist das LCP-array definiert als

LCP[i] =


0 i = 1

max{` : T [SA[i]..SA[i] + `) =

T [SA[i − 1]..SA[i − 1] + `)} i 6= 1

$ a a a a a b b b b b c c
$ b b b b a a b c c a a

a b c c $ b a a a b b
b a a a c $ b b b c
c $ b b a b c a a
a b c b a a $ b
b a a c $ b b
c $ b a b a
a b b a $
b a b $
b $ a
a $
$

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

T a b a b c a b c a b b a $

SA 13 12 1 9 6 3 11 2 10 7 4 8 5

LCP 0 0 1 2 2 5 0 2 1 1 4 0 3
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1990

1999

2000

2002

2003

2004

2005

2006

2007

2008

2009

2011

2016

2017

2021

Prefix
Doubling Induced Copying Recursion

[MM]
original

[LS]
qsufsort

[SS]
bpr

[BW]
BWT

[Sew]
1/2 copy

[IT]
A/B copy

[MF]
deep-shallow

[Man]
chains

[Mor]
DivSufSort

[MP]
cache aware

[BK]
diffcover

[Mor,NZC]
SAIS/SADS

[Non]
SACA-K

[LLH]
O(1) space

[Got]
O(1) space

[F]
O(n) tree

[KSB]
DC3

[KSPP]
mod2 split

[HSS]
mod2

[KA]
L/S split

[Na]
succinct

[KJP]
fixed Σ

[NZ]
O(n lg |Σ|) [AN]

SFE-coding

[Bai]
GSACA

[Gre]
libSAIS

Entwicklung Sequentielle Suffix-
Array-Konstruktionsalgorithmen

based on [Bah+19; Bin18; Kur20;
PST07]

grau: lineare Laufzeit

braun: Implementierung verfügbar

Meilensteine
DC3 erster O(n)-Algorithmus

O(n) Laufzeit und O(1) Platz für
ganzzahlige Alphabete möglich

bis 2021: DivSufSort schnellster
SACA in Praxis mit O(n lg n) Laufzeit

seit 2021: libSAIS schnellster SACA
in Praxis mit O(n) Laufzeit
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Definition: Inverses Suffix-Array
Das inverse Suffix-Array (ISA) ist die inverse
Permutation von SA

Für einen Text T der Länge n und sein SA ist

ISA[SA[i]] = i

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

T a b a b c a b c a b b a $

SA 13 12 1 9 6 3 11 2 10 7 4 8 5

ISA 3 8 6 11 13 5 10 12 4 9 7 2 1

Definition: Rang
Der Rang eines Suffix ist die Anzahl der
lexikographisch kleineren Suffixe plus eins

Der i-te ISA-Eintrag entspricht dem Rang von
T [i..n]

5/21 2021-11-09 Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Kapitel 11: Stringology Teil 2 Institut für Theoretische Informatik, Algorithm Engineering

Inverses Suffix-Array und Ränge



Definition: Inverses Suffix-Array
Das inverse Suffix-Array (ISA) ist die inverse
Permutation von SA

Für einen Text T der Länge n und sein SA ist

ISA[SA[i]] = i

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

T a b a b c a b c a b b a $

SA 13 12 1 9 6 3 11 2 10 7 4 8 5

ISA 3 8 6 11 13 5 10 12 4 9 7 2 1

Definition: Rang
Der Rang eines Suffix ist die Anzahl der
lexikographisch kleineren Suffixe plus eins

Der i-te ISA-Eintrag entspricht dem Rang von
T [i..n]

5/21 2021-11-09 Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Kapitel 11: Stringology Teil 2 Institut für Theoretische Informatik, Algorithm Engineering

Inverses Suffix-Array und Ränge



Definition: h-Ordnung
h-Ordnung:
T [i..n] ≤h T [j..n] ⇐⇒ T [i..i +h) ≤ T [j..j +h)

SAh ist das Suffix-Array der nach der
h-Ordnung sortierten Suffixe � nicht eindeutig

Definition: h-Ränge und h-Gruppe
Alle Suffixe, die nach h-Ordnung gleich sind,
sind in einer h-Gruppe

Der h-Rang eines Suffixes ist die Anzahl der
lexikographisch kleineren h-Gruppen plus eins

m i s s i s s i p p i $

i s s i s s i p p i $

s s i s s i p p i $

s i s s i p p i $

i s s i p p i $

s s i p p i $

s i p p i $

i p p i $

p p i $

p i $

i $

$
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1-Rang entspricht erstem Zeichen

2-Rang kann aus Rängen der ersten zwei
Zeichen berechnet werden

3-Rang kann aus Rängen der ersten drei
Zeichen berechnet werden

4-Rang kann aus Rängen der ersten vier
Zeichen berechnet werden

4-Rang kann aus zwei 2-Rängen berechnet
werden

berechne 2k+1-Ränge aus zwei 2k -Rängen
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1. initialer Rang ist T [i]

2. für k = 0 bis dlg ne
3. neue Ränge basierend auf

ISA2k [i] & ISA2k [i + 2k ]

4. wenn alle Ränge einzigartig, fertig

5. SA aus ISA berechnen

Einfacher Algorithmus }

N. Jesper Larsson und Kunihiko Sadakane.
„Faster Suffix Sorting“. In: Theor. Comput. Sci.
387.3 (2007), Seiten 258–272. DOI:
10.1016/j.tcs.2007.07.017
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1. initialer Rang ist T [i]

2. für k = 0 bis dlg ne
3. neue Ränge basierend auf

ISA2k [i] & ISA2k [i + 2k ]
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Einfacher Algorithmus }

N. Jesper Larsson und Kunihiko Sadakane.
„Faster Suffix Sorting“. In: Theor. Comput. Sci.
387.3 (2007), Seiten 258–272. DOI:
10.1016/j.tcs.2007.07.017
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ISAh Benutzen
ISA2k benutzen, um Rang-Tupel zu konstruieren

an Position i den Rang ISA2k [i + 2k ] benutzen

wenn i + 2k > n, dann ist zweiter Rang 0

Nach Text-Position Sortieren }
im externen und verteilten Speicher ISA-Zugriff
schwierig

sortiere Tupel (Textposition i,Rang r)

mit Ordnung (i, r) ≤ (j, r ′) genau dann, wenn

(i mod 2k , bi/2kc) < (j mod 2k , bj/2kc)
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Laufzeit: O(n lg n)

Platzbedarf: 8n(+n) Wörter � für Texte ≤ 4 GiB

Worst-Case Eingabe: T = an−1$

Generalisierung: Präfix-Verαung
nicht nur Verdopplung möglich

berechne αk+1-Ränge aus α vielen αk -Rängen

kann I/Os im externen Speicher sparen }
� α = 4 hat 30 % weniger I/Os als α = 2
[Dem+08]

10/21 2021-11-09 Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Kapitel 11: Stringology Teil 2 Institut für Theoretische Informatik, Algorithm Engineering

Präfix-Verdoppelung (Prefix-Doubling): Laufzeit



Laufzeit: O(n lg n)

Platzbedarf: 8n(+n) Wörter � für Texte ≤ 4 GiB

Worst-Case Eingabe: T = an−1$

Generalisierung: Präfix-Verαung
nicht nur Verdopplung möglich

berechne αk+1-Ränge aus α vielen αk -Rängen

kann I/Os im externen Speicher sparen }
� α = 4 hat 30 % weniger I/Os als α = 2
[Dem+08]

10/21 2021-11-09 Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Kapitel 11: Stringology Teil 2 Institut für Theoretische Informatik, Algorithm Engineering

Präfix-Verdoppelung (Prefix-Doubling): Laufzeit



erster direkter Linearzeitalgorithmus: DC3

Suffix-Baum in Linearzeit (mit ähnlicher Idee)
[Far97]

Juha Kärkkäinen, Peter Sanders und
Stefan Burkhardt. „Linear work suffix array
construction“. In: J. ACM 53.6 (2006),
Seiten 918–936. DOI:
10.1145/1217856.1217858

basiert auf Difference Cover
� Differenzüberdeckung
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Definition: Differenzüberdeckung
Die Menge D ⊆ [0, ν) ist eine
Differenzüberdeckung modulo ν, wenn

{(i − j) mod ν : i, j ∈ D} = [0, ν)

{0, 1} ist Differenzüberdeckung modulo 3

{0, 1, 3} ist Differenzüberdeckung modulo 7

{0, 1, 3, 9} ist Differenzüberdeckung modulo 13

0 ≡ 0− 0 (mod 3)

1 ≡ 1− 0 (mod 3)

2 ≡ 0− 1 (mod 3)

0 ≡ 0− 0 (mod 7)

1 ≡ 1− 0 (mod 7)

2 ≡ 3− 1 (mod 7)

3 ≡ 3− 0 (mod 7)

4 ≡ 0− 3 (mod 7)

5 ≡ 1− 3 (mod 7)

6 ≡ 0− 1 (mod 7)
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1. Sample Suffixe
für i ∈ {0, 1, 2} sei

Bi = {i ∈ [0, n) : i mod 3 = k}

C = B0 · B1

� {0, 1} ist Differenzüberdeckung mod. 3

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

m i s s i s s i p p i $

C = {0, 3, 6, 9, 1, 4, 7, 10}
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2. Sortiere Gesampelte Suffixe
für k = 0, 1 sei

Rk = [T [k ]T [k + 1]T [k + 2]][T [k + 3]T [k + 4]T [k + 5]] . . . [T [maxBk ]T [maxBk + 1]T [maxBk + 2]]

R = R0 · R1

sortiere R mithilfe von Radix Sort in O(n) Zeit

alle Zeichen unterschiedlich: Ränge gesampelter Suffixe bekannt

sonst: Algorithmus rekursiv auf R aufrufen

0 1 2 3 4 5 6 7

[mis] [sis] [sip] [pi$] [iss] [iss] [ipp] [i$$]

3 6 5 4 2 2 1 0
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Rekursion: Schritt 1

0 1 2 3 4 5 6 7

3 6 5 4 2 2 1 0

C = {0, 3, 6, 1, 4, 7}

Rekursion: Schritt 2

0 1 2 3 4 5

[365] [422] [100] [654] [221] [000]

3 4 1 5 2 0
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3. Sortiere nicht-Gesamplte Suffixe
seien i, j ∈ B2, dann gilt

Si ≤ Sj ⇐⇒
(T [i],Rang(Si+1)) ≤ (T [j],Rang(Sj+1))

Ränge der folgenden Suffixe bekannt

Sortiere Tupel (in B2) mit Radix Sort

O(n) Zeit

0 1 2 3 4 5 6 7

3 6 5 4 2 2 1 0

3 5 ⊥ 4 2 ⊥ 1 0Ränge

(2, 1)︸ ︷︷ ︸
S2

≤ (5, 4)︸ ︷︷ ︸
S5

16/21 2021-11-09 Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Kapitel 11: Stringology Teil 2 Institut für Theoretische Informatik, Algorithm Engineering

Suffix-Array-Konstruktion mit DC3 (4/6)



3. Sortiere nicht-Gesamplte Suffixe
seien i, j ∈ B2, dann gilt

Si ≤ Sj ⇐⇒
(T [i],Rang(Si+1)) ≤ (T [j],Rang(Sj+1))

Ränge der folgenden Suffixe bekannt

Sortiere Tupel (in B2) mit Radix Sort

O(n) Zeit

0 1 2 3 4 5 6 7

3 6 5 4 2 2 1 0

3 5 ⊥ 4 2 ⊥ 1 0Ränge

(2, 1)︸ ︷︷ ︸
S2

≤ (5, 4)︸ ︷︷ ︸
S5

16/21 2021-11-09 Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Kapitel 11: Stringology Teil 2 Institut für Theoretische Informatik, Algorithm Engineering

Suffix-Array-Konstruktion mit DC3 (4/6)



3. Sortiere nicht-Gesamplte Suffixe
seien i, j ∈ B2, dann gilt

Si ≤ Sj ⇐⇒
(T [i],Rang(Si+1)) ≤ (T [j],Rang(Sj+1))

Ränge der folgenden Suffixe bekannt

Sortiere Tupel (in B2) mit Radix Sort

O(n) Zeit

0 1 2 3 4 5 6 7

3 6 5 4 2 2 1 0

3 5 ⊥ 4 2 ⊥ 1 0Ränge

(2, 1)︸ ︷︷ ︸
S2

≤ (5, 4)︸ ︷︷ ︸
S5

16/21 2021-11-09 Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Kapitel 11: Stringology Teil 2 Institut für Theoretische Informatik, Algorithm Engineering

Suffix-Array-Konstruktion mit DC3 (4/6)



3. Sortiere nicht-Gesamplte Suffixe
seien i, j ∈ B2, dann gilt

Si ≤ Sj ⇐⇒
(T [i],Rang(Si+1)) ≤ (T [j],Rang(Sj+1))

Ränge der folgenden Suffixe bekannt

Sortiere Tupel (in B2) mit Radix Sort

O(n) Zeit

0 1 2 3 4 5 6 7

3 6 5 4 2 2 1 0

3 5 ⊥ 4 2 ⊥ 1 0Ränge

(2, 1)︸ ︷︷ ︸
S2

≤ (5, 4)︸ ︷︷ ︸
S5

16/21 2021-11-09 Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Kapitel 11: Stringology Teil 2 Institut für Theoretische Informatik, Algorithm Engineering

Suffix-Array-Konstruktion mit DC3 (4/6)



4. Merge Suffixe
sei i ∈ C und j ∈ B2, dann gilt

wenn i ∈ B0, dann
Si ≤ Sj ⇐⇒
(T [i],Rang(Si+1)) ≤ (T [j],Rang(Sj+1))
wenn i ∈ B1, dann
Si ≤ Sj ⇐⇒
(T [i], T [i + 1],Rang(Si+2)) ≤
(T [j], T [j + 1],Rang(Sj+2))

0 1 2 3 4 5 6 7

3 6 5 4 2 2 1 0

3 5 ⊥ 4 2 ⊥ 1 0Ränge

(2, 1)︸ ︷︷ ︸
S2

≤ (5, 4)︸ ︷︷ ︸
S5

(0, 0, 0) ≤ (2, 0, 0)

(1, 0) ≤ (2, 1)

(2, 1, 0) ≤ (2, 2, 1)

. . .

Ränge: 4 7 6 5 3 2 1 0
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sei i ∈ C und j ∈ B2, dann gilt

wenn i ∈ B0, dann
Si ≤ Sj ⇐⇒
(T [i],Rang(Si+1)) ≤ (T [j],Rang(Sj+1))
wenn i ∈ B1, dann
Si ≤ Sj ⇐⇒
(T [i], T [i + 1],Rang(Si+2)) ≤
(T [j], T [j + 1],Rang(Sj+2))

0 1 2 3 4 5 6 7

3 6 5 4 2 2 1 0

3 5 ⊥ 4 2 ⊥ 1 0Ränge

(2, 1)︸ ︷︷ ︸
S2

≤ (5, 4)︸ ︷︷ ︸
S5

(0, 0, 0) ≤ (2, 0, 0)

(1, 0) ≤ (2, 1)

(2, 1, 0) ≤ (2, 2, 1)

. . .

Ränge: 4 7 6 5 3 2 1 0
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Rekursion Auflösen

0 1 2 3 4 5 6 7

[mis] [sis] [sip] [pi$] [iss] [iss] [ipp] [i$$]

4 7 6 5 3 2 1 0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

m i s s i s s i p p i $

4 3 ⊥ 7 2 ⊥ 6 1 ⊥ 5 0 ⊥Ränge

Rest bleibt also Übung � Lösung: 11 10 7 4 1 0 9 8 6 3 5 2
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alles außer der Rekursion in O(n) Zeit

wir sortieren nur Tupel der Größe ≤ 3

Radix Sort in O(n) Zeit

Rekursion auf Text der Größe d2n/3e
T (n) = T (2n/3) + O(n) = O(n)

Verallgemeinerung DCX }

funktioniert für alle Differenzüberdeckung

Sortieren etwas komplizierter

Laufzeit: O(νn)
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Function LinearTimeLCP(T ,SA[1..n]):
1 ` = 0, LCP[1] = 0
2 for i = 1, . . . , n do
3 if ISA[i] 6= 1 then
4 j = SA[ISA[i]− 1]
5 while T [i + `] = T [j + `] do
6 ` = `+ 1
7 LCP[ISA[i] = `]
8 ` = max{0, `− 1}
9 return LCP

naive in O(n2) Zeit

berechne LCP-Einträge in Textreihenfolge

Nutze ISA um passendes lex. kleineres Suffix
zu finden

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

T a b a b c a b c a b b a $

SA 13 12 1 9 6 3 11 2 10 7 4 8 5

ISA 3 8 6 11 13 5 10 12 4 9 7 2 1

LCP 0 0 1 2 2 5 0 2 1 1 4 0 3
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naiv in O(n2) Zeit

nutze SA und LCP

betrachte nur rechtesten Pfad im Baum

finde tiefsten Knoten mit String-Tiefe ≤ LCP[i]

insgesamt O(n) Zeit

1 2 3 4 5 6 7 8 9

T a b b a a b b a $

SA 9 8 4 5 1 7 3 6 2

LCP 0 0 1 1 4 0 2 1 3

$
9

8

a$

a

$ a
b
b
a
$

4

5

bba$

1

$
bba

abba$

7

ba$

3

abba$

$

ba

6

a

b

ba$

$

ba

abba$

2
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