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Musterlosungen

Aufgabe 1  (Analyse: Kleinaufgaben)

a)

b)

Geben Sie die wesentlichen Unterschiede —laut Vorlesung— zwischen einer (normalen) Priority
Queue und einer adressierbaren Priority Queue an.

Vergleichen Sie die Laufzeit einer merge-Operation fiir Pairing Heaps und Array basierte Binary
Heaps (also wie aus Algorithmen I bekannt).

Musterlosung:

a)

Im Gegensatz zur normalen Priority Queue erlaubt die adressierbare Priority Queue den direkten
Zugriff auf beliebige Elemente iiber ein Handle h. Dieses wird von der insert-Operation als
Riickgabewert geliefert. Auflerdem ermoglicht sie einige zusétzliche Operationen: remove (h),
decreaseKey (h,k). Die merge-Operation kann prinzipiell auch von normalen Priority Queues
unterstiitzt werden, allerdings weniger effizient.

In einem Pairing Heap wird eine Menge von Bdumen gehalten. Eine merge-Operation ist also
in konstanter Zeit moglich, indem die jeweiligen Listen vereint werden und der minPtr auf das
Minimum beider Wélder gesetzt wird. Im Binary Heap funktioniert dieses Vorgehen nicht. In der
weit verbreiteten Arrayimplementierung gibt es mehrere mogliche Vorgehensweisen. Wenn die
Anzahl der Elemente gegeben ist durch ny bzw. na, n1 < no, ergeben sich folgende Laufzeiten:

(a) Einfiigen der kleineren Menge an Elementen: O(n; - log(ni + ng))
(b) Kompletter Neuaufbau: O(n; + ns)

Je nach Verteilung der Elemente konnen beide Mdoglichkeiten sinnvoll sein.




Aufgabe 2 (Analyse: Laufzeitverhalten)

a) Beweisen Sie allgemein fiir adressierbare Priority Queues die untere Laufzeitschranke von Q(logn)
fiir deleteMin unter der Voraussetzung, dass insert konstante Laufzeit benotigt.

b) Warum muss diese untere Laufzeitschranke nicht gelten, wenn insert mehr Zeit benotigen darf?

Musterlésung;:

a) Mit einer Laufzeit von O(f(n)) fiir deleteMin liefle sich in Zeit O(nf(n)) +n - O(1) vergleichs-
basiert sortieren, indem man zuerst alle Elemente einfiigt und dann eines nach dem anderen
in aufsteigender Reihenfolge entnimmt. Fiir deleteMin in sublogarithmischer Zeit wére das ein
Widerspruch zur bekannten unteren Schranke fiir vergleichsbasiertes Sortieren von Q(nlogn).

b) insert konnte nach jedem Aufruf eine aufsteigend sortierte Liste aller Elemente hinterlassen, mit
deren Hilfe sich alle folgenden min- und deleteMin-Operationen in konstanter Zeit beantworten
lielen.

Aufgabe 3  (Analyse: best-case Verhalten)

a) Geben Sie einen Zustand eines Fibonacci Heaps an, fiir den die néichsten n deleteMin-Operationen
jeweils konstante Laufzeit bendtigen (nicht amortisiert). Begriinden Sie Thre Antwort. Gehen Sie
davon aus, dass zwischen den deleteMin-Operationen keine anderen Operationen ausgefiihrt
werden.

b) Geben Sie einen Algorithmus an, welcher den von Thnen angegebene Zustand fiir beliebige n
erzeugt. Beweisen Sie die Korrektheit des Algorithmus.




Musterlésung;:

a)

Gegeben sei ein Fibonacci Heap der Groe n, bestehend aus einem einzelnen Baum. Dieser Baum
speichere n Knoten in Form einer verketteten Liste. Die nachfolgenden n deleteMin-Operationen
fithren dann jeweils eine Cut-Operation auf den direkten Nachfolgern des jeweiligen Wurzelkno-
tens aus. Da der Wurzelknoten nur einen Nachfolger hat, wird pro deleteMin-Operation nur
eine Cut-Operation ausgefiihrt. Diese Cut-Operationen benétigen jeweils nur konstante Laufzeit.
Da der Fibonacci Heap vor jeder deleteMin-Operation nur aus einem Baum besteht, fithrt die
deleteMin-Operation keine union-Operation aus. Eine potentiell folgende union-Operation auf
dem neuen Baum kann durch das Token des alten Wurzelknotens bezahlt werden. Es miissen
also auch keine neuen Token fiir folgende Operationen bezahlt werden.

Behauptung 1: Die Operation CreateFibonaccilist erzeugt einen Fibonacci Heap F' der Grofle
n, bestehend aus einem einzelnen Baum, représentiert durch eine verkettete Liste.

1: function CREATEFIBONACCILIST(n € NT)
2: F + empty fibonacci heap

3 for ¢ + n down to 1 do

4 F.INSERT(i)

5: x < F.INSERT(i+1)

6: F.INSERT(i)

7 F.DELETEMIN

8 F.DECREASEKEY (x, 0)
9: F.DELETEMIN

10: end for

11: return F

12: end function

Beweis: Die Behauptung gilt fiir n = 0, in diesem Fall gibt die Operation CreateFibonaccilist
einen leeren Fibonacci Heap zuriick.

Invariante 1: Sei n > 0 beliebig aber fest. Nach 0 < x < n Schleifendurchléufen der Zeilen 4-9
besteht F' aus einem einzelnen Baum in Form einer verketteten Liste n —xz + 1,...,n.

Nehmen wir an, dass Invariante 1 fiir beliebige aber feste n > 0 gilt. Unter dieser Voraussetzung
besteht F' nach x = n Ausfithrungen der Zeilen 4-9 aus einem einzelnen Baum in Form einer
verketteten Liste 1,...,n und Behauptung 1 gilt somit fiir n € Ng . Wir beweisen nun Invariante
1 durch Induktion iiber die Schleifendurchléufe = € {0,...,n}. Sei hierzu n > 0 beliebig aber
fest.

Induktionsanfang: © = 1: Nach Ausfithrung der Zeilen 4-6 enthélt F' die Elemente “n”, “n+1"und
“n”. Die Zeilen 7-10 entfernen die Elemente “n” und “n+1”. Somit enthélt F' nach dem ersten
Schleifendurchlauf das Element “n” und die Invariante gilt fiir x = 1.

Induktionsschritt (x — = + 1): Nach Induktionsvoraussetzung besteht F' aus einem Baum, re-
prasentiert durch eine verkettete Liste, der Form n — x + 1,...,n. Die Abbildungen auf der
néichsten Seite fithren nun die Codezeilen 4-9 aus und zeigen den Zustand von F' nach x + 1
Iterationen. F' besteht nun aus einem Baum, repréisentiert durch eine verkettete Liste, der Form
n—ax,...,n. Somit gilt die Invariante auch nach x + 1 Iterationen und der Induktionsschritt
x — = + 1 ist abgeschlossen.

Induktionsschluss: Die Invariante gilt nach jedem Schleifendurchlauf.




Musterlésung;:
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Aufgabe 4  (Rechnen: Fibonacci Heaps)

Gegeben sei ein Fibonacci Heap mit unten eingezeichnetem Zustand (a).
a) Geben Sie eine moglichst kurze Folge von Operationen an, die diesen Zustand erzeugt.

b) Fiihren Sie anschliefend die Operationen deleteMin() auf dem Heap aus. Zeichnen Sie den
Zustand des Heaps nach jedem Einfiigen eines Baums in ein leeres Bucket und nach jeder Union-
Operation.

¢) Geben Sie eine moglichst kurze Folge von Operationen an, die den unten eingezeichneten Zustand
(b) erzeugt. Tipp: der eingezeichnete Zustand lisst sich aus dem Heap in Abbildung (a) nach
der deleteMin-Operation durch weitere Operationen erzeugen.
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Musterlésung;:

a) Die Folge
insert(0), insert (1), insert(2), insert(3), insert(4), insert(5), insert(6), insert (7),
insert(8)
erzeugt den gegebenen Zustand.

Beachten Sie, dass die Definition des Fibonacci Heaps keine Aussage dariiber macht, in welcher
Reihenfolge Wurzelknoten gespeichert sind. Fiir diese Losung und die der néchsten Teilaufgabe
nehmen wir eine nach der Reihenfolge der Einfiigungeoperationen sortierte Liste von Wurzeln
an. Werden Teilbdume abgeschnitten, so werden diese an das Ende der Liste angehéngt.




Musterlésung;:
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Musterlésung;:
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c) Die Folge

deleteMin(), insert (1), decKey(x,

erzeugt den gegebenen Zustand.
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Aufgabe 5  (Entwurf: Datenstrukturen)

a)

b)

Erweitern Sie die Datenstruktur Pairing Heap um die Operation increaseKey(h: Handle, k:
Key). Ihre Operation sollte amortisiert O(logn) Laufzeit benstigen. Geben Sie Pseudocode an.
Wie wiirden Sie bei einem Binary Heap vorgehen?

Entwerfen Sie eine Datenstruktur welche die Operationen insert in O(logn), Median bestim-
men in O(1) und Median entfernen in O(logn) unterstiitzt. Eine Beschreibung in Worten ist
ausreichend.

Musterlésung;:

2)

Losche das Element aus der Datenstruktur (O(logn)) und fiige es mit dem geéinderten Schliissel
wieder ein (O(1)):

1: function INCREASEKEY(h : Handle, k : Key)

2: remove(h)
3: key(h) :=k
4: insert(h)

5. end function

Bei einem Binary Heap wiirde man zuerst den Schliissel anpassen und anschliefend eine
siftDown-Operation ausfithren.

Aufbau des Datentyps:

e Speicherung des aktuellen Median in v.

e Verwendung einer Maximum Priority Queue (MaxPQ) fiir Elemente kleiner als v und einer
Minimum Priority Queue (MinPQ) fiir Elemente grofier als v.

Bestimmung des Median:
Frage v direkt ab: O(1).

Loschen des Medians:
Ersetze den aktuellen Median v durch das oberste Element der groferen Priority Queue (bei
Gleichheit verwende MinPQ): deleteMin in O(logn), z.B. mit Fibonacci Heap.

Einfiigen eines Elements:

Fiige das neue Element —in Abh#ngigkeit von v— in eine der Priority Queues ein: insert in
O(1). Fiige v in die kleinere ein (bei Gleichstand verwende MaxPQ): insert in O(1). Ersetze
v durch das oberste Element der grofleren Priority Queue (bei Gleichstand verwende MinPQ):
deleteMin in O(logn), z.B. mit Fibonacci Heap.




