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Musterlösungen

Aufgabe 1 (Kleinaufgaben: Geometrie-Entwurf )

Entwerfen Sie einen Algorithmus, der . . .

a) in Zeit O(n log n) ein geschlossenes, kreuzungsfreies Polygon aus n Punkten P ∈ R2 konstruiert.

b) in Zeit O(n) für eine Menge von n Filialen einen Standort für ein Zentrallager berechnet, so dass
der maximale Abstand (in Luftlinie) zwischen Zentrallager und allen Filialen minimiert wird.

c) (*) in Zeit O(log n) die Anzahl an points of interest (POI) um einen fixen Mittelpunkt M in
einem Winkelbereich [φ1, φ2] und einem Entfernungsbereich [r1, r2] bestimmt.
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#points of interest = 19

im angefragten Bereich: 3 POI

POI

Bei n POI ist eine Vorverabeitungszeit von O(n log n) und ein Platzverbrauch von O(n) erlaubt.

Musterlösung:

a) Bestimme den Mittelpunkt M aller Punkte aus P in O(n). Sortiere die Punkte in O(n log n)
im Uhrzeigersinn um M . Bei gleichem Winkel hat der Punkt, der näher am Mittelpunkt ist
Vorrang. Füge die Punkte in dieser Reihenfolge zu einem Polygon zusammen.

Das erzeugte Polygon ist offensichtlich geschlossen, wenn auch der letzte Punkt mit dem ersten
Punkt verbunden wird. Das Polygon ist außerdem kreuzungsfrei, da es monoton in einer Richtung
aufgebaut wird (im Uhrzeigersinn und von innen nach nach außen).

b) Das Problem kann mit dem Algorithmus zur Bestimmung der kleinsten einschließenden Kugel
gelöst werden. Der Mittelpunkt der berechneten Kugel (bzw. des Kreises in 2D) minimiert den
maximalen Abstand zu allen Filialen und ist der gesuchte Standort für das Zentrallager.
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Musterlösung:

c) Die Anfrage kann durch Wavelet Trees mit den geforderten Eigenschaften gelöst werden. An
Stelle von karthesischen Koordinaten (x, y) werden Kreiskoordinaten (r, φ) verwendet, um den
Wavelet Tree aufzubauen. In diesem Fall gibt eine Anfrage intDominanceCount(r1, φ1) die
Anzahl an POI im Bereich [r1,∞) und [ϕ1, 2π) an (siehe Bild). Damit kann die gewünschte
Bereichsanfrage konstruiert werden:

intRangeCount(r1, r2, φ1, φ2) = intDominanceCount(r1, φ1)− intDominanceCount(r1, φ2)

−intDominanceCount(r2, φ1) + intDominanceCount(r2, φ2)

Sollte der Winkelbereich die 0◦ überstreichen, teilt man die Anfrage in zwei getrennte Anfragen
mit den Winkelbereichen [φ1, 2π) bzw. [0, φ2), deren Ergebnisse man addiert.

M

r1ϕ1

intDominanceCount(r1, ϕ1) = 13
(für diesen Bereich)

Aufgabe 2 (Analyse+Entwurf: Graham’s Scan)

Betrachten Sie den Graham’s Scan Algorithmus zur Bestimmung der konvexen Hülle einer Punkte-
menge P ∈ R2 mit |P | = n. In der Vorlesung wurde eine lexikographische Sortierung der Punkte
vorgeschlagen, mit der Folge dass die obere und untere Hülle getrennt berechnet werden mussten.

a) Geben Sie eine geeignetere Sortierung der Punkte an, so dass die gesamte konvexe Hülle in einem
Durchlauf berechnet werden kann.

b) Zeigen Sie, dass der Graham’s Scan Algorithmus nicht für jede beliebige Sortierung der Punkte
eine korrekte konvexe Hülle liefert (Randfälle ausgenommen).

c) Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass es möglich ist, dass der Graham’s Scan Algorithmus p
schon zur Hülle hinzugefügte Punkte hintereinander verwirft für beliebig großes p.

d) Eine Schneidemaschine bringt Stoffe anhand eines Schnittmusters in die gewünschte Form. Ein
Schnittmuster ist dabei durch ein Polygon aus n Ecken definiert. Die Schneidemaschine kann
beliebige konvexe Stoffe bearbeiten.

Entwerfen Sie einen Algorithmus, der den minimal möglichen Verschnitt für ein gegebenes Stoff-
muster in Linearzeit berechnet. Sie können davon ausgehen, dass die Ecken des Polygons als
geschlossener Kantenzug vorliegen.
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Musterlösung:

a) Eine zirkuläre Sortierung der Punkte um einen Mittelpunkt innerhalb der konvexen Hülle erfüllt
diese Anforderung. Als Startpunkt für Graham’s Scan wählt man einen Punkt der sicher auf der
Hülle liegt, z.B. den Punkt mit kleinster x Koordinate. Zu berücksichtigende Sonderfälle treten
auf, wenn sich Punkte in der gleichen Richtung vom Mittelpunkt aus gesehen befinden. Hier
müssen die inneren vor den äußeren Punkten abgearbeitet werden.

b) Betrachte eine zirkuläre Sortierung der Punkte um einen Mittelpunkt außerhalb der konvexen
Hülle. Wie im folgenden Bild zu sehen, springt die Reihenfolge der Punkte wild umher, wenn sie
zirkulär um M sortiert werden.
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c) Das geforderte Verhalten tritt auf, wenn beim Scan für p Punkte hintereinander eine ’Rechts-
drehung’ stattfindet und anschließend eine ’Linksdrehung’, so dass der p+1-te Punkt über dem
ersten der Reihe liegt. Folgendes Bild veranschaulicht dies.
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Links ist der Zustand nach Scan des p-ten Punktes zu sehen, rechts der Zustand nach Scan des
p+ 1-ten Punktes. Die Punkte k1 bis kp wurden aus der vorläufigen konvexen Hülle entfernt.

d) Der geforderte Algorithmus ist ein modifizierter Graham’s Scan. Die Ecken des Schnittmusters
bilden die Eingabepunkte für den Algorithmus. Da sie schon sortiert vorliegen, entfällt der teu-
erste Schritt von Graham’ Scan. Der Rest arbeitet in Linearzeit. Der Verschnitt wird bestimmt,
indem jedes Mal, wenn eine ’Linksdrehung’ beim Scan auftritt, die zusätzliche Fläche (im Bild
rot) berechnet und über den gesamten Lauf des Algorithmus aufsummiert wird.

inside

Verschnitt
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Aufgabe 3 (Entwurf: Platzeffizienter Linienschnitt)

In der Vorlesung wurde ein Sweepline-Algorithmus zur Bestimmung der Schnitte zwischen n Linien-
segmenten behandelt. Der Algorithmus arbeitet eine Liste an Ereignispunkten (Schnittpunkte, Linien-
anfänge und Linienenden), in Form einer nach der y-Position sortierten Queue, ab. Gleichzeitig führt
er eine Liste aktiver Kanten in sortierter Reihenfolge.
Das betrachtete Problem lässt sich in seiner Laufzeitkomplexität nie besser lösen als durch die Anzahl
Schnittpunkte vorgegeben. Liegen z.B. O(n2) Schnittpunkte vor, so kann bestenfalls eine quadratische
Laufzeitkomplexität erreicht werden.
Für den Algorithmus aus der Vorlesung gilt die gleiche Einschränkung auch für den Platzbedarf.
Die Queue muss bis zu O(n+ k) Ereignispunkte gleichzeitig halten, bei insgesamt k Linienschnitten.
Dies liegt unter anderem daran, dass einmal erkannte Schnittpunkte auch zwischen Liniensegmenten
existieren können, die in der sortierten Liste nicht (mehr) benachbart sind. Dies sei durch folgendes
Beispiel illustriert:
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Im Beispiel wird zuerst der Schnittpunkt a× b zwischen den Linien a und b bestimmt. Nach der Ak-
tivierung von Linie c ist der Schnittpunkt weiterhin in der Queue, die Linien a und b sind allerdings
nicht mehr benachbart.

Modifizieren Sie den Algorithmus so, dass er nur noch O(n) Platz für die Ereignispunkte benötigt.

4



Musterlösung:
Die Lösung beruht auf der Tatsache, dass die an einem Schnittpunkt beteiligten Linien unmittelbar
vor der Bearbeitung des Schnittpunktes in der Liste aktiver Kanten benachbart sein müssen. Damit
können Schnittpunkte zeitweise verworfen werden, die zu momentan nicht mehr benachbarten Linien
gehören. Dies sei durch folgendes Beispiel illustriert:
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Folgt man dem Beispiel, so kann bei Aktivierung von Line c Schnittpunkt a × b verworfen werden.
Erst bei Abarbeitung von Schnittpunkt a× c wird er wieder eingefügt.
Die benötigte Überprüfung ist im Allgemeinen sowieso nötig und hat somit keinen Einfluss auf die
Laufzeit des Algorithmus. Durch diese Änderung kann sich zwischen jeweils zwei aktiven Linien nur
jeweils ein aktiver Schnittpunkt in der Queue befinden. Da es maximal n − 1 benachbarte aktive
Linienpaare geben kann, enthält die Queue insgesamt nur die geforderten O(n) Ereignispunkte.
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Aufgabe 4 (Analyse+Entwurf: Überdeckungsproblem)

Zur Gebietsüberwachung wurde in einem weitläufigen Gelände ein Sensornetz aus mehreren Millionen
Knoten ausgelegt. Die Positionsdaten der Knoten wurden per Funkübertragung an einer zentralen
Stelle gesammelt. Jeder Sensorknoten überwacht ein kreisförmiges Gebiet mit Radius r. Durch Fehler
in der Ausbringung können dabei starke Überlappungen der von den Knoten überwachten Gebiete
entstanden sein.
Um diese Information zu einem späteren Zeitpunkt ggf. nutzen zu können, haben die Betreiber be-
schlossen, dass alle Knotenpaare bestimmt werden sollen, deren Gebiete sich teilweise überlappen.

a) Zeigen Sie, dass ein Sweepline-Algorithmus, der einfach alle (im Rahmen der Algorithmen-
ausführung) aktiven Sensorknoten auf Überlappung prüft, in quadratischer Laufzeit resultieren
kann, auch wenn die Ausgabekomplexität (Anzahl überlappender Knotenpaare) linear ist.

b) Überlegen Sie, wie Sie dennoch einen Sweepline-Algorithmus verwenden können, um das Problem
in Linearzeit zu lösen, falls die Ausgabekomplexität linear ist.

Musterlösung:

a) Viele Sweepline-Algorithmen sind für eine effiziente Ausführung darauf angewissen, dass die Zahl
aktiver Elemente gering ist im Vergleich zur Anzahl vorhandener Elemente. Dies kann bei dem
gestellten Problem allerdings nicht garantiert werden.

Betrachte eine Sortierung der Knoten nach x-Koordinate und anschließend nach y-Koordinate.
Der Sweepline-Algorithmus durchlaufe die Knoten in dieser Sortierung. Sollten durch eine
ungünstige Verteilung alle Sensorknoten auf der selben y-Koordinate liegen, so sind zu einem
Zeitpunkt alle Knoten gleichzeitig aktiv und man muss jeden Knoten mit jedem vergleichen.
Dieser Fall resultiert somit in quadratischer Laufzeit, obwohl nur linear viele Schnitte auftreten.
Er könnte dennoch effizient gelöst werden, da die Knoten auch in der y-Koordinate geordnet sind
und deshalb in sortierter Reihenfolge aktiviert werden. Allerdings kann diese Ordnung durch Auf-
teilung der Elemente in zwei gleich lange Gruppen oder Variation der x-Koordinate in Schritten
von r/n zerstört werden. Die folgenden Abbildungen illustrieren die drei Fälle:

überlappende
Überwachungsgebiete
(gleiche y-Koordinate)

Sweepline überlappende
Überwachungsgebiete
(Doppelreihe)

Sweepline überlappende
Überwachungsgebiete
(Variation der x-Koordinate)

Sweepline
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Musterlösung:

b) Wie in der vorherigen Teilaufgabe gezeigt, besteht das Problem darin, dass gleichzeitig viele
Knoten aktiv sein können. Ein Trick zur Umgehung dieses Problems ist die Verwendung von
Buckets. Verwaltet man die Menge aller aktiven Elemente in einer sortieren Liste an Buckets
(augeteilt anhand der y-Koordinate, Bucketgröße > r), so sind nur Vergleiche mit den Elementen
aus dem eigenen und den zwei benachbarten Buckets nötig. Da nur reine Überlagerungstests
durchgeführt werden, sind bei geeigneter Wahl der Bucketgröße sogar nur Vergleiche mit den
benachbarten Buckets nötig, da sich die Kreise eines Buckets garantiert überlagern (gilt für
Bucketgrößen < 2r).

Sollten sich alle Elemente auf benachbarte Buckets verteilen, lässt sich auch mit diesem Trick eine
quadratische Menge an Tests nicht vermeiden. Durch geschickte Wahl der Bucketgrößen lässt sich
die Wahrscheinlichkeit eines solchen Falles allerdings meist so weit reduzieren, dass quadratische
Laufzeit nur auftritt, wenn die Ausgabekomplexität quadratisch in der Eingabegröße ist. Eine
solche Komplexität lässt sich dann allerdings nicht vermeiden.
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