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Spezielle Priority Queues AT

monoton, ganzzahlig

Warum das Ganze?

m spezialisierte Datenstruktur — schneller
m Dijkstras Algorithmus

Idee
m speichere Schllssel in Buckets statt Baumen
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Spezielle Priority Queues AT

Dijkstras Algorithmus

Laufzeit Dijkstras Algorithmus
® Tpjkstra = O(M - Tyecreasekey + N+ (Tdeletemin + Tinsert))

amortisierte Laufzeiten

o(+) Bin. Heap Fib. Heap  Bkt. Queue Radix Heap
Tdecreasekey log n 1 1 1
Tinsert log n 1 1 log C
T deleteMin log n log n C log C
Tpjkstra (m+n)logn m+ nlogn m+ nC m+ nlog C
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Spezielle Priority Queues AT

monoton, ganzzahlig

Bedingungen

m positive, ganzzahlige Schlissel

®m neue/geanderte Schlissel k > minimaler Schllssel min

® maximales Schllisselinkrement C — min < k < min+ C
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Bucket Queues AT

Aufbau:
m zirkulare Liste aus Buckets B[]

a Variable mit minimalem Schlissel min
(der in die Datenstruktur aufgenommen werden kann)

® min: letzter deleteMin-SchlUssel, initialisiert mit 0

gegeben:
m max. Schlisselinkrement C — # Buckets |B| = C + 1

min = [value]

C0123456789]

C=9—|B|=C+1=10
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Bucket Queues

Ablauf:
insert: Einflgen in Bucket Blkey mod(C + 1)] o(1)
deleteMin: Entfernen aus Bucket B[min mod(C + 1)] O(C)
(bzw. aus erstem nicht-leeren Folgebucket)
decreaseKey: Verschieben von altem in neuen Bucket o(1)
Beispiel:
® insert(a,5)
@ insert(b,7) min = 5 A c=9
@ deleteMin() E(e’ﬂg '/ (d,13) (b.7)
® insert(c,13) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 J
® insert(d,13)
® insert(e,11)
® decreaseKey(c,11)
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Spezielle Priority Queues AT

Dijkstras Algorithmus

Laufzeit Dijkstras Algorithmus
® Tpjkstra = O(M - Tyecreasekey + N+ (Tdeletemin + Tinsert))

amortisierte Laufzeiten

o(+) Bin. Heap Fib. Heap  Bkt. Queue Radix Heap
Tdecreasekey log n 1 1 1
Tinsert log n 1 1 log C
T deleteMin log n log n C log C
Tpjkstra (m+n)logn m+ nlogn m+ nC m+ nlog C
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Radix Heaps AT

Aufbau:
m Liste aus logarithmischer Anzahl Buckets B[]

m Variable mit minimalem Schliissel min
(der in die Datenstruktur aufgenommen werden kann)

gegeben:

a max. Schlisselinkrement C — # Buckets |B| = K 42
=(|logC|+1)+2

min = [value]

-1 0 1 2 3 K:=4

C=9— K+2=(|logC|+1)+2=(3+1)+2=56
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Radix Heaps AT

min = [value] c=9

1 0 i 2 3 K.=1
Welche Schliissel kommen in welches Bucket?

Bucket i:  hélt Elemente mit i = min(msd(min, key), K)
— Bucket K ist overflow Bucket
— hdchstwertiges unterschiedliches Bit ist i
(bzw. —1 wenn key = min)
— max(1, 2/) verschiedene Schliissel
— leer, wenn Bit / von min gesetzt

Beispiele

min := 00001000 (08)
msd (00001000, 01001000) = 6
msd(00001000, 00001010) = 1
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Radix Heaps g(n'
min = [value] c=9
1 0 i 2 3 K.=1
Welche Schliissel kommen in welches Bucket?
Bucket B:]
min | -1 0 1 2 3 4
1000 (08) | 8 9 10.11 12.15 16..8+C
1010 (10) | 10 11 - 12..15 - 16..10+C
1111 (15) | 15 - - - - 16..15+C
1000100 (68) | 68 69 70..71 - 72.79? 80..68+C ?
1000100 (68) | 68 69 70..71 . 72.77 -
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Radix Heaps AT

Institut f Technologie.

Ablauf und Laufzeiten (amortisiert):
insert: Einfugen in Bucket B[min(msd(min, key), K)]  O(log C)
deleteMin: min = minimaler Schllssel (aus Bucket /), O(log C)
Elemente aus Bucket i verschieben,
Entfernen aus Bucket B[—1]

decreaseKey: Verschieben von altem in neues Bucket o(1)
Beispiel:
® insert(a,5)
@ insert(b,7)  min=0101 <o c=9
® deleteMin() (b,0111) (¢1011) (d1101) (e,1011)
@ insert(c,13) -1 0 I 2 3 K:=4
® insert(d,13)
® insert(e,11)
® decreaseKey(c,11)
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Radix Heaps

Beispiel (fortgesetzt):
insert(f,14)
deleteMin()
deleteMin()
insert(g,20)
deleteMin()  min = 10000

Karlsruher Institut fur Technologie

insert(h,18) r

(1,10010) ‘

(3,10110)

0 1

a

a

a

a

a

a

@ deleteMin()
@ decreaseKey(g,16)
@ deleteMin()

® deleteMin()

® insert(i,24)

@ insert(j,22)

a

decreaseKey (i,16)
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Radix Heaps AT

Warum komplizierte Formel min(msd(min, key), K) ?
m viel anschaulicher wére doch

i = [log(key — min)]|
m okay, Anzahl Verschiebungen erhéht sich nicht .. .

® ...aber, jede Anderung von min dndert potentiell alle Buckets
— schlechtere Laufzeit!

Beispiel
min := 01000 (08) “***M" min .= 01010 (10)
Bucket BJ:]
min|-1 0 1 2 3 4
1000(08) | 8 9 10 11.12 13.16 17..84C
1010 (10) | 10 11 12 13.14 15.18 19..10+C
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Radix Heaps AT

Institut f Technologie.

min = 1000 c=9
4// T~
leer ]&& leer - | lccr.\ bewegen
-1 0 1 23— K:=4
Anderung von min — Umverteilung eines Bucket gentigt
deleteMin

min := 01000 (08) ~ —" min :=
01001 (09)0101x% (10..11)011  x (12..15)—, Bucket 3 ist leer1 * x x x (16..)

Bucket B

min | -1 0 1 2 3 4
01000 (08) | 8 9 10.11 12.15 - =16
01001 (09) | 9 - 10..11 1215 - >16
01010 (10) | 10 11 - 12.15 - >16
oto11 (11) | 11 - - 12.15 - >16
01100 (12) | 12 13 14.15 - - >16
01101 (13) | 13 - 14.15 - - >16
01110 (14) | 14 15 - - - >16
01111 (15) | 15 - - - - >16
10000 (16) | 16 17 - - - -
10001 (17) 17 - - - - -
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Spezielle Priority Queues AT

Dijkstras Algorithmus

Laufzeit Dijkstras Algorithmus
® Tpjkstra = O(M - Tyecreasekey + N+ (Tdeletemin + Tinsert))

amortisierte Laufzeiten

o(+) Bin. Heap Fib. Heap  Bkt. Queue Radix Heap
Tdecreasekey logn 1 1 1
Tinsert logn 1 1 log C
TdeleteMin logn log n c log C
Tpjkstra (m+n)logn m+ nlogn m+ nC m+ nlog C
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Average case Analyse fir MST AT

Motivation

m Algorithmus zur Berechnung minimaler Spannbaume (MSTs)
(siehe Algorithmen I: Algorithmus von Jarnik-Prim)

m Beweis analog zu Dijkstras Algorithmus

Kurze Wiederholung von Jarnik-Prim

a Wihle beliebigen Startknoten s (9\1 C 4 Q
a Flge iterativ Knotem v zu MST

mit kleinstem Abstand d|v] I 3.1 2 1

> Verwalte vorlaufige Abstande d|:] ><:>/
in Priority Queue! @_ 2 1 @
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Average case Analyse fir MST AT

Durchschnittliche Laufzeit Jarnik Prim Algorithmus
® Annahme: Gewichte 1, ..., m sind Kanten zuféllig zugeordnet.
® Tpijm = O(m~+n- (Tinsert + Taeletemin + Tinsertmst) + X - TdecreaseKey)
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Average case Analyse fir MST AT

Durchschnittliche Anzahl decreaseKey Operationen
@ betrachte Knoten v:
decreaseKey (v), wenn Knoten u zu MST
hinzugeflgt wird mit c(u, v) < d|v]
— Reihenfolge uy, .. ., i

. v
— C(U,‘, V) < min; < C(Uj, V)
a Wie oft tritt dies auf?
— Erwartungswert My fiir Anzahl Prafixminima MST
— (M) = Hy (K'te harmonische Zahl)
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Average case Analyse fir MST AT

Préafixminima

Zufallsvariablen
® Mj: Anzahl Prafixminima einer Folge von k Zahlen
a /;: [; =1 gdw. i-te Zahl Prafixminimum (Indikator) — P[/; = 1] = 17

k k
]E(Mk) = ]E(ZII) ZIE(//)

k1
227

Intuition

m Wahrscheinlichkeit, dass i-tes Element Prafixminimum ist, ist 17
da nur ein Minimum in den ersten i Elementen existiert.
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Average case Analyse fir MST AT

Durchschnittliche Anzahl decreaseKey Operationen (weiter)
m erwartet Hj Prafixminima
a Erstes Minimum — insert (v)

® Hx — 1 Minima — decreaseKey (v)
(Bemerkung: Hx — 1 < Ink = Ingrad(v))

a Gesamt:
Xo= Z (Hk— 1) = Z (ngad(v) - 1)
veV veV
konkav 2m m
< - = —
< ) Ingrad(v) < nin - O(nln n)

veV
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Institut f Technologie.
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Feierabend!
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