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m in-place Multikey Quicksort
Sortierung von Zeichenketten in-place

® Suche mit Hilfe von Suffix-Arrays
m Beschleunigung mittels LCP-Array
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Multikey Quicksort T

Wiederholung

Bentley, Sedgewick (1997)

Three-way Radix Quicksort

a sortiert Elemente mit mehreren Schllisseln wie msd-Radlixsort
— z.B. Stellen einer Zahl, Zeichen eines Strings

m flr einen Schllssel wird Quicksort mit drei Fallen ausgefihrt
— kleiner als, gleich, gréBer als das Pivotelement

2 }-_I_ans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut flir Theoretische Informatik
Ubung 3 — Algorithmen I Algorithmik 11



Multikey Quicksort T

Ablauf

Function mkqSort( S: Array of String, i : Integer) : Array of String

if |S| < 1 then return S Basisfall
choose p € S uniformly at random Pivotelement
return concatenation of Rekursion

mkqSort( (e € S: e[i] < p[i]), i),
mkqSort( (e € S: e[i] = pl[i]),i+ 1),
mkqSort( (e € S: e[i] > p[i]),i)
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Ablauf

Karlsruher Institut fur Technologie

Function mkgSort( S: Array of String, / : Integer) : Array of String

if |S| <1 thenreturn S

choose p € S uniformly at random

return concatenation of
mkqSort( (e € S: eli] < p[i]).i),
mkaSort( (e € S: elil = pli]). i+ 1),
mkqSort( (e € S: eli] > pli]), i)
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Partitionierung

in-place bei Multikey Quicksort Umgruppierung
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in-place Multikey Quicksort

Zusammenfassung

Karlsruher Institut fur Technologie

m Three-way Radix Quicksort
Partitionierung in kleiner, gleich, gréBer Uber alle Stellen analog zu msd-Radixsort

a effizient O(|S|log |S| + d)

d = Summe der Lange der unterscheidenden Préfixe

m in-place Partitionierung méglich
durch geschicktes Speichern und Verschieben der gleichen Elemente

a sehr einfache Implementierung

8 I-_I_ans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut flir Theoretische Informatik
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Suffix-Arrays AT

Wiederholung

T=b ar bar habarbb er $

Suffix-Array SAvon T
indiziert alle Suffixe

in sortierter Reihenfolge
Im Beispiel O(n®)

9 }-_I_ans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut flir Theoretische Informatik
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Suffix-Arrays AT

Wiederholung Koter i 6 Technolgie
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Suffix-Arrays

Wiederholung

IT

Karlsruher Institut fur Technologie
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Wiederholung Koter i 6 Technolgie
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Wiederholung Koter i 6 Technolgie

T=b ar bar habarbb er $

SA[i)
15 $
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Suche mit Suffix-Arrays AT

Ablauf

Suche: P = bar
n = Textlange, m = Pattern-Lange

a Naiv: O(n-m)

a KMP: O(n+ m)

a Mit Suffix-Arrays zunachst: O(m - log n)
a Optimiert: O(m+ log n)
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Suche mit Suffix-Arrays

Ablauf

T=hb

Suche: P = bar Al
® (SA bestimmen) 508
a finde Start binére Suche 8 a
I=1,r=n 2 a
while (/ < r) do 10 a
q= LH_TrJ 5 a
it (P> Tsajg)..sAlq)+m—1) 1 b
then/=qg+1 9 b
elser=q 4 b
S= / 12 b
if (P # Tsas]..SA[s]+m—1) 5 e
then break - h
14 T
3 T
11 T
6 T
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Suche mit Suffix-Arrays AT

Ablauf it 0 Technologie

T=b ar barhabarbbert$
Suche: P = bar

SA[i
@ (SA bestimmen) 15“ $
a finde Start binére Suche s abarbers$
I=1,r=n 2 arbarhabarbers:}$
while (/ < r) do 0w arbers$
qg= LH_TrJ 5 ar habarobde
if (P> TSA[q]..SA[q]+m71) 1 barbarhahb ber $
then/=qg+1 9 barber$
elser=q 4 barhabarbers $
s=1 2 ber $
if (P?é TSA[S]NSA[S]+m71) 13 er $
then break - habarber$
u r $
33 r barhabarbers$
11 rber$
6 T h abarbert$ 1=6,7r=6
Hans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut flir Theoretische Informatik
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Suche mit Suffix-Arrays AT

Ablauf et Tl
T=b ar bar habarbert$
Suche: P = bar 51\)[‘] s
a (SA bestimmen) s abarber$
a finde Start 2 arbarhabarbers$
m finde Ende binare Suche 0 arbers$
|=s8,r=n 5 ar habar e
while (/ < r) do 1 barbarhahb ber $
qg= [H'T’W 9 barber$
if (P = Tsaq)..5A/q1+m—1) 41 barhabarber$
then/=q 2 ber $
elser=q-1 g=10 13 le T $
t=1 7 habarbert$
u r $
33 r barhabarbers$
11 rber$
6 rhabarbers $ 1=57r=15
Hans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut fir Theoretische Informatik
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Suche mit Suffix-Arrays AT

Ablauf st e Tchnooge
T=b arbarhabarbert$
Suche: P = bar S‘l\_m s
9
@ (SA bestimmen) s abarber$
m finde Start 2 arbarhabarhber$
m finde Ende binare Suche 0 arber$
|=s8,r=n 5 ar habar e
while (/ < r) do 1’ barbarhatb ber $
qg= [H'T’W ¢g=7 9 b arber $
if (P = Tsaq)..5A/q1+m—1) 41 barhabarber$
then/=q 2 ber $
elser=q-1 3 er $
t=1 7 habarber$
u r $
33 r barhabarbert$
11 r ber $
6 rhabarbdbert$ l—5r—09
Hans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut flir Theoretische Informatik
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Suche mit Suffix-Arrays AT

Ablauf it 0 Technologie
T=b arbarhabarbbert$
Suche: P = bar S‘l\_m s
9
@ (SA bestimmen) s abarber$
m finde Start 2 arbarhabarhber$
m finde Ende binare Suche 0 arber$
|=s8,r=n 5 ar habar e
while (/ < r) do 1 barbarhatb ber $
qg= [H'T’W 9 barber$
if (P:TSA[q]_.SA[q]+m,1)q: 4 barhabarberst$
then/=q 2 ber $
elser=qg-1 3 er $
t=1 7 habarber$
u r $
33 r barhabarbert$
11 r ber $
6 rhabarbers $ l=7r=9
Hans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut flir Theoretische Informatik
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Suche mit Suffix-Arrays AT

Ablauf it 0 Technologie
T=b arbarhabarber$
Suche: P = bar S‘l\_m s
9
@ (SA bestimmen) s abarber$
m finde Start 2 arbarhabarhber$
m finde Ende binare Suche 0 arber$
|=s8,r=n 5 ar habar e
while (/ < r) do 1 barbarhatb ber $
qg= [H'T’W 9 barbers$
if (P = Tsaq)..5A/q1+m—1) 41 barhabarber$
then/=q ¢g=012 b e r $
elser=qg-1 3 er $
t=1 7 habarber$
u r $
33 r barhabarbert$
11 r ber $
6 rhabarbers $ =87 =9
Hans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut flir Theoretische Informatik
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Suche mit Suffix-Arrays AT

Ablauf it 0 Technologie
T=b arbarhabarbbert$
Suche: P = bar S‘l\_m s
9
@ (SA bestimmen) s abarber$
m finde Start 2 arbarhabarhber$
m finde Ende binare Suche 0 arber$
|=s8,r=n 5 ar h abarbe
while (/ < r) do 1 barbarhatb ber $
qg= [H'T’W 9 barbers$
if (P:TSA[q]..SA[q]erA) 4 barhabarber$
then/=q 2 ber $
elser=qg-1 3 er $
t=1 7 habarber$
u r $
33 r barhabarbert$
11 r ber $
6 rhabarbers $ =87 =8
Hans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut flir Theoretische Informatik
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Suche mit Suffix-Arrays AT

Ablauf et Tl
T=b ar b arha ber $
SA[i]
Suche: P = bar 58
8§ abarber$
a (SA bes“mmen) 2 arbarhabarbers s
m finde Start 0 arber$
a finde Ende 5 arhabarhbe
m Ergebnis 1 barbarhatb ber $
1 9 barber$
. é()Tersti:rg query g=¢ 4 barhabarber$
® {SAls],..., SA[f]} 2 berd
reporting query 13 er §
7 habarber$
u r $
33 r barhabarbers$
11 rber$
6 rhabarbers $ s=6t=8
11 Hans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut fiir Theoretische Informatik
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Suche mit Suffix-Arrays

Zusammenfassung

m Verlagerung des Aufwands von Anfrage in Vorverarbeitung

> einmal Suffix-Array generieren in O(n),
— danach Anfragen in O(mlog n) mdglich, statt in O(mn)

gut, wenn auf einem Text viele Anfragen stattfinden

® Ausnutzung der Eigenschaften des Suffix-Arrays
> jeder Substring ist Préafix eines Suffix
— alle Substrings liegen “sortiert” vor
maogliche Ausnahme: Substring ist Prafix von Substring

das Suffix-Array indiziert alle Suffixe in sortierter Reihenfolge

12 Hans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier:

Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 3 — Algorithmen I
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LCP-Array ﬂ("

Langster gemeinsamer Prafix

Definition:
m LCP[i]: Lange des langsten gemeinsamen Préfixes von je zwei

lexikographisch benachbarten Suffixen A[SA[i —1]...n] und
A[SA[i]...n]

Erweiterung auf beliebige Suffixe

m LCPJ[i][j]: Lange des langsten gemeinsamen Préfix beliebiger
lexikographischer Suffixe A[SA][i]...n] und A[SA[j]...n]

a Konstruktion: O(nlog n) Zeit und Platz
a Zugriff: O(1)

13 }-_I_ans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut flir Theoretische Informatik
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Schnelle Suche mit Suffix-Arrays

Erster Ansatz

Suche: P = bar F=baxrbarh
u Ziel: kein wiederholtes A
Vergleichen von Zeichen 8 abarber
aus P 2 ar barha
m Nutze LCP-Array um Suche " & * E °r 3
zu beschleunigen per o e e
L= 1-b a r|/b arh
m Starte Suche bei mir 4 o barber$
a /[:=LCP(L P) 1 barhaba
a r:=LCP(R,P) R=0 12 @e r $
a mir:=min(/,r) 13 er §
a Update von /, r, 7 habarbe
keine Neuberechnung u r $
a Oft O(m+logn) 5T E 2 a b
1 r r
a Worst case O(mlogn) s rhabacrhb

14 Hans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier:
Ubung 3 — Algorithmen I
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abarber$
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Schnelle Suche mit Suffix-Arrays AT

Redundante Vergleiche

Problem
m Falls | £ r — wiederholtes Vergleichen

SA[i]

9 barbers$

L= 4 rhabarbers$

q= 12e r $

R=1013 e r § 7 QT
7 habarbers$

Definition
m Vergleich eines Zeichens aus P ist redundant, falls das Zeichen vorher
schon einmal Uberprift wurde.

Ziel
a Beschréanke rendundante Vergleiche auf O(1) pro lteration
a Vergleiche bei max(/, r) beginnen

15 }-_I_ans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut flir Theoretische Informatik
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Suche mit Suffix-Arrays AT

Ablauf

Ansatz

aif(/=r)
start at mir
Update I, r, L, R

m if (/ >rALCP[L q] > )
L:=qg+1
Update /

m if (/>rALCP[L q] <)
ri= L%P[L, q]

m if (/>rALCP[L q]=1)
start at /

16 }-_I_ans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut flir Theoretische Informatik
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Suche mit Suffix-Arrays AT

Ablauf Koter i 6 Technolgie

arhabarber

Suche: P = barberac

o'
[V
o T O
®© O®© o
R KR R
[V
[e]

17 Hans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut flir Theoretische Informatik
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Suche mit Suffix-Arrays AT

Ablauf Koter i 6 Technolgie

L= arhabarber

Suche: P = barberac
mif(l=r)
start at mir
Update /,r,L, R

B=]
Il
o
)
=
o
®
o
)

v

b arberahb

b ar be acc $

barbercbec LCP[L,q] =4
17 Hans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut fiir Theoretische Informatik
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Suche mit Suffix-Arrays AT

Ablauf

arhabarber...

Suche: P = barberac

wif(l=r)

m if (/ >rALCP[L q] > )

Iif(/>l’/\LCP[L,q]</) barberaba

w if (/>rALCP[Lg]=/) L= [baxrberxalbb.
barberahb
barberacec$
barbercb

R= : I~ 7=
17 Hans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut fiir Theoretische Informatik
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Suche mit Suffix-Arrays AT

Ablauf

arhabarber...

Suche: P = barberac

mif(l=r)
m if (/> rALCP[L q] > /)
L:=qg+1
Update / barhb raba ...
wif (/>rALCP[Lg]</) L= [bazhberxalbb..
m if (/ >rALCP[L q] =)
q= ‘b a r ber a b‘c
barberacc$
barbercbec LCPIL.q] = 8
17 Hans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut fiir Theoretische Informatik
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Suche mit Suffix-Arrays AT

Ablauf

arhabarber...

Suche: P = barberac
mif(l=r)

m if (/>rALCP[Lq]>1)
m if (/> rALCPIL q] <)

R:=q barberaba...
r= LCP[[_, Q] barberabb...
m if (/ >rALCP[L q] =)
barberabc
L= barberac ‘ c $
7= b arber|cbec LCP[L,q] = 6
R = b ar b|i l=8r=4
17 Hans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut fiir Theoretische Informatik
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Suche mit Suffix-Arrays AT

Ablauf

arhabarber...
Suche: P = barberac
mif(l=r)
m if (/>rALCP[Lq]>1)
m if (/> rALCPIL q] <)

R:=q barberaba...
r= LCP[[_,q] barberabb...
m if (/ >rALCP[L q] =)
barberabec
L= b arberac ‘ c 3
R= b arber|cbec
barbdbi 1=87r=6
17 Hans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut fiir Theoretische Informatik
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Suche mit Suffix-Arrays AT

Ablauf

arhabarber...

Suche: P = barberac

wif(l=r)
m if (/ >rALCP[L q] > )
Iif(/>l’/\LCP[L,q]</) barberaba
m if (/>rALCP[L q] =) barberabhb
barberabc
L=gq=|b a r b er ac ‘ c $
R= b ar berjc b c LCP[L,q] = 10
barbdbi 1=87r=6
17 Hans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut fiir Theoretische Informatik
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Suche mit Suffix-Arrays AT

Ablauf

arhabarber...

Suche: P = barberac
aif(/l=r)

m if (/> rALCPIL q] > )
m if (/ >rALCP[L q] <)
a

b arhbd b a

if (I >rALCPIL q]=1) barhb r b b

start at /
barberabec ...
L= Rz{ b arbe a c ‘ c 3
barbercbec ...
b ar b i
17 Hans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut fiir Theoretische Informatik
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Suche mit Suffix-Arrays AT

Ablauf

Suche: P = barberac
aif(l=r)

a if (/>rALCP[Lq] > 1)
w if (/> rALCP[L qg] <)
m if (/ >rALCP[L q] =)

Laufzeit
a LCP + SA: O(m+ log n) Vergleiche
m Beweisidee

m /, r werden nur gréBer
® Anzahl an redundanten Vergleichen pro Rekursion konstant

17 Hans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut fiir Theoretische Informatik
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Suche mit Suffix-Arrays AT

Zusammenfassung

m Verlagerung des Aufwands von Anfrage in Vorverarbeitung
— einmal Suffix-Array generieren in O(n),
— danach Anfragen in O(mlog n) moglich, stattin O(m+ n)

gut, wenn auf einem Text viele Anfragen stattfinden

m Verhindern redundanter Vergleiche

— einmal Suffix-Array generieren in O(n),

— einmal LCP-Array generieren in O(n),

— einmal erweitertes LCP-Array generieren in O(nlog n),
—» danach Anfrage in O(m + log n)

18 }-_I_ans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut flir Theoretische Informatik
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Ende! Aﬂ("‘

institut f Technologie.

™~

Feierabend!
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