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Schichtgraph fiir Graph G = (V, E)

m Knotenmenge Vg =V )
m E'={e=(uv)€E|f(e) < c(e), 1
du)=d(v)+1}
E/rev — {erev — (V, U)reV|f(V’ U) > O, N )
du)=d(v)+1}
Kantenmenge Eg = E' U E'™® $ 2
m betrachte Analogie zu Edmonds-Karp
(kUrzeste erhéhende Wege)
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Blockierender Fluss: Operationen

m Blocking flow: Berechnung basiert auf
Tiefensuche von Knoten s
a Drei Operationen
m extend - gehe einen Knoten ndher ans
Ziel (Schichtgraph)
m retreat - Sackgasse gefunden, gehe
zurick, 16sche Kante
m breakthrough - Tiefensuche hat Senke
erreicht, I6sche saturierte Kanten
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Kosten pro Blockierendem Fluss

m #breakthrough < m

m Jedes breakthrough saturiert mindestens eine Kante
— Kein breakthrough Uber saturierte Kante mehr méglich
a Laufzeit O(n)

a #retreat < m

m Jedes retreat |6scht eine Kante
a Laufzeit O(1)

m #extends < #retreats + n - #breakthrough

a Retreat: Vorher ein extend
Ohne breakthrough nur retreats

a Breakthrough: Vorher < n erfolgreiche extends
Schichtgraph schlie3t Kreise aus

a Laufzeit O(1)

m Blockierender Fluss in O(nm)
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Laufzeit

m Pro Phase

m Rickwartsgerichtete Breitensuche: Laufzeit O(n+ m)
m Blockierender Fluss: Laufzeit O(nm)

a Phase in O(nm)

m #Phasen <n
(Lemma 1: Jede Phase erhéht Label von s um mindestens 1)
— Gesamtlaufzeit O(n?m)
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Laufzeit

m Pro Phase

m Rickwartsgerichtete Breitensuche: Laufzeit O(n+ m)
m Blockierender Fluss: Laufzeit O(nm)

a Phase in O(nm)

a #Phasen < n (Beweis, wie in Vorlesung, nicht hier)
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Kosten pro Phase - Unit Capacity Network

Amortisierte Kosten
m Retreat/breakthrough

m Ldscht alle beteiligten Kanten
— Jede Kante nur an einem Retreat/breakthrough beteiligt

a Extend

m Pro Kante ein extend

m Bezahlt fiir Breakthrough und Retreat
m #extends = O(m)

a Kosten O(1)

m Phase in O(m+ n)
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Anzahl Phasen - Unit Capacity Network

a Nach v/m Phasen

m Graph hat mindestens /m Layer
(Lemma 1: Jede Phase erhéht Label von s

um mindestens 1) | q q [ ) \/772|
\ /

— es gibt Layer i mit hdchstens
v/m Kanten zu Layer i — 1

m Erwartet m/+/m Kanten pro Layer | * % i

@ Induziert Schnitt (im Residualgraphen)

zwischen S = {v|d(v) > i} und | o ]
T = V\ S, Kapazitat < v/m
m Jede Phase erhdht Fluss um > 1
— Zusatzlich < /m Phasen
10 Hans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut fiir Theoretische Informatik
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Amortisierte Analyse

@ Datenstruktur Stapel mit multipop

® push(v): Element v oben auf Stapel legen o)
® pop: oberstes Element aus Stapel entfernen o)
@ multipop(k): oberste k Elemente aus Stapel entfernen O(n)

- Laufzeit von n Operationen ist im worst-case O(n?)

Stapel

Behauptung: Worst-case Laufzeit fiir n Operationen ist amortisiert O(n)!

12 Hans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithmik 11
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Amortisierte Analyse

@ Datenstruktur Stapel mit multipop

® push(v): Element v oben auf Stapel legen
® pop: oberstes Element aus Stapel entfernen
® multipop(k): oberste k Elemente aus Stapel entfernen

- Laufzeit von n Operationen ist im worst-case O(n?)
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Amortisierte Analyse

@ Sei ® = #Ejemente auf Stack = 0

m push(v): AD = 1 Erhéhung
pop: AD € {—1,0} Erniedrigung
multipop(k): A® € {—k,...,0} Erniedrigung

® da #pysp < nbei n Operationen
— maximal n Erhéhungen
— Erniedrigungen um maximal n méglich

» insgesamte Anderungen um < 2n

— maximale Kosten O(n)
Erhéhung oder Erniedrigung um 1 kostet O(1)

— Was ist mit pop / multipop auf leerem Stack?

a Worst-case Laufzeit flir n Operationen ist amortisiert O(n)!

13 }-_I_ans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut flir Theoretische Informatik
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preflow-push Algorithmus
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Wiederholung

Bezeichnungen
m aktiver Knoten

m Knoten v aktiv gdw. excess(v) = inflow(v) — outflow(v) > 0
m gultige Kante

= Kante (v, w) € G’ ist giltig, wenn Level d(v) = d(w) + 1

allgemeiner Ablauf

1. wéhle aktiven Knoten V

2. falls giiltige Kante (V, W) existiert: push
B schiebe Fluss entlang (V,w)

3. ansonsten: relabel
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Wiederholung o e

Operationen nur auf aktiven Knoten

aktive Knoten haben excess
inflow > outflow

relabel

a erhéht Level eines Knoten

m erhalt d(u) < d(v)+ 1 far alle (u, v)
im Residualgraph

m nur zuldssig wenn push vom Knoten
nicht méglich

. pUSh /—\—i:ﬁ:jok::?(mt w bl
m schiebe Fluss entlang Kante (u, v) Aktiv ““ fxcess
m Vorraussetzung: d(u) = d(v) +1

----- » saturierte Kante
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Wiederholung

institut f Technologie.

Bezeichnungen
m aktiver Knoten

m Knoten v aktiv gdw. excess(v) = inflow(v) — outflow(v) > 0
m gultige Kante
m Kante (v, w) € G ist gilltig, wenn Level d(v) = d(w) + 1

allgemeiner Ablauf
1. wdhle aktiven Knoten V

2. falls giiltige Kante (V, W) existiert: push
B schiebe Fluss entlang (V,w)

3. ansonsten: relabel

B erhohe Level von V

17 Hans-Peter Lehmann, Daniel Seemaier: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 6 — Algorithmen I Algorithmik 11



preflow-push Algorithmus AT
Wiederholung

Bezeichnungen
m aktiver Knoten

m Knoten v aktiv gdw. excess(v) = inflow(v) — outflow(v) > 0
m gultige Kante

m Kante (v, w) € G ist gilltig, wenn Level d(v) = d(w) + 1

allgemeiner Ablauf

1. wahle aktiven Knoten V

WELCHEN?
2. falls giiltige Kante (V, W) existiert: push WELCHE?
B schiebe Fluss entlang (v, w) WIEVIEL?
3. ansonsten: relabel
® erhshe Level von V WIEVIEL?
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Wiederholung
Bezeichnungen
m aktiver Knoten

m Knoten v aktiv gdw. excess(v) = inflow(v) — outflow(v) > 0
m gultige Kante

m Kante (v, w) € G ist gilltig, wenn Level d(v) = d(w) + 1

allgemeiner Ablauf

1. wahle aktiven Knoten V

WELCHEN?
2. falls giiltige Kante (V, W) existiert: push WELCHE?
B schiebe Fluss entlang (V,w) WIEVIEL?
frvw) = o) + min{c(fv,w)’ excess(v)}
3. ansonsten: relabel
®m erhéhe Level von V WIEVIEL?
d(v)=d(v)+1
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Ubersicht

Unterschiedliche Auswahl des aktiven Knoten:

m generic preflow-push O(n’m)
w FIFO preflow-push O(nd)
w highest-level preflow-push O(n?\/m)

Unterschiedliches relabel:

m aggressive local relabeling

m global relabeling

® gap heuristic

— nur Heuristiken, aber in Praxis deutliche Beschleunigung!
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Uberblick

Unterschiede zu generic preflow-push
® push aus aktivem Knoten bis relabel oder excess abgebaut
m typisches Vorgehen bei Ausfiihrung per Hand
m Verwalte aktive Knoten in FIFO Liste
m flige Knoten nach relabel bzw. aktiv gewordene Knoten hinten ein

Theorem: FIFO preflow-push findet in O(n®) einen maximum Fluss
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Beweis Laufzeit

a Unterteile Ablauf in Phasen:

a alle zu Phasenbeginn aktiven Knoten werden genau einmal betrachtet
— pro Phase baut jeder Knoten max. 1x allen excess ab
— pro Phase macht jeder Knoten max. 1x einen non-saturating push

» #non-saturating < 1" F#phases

vy 3 oy e
N 0N
G 6 .,
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Beweis Laufzeit

a Unterteile Ablauf in Phasen:

a alle zu Phasenbeginn aktiven Knoten werden genau einmal betrachtet
— pro Phase baut jeder Knoten max. 1x allen excess ab
— pro Phase macht jeder Knoten max. 1x einen non-saturating push

* #non-saturating < 1" F#phases

start phase
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— pro Phase macht jeder Knoten max. 1x einen non-saturating push
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non — saturating
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Beweis Laufzeit

a Unterteile Ablauf in Phasen:
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Beweis Laufzeit st Tedolgie

a Unterteile Ablauf in Phasen:

a alle zu Phasenbeginn aktiven Knoten werden genau einmal betrachtet
— pro Phase baut jeder Knoten max. 1x allen excess ab
— pro Phase macht jeder Knoten max. 1x einen non-saturating push

- #non- -saturating = <n- #phases
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Beweis Laufzeit st Tedolgie

a Unterteile Ablauf in Phasen:
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Beweis Laufzeit

a Unterteile Ablauf in Phasen:

a alle zu Phasenbeginn aktiven Knoten werden genau einmal betrachtet
— pro Phase baut jeder Knoten max. 1x allen excess ab
— pro Phase macht jeder Knoten max. 1x einen non-saturating push

* #non-saturating < 1" F#phases

next phase
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Beweis Laufzeit 2o Tl

m Sei ® = max{d(v) | v € G" aktiv} >0

Potential, das gleich dem hdéchsten aktiven Level ist

a Phase mit relabel: AP < 1 Erhohung
Phase ohne relabel: A® < —1 Erniedrigung

B da #relabel < 207 siche Vorlesung
— maximal 2n® Erhéhungen
— maximal 2n? Erniedrigungen
- #phases < 4n?

2 __
— #non-saturating < 1" #phases < N-4n =4n®

m restlicher Beweis wie bei generic preflow-push
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institut f Technologie.

Laufzeit
Lemmas
a Tpush op — Trelabel op — Tnode selection — 0(1)
8 Hrelabels < 27 Lemma 7
a (#pushes + #relabels) - Tedge selection < 4nm Lemma 10
a #pushes = #saturating + #non-saturating
8 F#saturating < MM Lemma 8
2
® #non-saturating € O(n"m) Lemma 9
_ 2
a Tgeneric preflow-push — 7—init + 7—pushes + 7—relabels € O(n m)
8 Tigt=n+m
a 7—pushes = #pushes . (Tnode selection 1 Tedge selection 1 Tpush op)
a Trelabels = #relabels * (Tnode selection 1 7_edge selection 1 Trelabel op)
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institut f Technologie.

Laufzeit

Lemmas

a Tpush op — Trelabel op — Tnode selection — 0(1)

" Hrelavels < 217 Lemma 7

a (#pushes + #relabels) ’ 7—edge selection < 4nm Lemma 10
a #pushes = #saturating + #non-saturating

® #saturating < NM Lemma 8

® #non-saturating € o(n?) FIFO

® TFIFO preflow-push = Tinit T Tpushes + Trelabels € O(ns)
8 Tigt=n+m
a 7—pushes = #pushes . (Tnode selection 1 Tedge selection 1 Tpush op)
B Trelabels = Frelabels * (Tnode selection 1 7_edge selection T Trelabel Op)
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Heuristiken

Relabeling

w aggressive local relabeling
w global relabeling

® gap heuristic

Knotenauswahl
m fwo-phase approach
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Heuristiken

m aggressive local relabeling
m erh6he Level in einem Schritt, so dass gultige Kante existiert

dv)=14+ min_d(w)
(v,w)eEf

d(w) > d(v), wenn keine giiltige Kante in G existiert!

Beispiel 1

VA (B, (0N
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Heuristiken

u global relabeling
m setze Levels auf
u(v,t) fallstvon v erreichbar

d(v) =< n+pu(v,s) sonst,fallss von v erreichbar
2n—1 sonst

m Berechnung der Distanzen (v, -) Gber Breitensuche in O(m)
nur alle Q0(m) Schritte, damit Kosten O(1) pro Schritt

Beispiel 1
s
0[5
0 03 /0N o2 /0N o1 /=)
o/ o/ N N
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u(v,t) fallstvon v erreichbar
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2n—1 sonst

m Berechnung der Distanzen (v, -) Gber Breitensuche in O(m)
nur alle Q0(m) Schritte, damit Kosten O(1) pro Schritt

Allgemein
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Heuristiken

® gap heuristic
m wird ein Level durch relabel(v) leer,
setze Level von v und aller von v erreichbaren Knoten auf

d(w) = max{d(w), n}

Licke kann nie mehr tGberwunden werden, Fluss nur noch zurtick zu s

A
-
VANV,
(5
\3/
(0N,
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Heuristiken

®m two-phase approach

m Phase 1: wéhle nur Knoten Level d(v) < naus
— erzeugt maximum preflow
— korrekter Fluss in ¢

m Phase 2: nur noch Knoten mit Level d(v) > n lbrig
— Fluss nur nach s méglich
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