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Fortgeschrittene Graphenalgorithmen

3 Kiirzeste Wege

Folien teilweise von Rob van Stee

Eingabe: Graph G = (V,E)
Kostenfunktion/Kantengewicht ¢ : E — R
Anfangsknoten s.

Ausgabe: firallev eV
Lange (L (v) des kiirzesten Pfades von s nach v,
1(v) :=min{c(p) : p ist Pfad von s nach v}
mitc({eq,...,ex)) :=Yr_, c(e;).

Oft wollen wir auch “geeignete” Reprasentation der kirzesten Pfade.
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Allgemeine Definitionen

Wir benutzen zwei Knotenarrays:

[ ] d|v] = aktuelle (vorlaufige) Distanz von s nach v

Invariante: > u(v)

] parent|v| = Vorgéanger von v
auf dem (vorlaufigen) kirzesten Pfad von s nach v

Invariante: dieser Pfad bezeugt

Initialisierung:

= 0, parent[s] = s

parent

ajueM

-

= oo, parent|v] = |

ajury] ajueH
parent  parent
=
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Kante (u,v) relaxieren s

falls d[u] + c(u,v) < d[v]
vielleicht d[v] = oo

setze ¢/ |\v| := d|u| -+ c(u,v) und parent|v| := u

Invarianten bleiben erhalten!

du]

Beobachtung: d[ul
d|v] Kann sich mehrmals andern!

d|u] +c(u,v)
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Dijkstra’s Algorithmus: Pseudocode

initialize d, parent, Q:= {s}

while Q # 0 do
u:= Q.deleteMin  // non-scanned node v with minimal dv|
foreach (u,v) € E do I relax (u,v)

if d|u] + c(u,v) < d[v] then
d|v]:= d[u] + c(u,v); parent|v] :=u
if v € O then Q.insert(v) else Q.decreaseKey(v,d|v])

Behauptung: Am Ende definiert d die optimalen Entfernungen
und parent die zugehorigen Wege (siehe Algo I:)

| v erreichbar = v wird irgendwann gescannt

(] vgescannt => . (v) =d|v|
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Beispiel 2

NN
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Laufzeit

Toijkstra = O(m - Tyecreasekey (1) + 1+ (TaeleteMin () + Tinsert (1)) )
Mit Fibonacci-Heapprioritatslisten:
] insert O(1)
] decreaseKey O(1)

] deleteMin O(logn) (amortisiert)
Toijsrarib = O(m-1+n-(logn+1))
= O(m+nlogn)

Aber: konstante Faktoren in O(-) sind hier gréBer als bei binéren
Heaps!
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Lautzeit im Durchschnitt

Bis jetzt: < m decreaseKeys (< 1X pro Kante)

Wieviel decreaseKeys im Durchschnitt?

Modell: ®
|| Beliebiger Graph G o \
TV
| Beliebiger Anfangsknoten s ®
./
] Beliebige Mengen C(Vv)
von Kantengewichten far ®
eingehende Kanten von Knoten v
®
Gemittelt wird Uber alle Zuteilungen indegree(v)=5
C(v) — eingehende Kanten von v C(v)={Cy-.s G}

Beispiel: alle Kosten unabhéngig identisch verteilt
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Lautzeit im Durchschnitt

Probabilistische Sichtweise: Zufallige gleichverteilte Auswahl der zu

mittelnden Eingaben.
—
wir suchen den Erwartungswert der Laufzeit

Unterschied zu erwarteter Laufzeit bei randomisierten

Algorithmen ?
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Laufzeit im Durchschnitt

Theorem 1. E[#decreaseKey-Operationen] = O(nlog™)
Dann
m
IE{:(TDijkstraBHeap) = 0 (m +nlog ; ' TdecreaseKey(n)

+n- (TdeleteMin (n) + Tinsert(n)))
= O(m—I—nlog Tlogn%—nlogn)
n

= O(m—knlogﬂlogn)
n

(wir hatten vorher Tpijstragreap = O((m +n)logn))

(TDijkstraFib = O(m -+ I’llOg n) schlechtester Fall)
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Lineare Laufzeit fiir dichte Graphen

m = Q(nlognloglogn) = lineare Laufzeit.
(nachrechnen)

Also hier u. U. besser als Fibonacci heaps
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Theorem 1. E[#decreaseKey-Operationen] = O(nlog2)
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Theorem 1. E[#decreaseKey-Operationen] = O(nlog®)

decreaseKey bel Bearbeitung von e; nur wenn U @

: o Y
p(ui) +c(ei) < I}E?(U(”j) +c(ej)). o
\ \'

Aber 1 (u;) > p(uj) fur j < i, also muss gelten: u

c(e;) <minc(e;).
J<i

Prafixminimum
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Theorem 1. E[#decreaseKey-Operationen] = O(nlog®)

Kosten in C(v) erscheinen in zufélliger Reihenfolge
Wie oft findet man ein neues Minimum bei zufalliger Reihenfolge?
Harmonische Zahl H}, (Sect. 2.8, s.u.)

Erstes Minimum: fihrt zu insert(v).

Also < H, — 1 < (Ink+ 1) — 1 = Ink erwartete decreaseKeys
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Theorem 1. E[#decreaseKey-Operationen] = O(nlog®)

Fir Knoten v < H, — 1 < Ink decreaseKeys (erwartet) mit
k = indegree(Vv).

Y} Inindegree(v) < nln e
n

Insgesamt
veV

(wegen Konkavitat von Inx)

0 20 40 60 80 100
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Prafixminima einer Zufallsfolge e

Definiere Zufallsvariable M,, als Anzahl Prafixminima einer Folge von n

verschiedenen Zahlen (in Abhangigkeit von einer Zufallspermutation)

Definiere Indikatorzufallsvariable /;:= 1 gdw. die i-te Zahl ein

Prafixminimum ist.

E[Mn] _E ilz Lin. E i

L 1
:Z——H wegen P|[; = 1| = —

i=1 ! !

X1yeo s Xi—1,X05 X415+ -3 Xn
— ——
<x;?
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Monotone ganzzahlige Prioritatslisten

Grundidee: Datenstruktur auf Anwendung zuschneiden

Dijkstra’s Algorithmus benutzt die Prioritatsliste monoton:

Operationen insert und decreaseKey benutzen Distanzen der Form
dlu)+c(e)

—> Prioritaten entfernter Knoten steigen monoton
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Karlsruhe Institute of Technology

Monotone ganzzahlige Prioritatslisten

Annahme: Alle Kantengewichte sind ganzzahlig und im Interval |0, C]
—WeV.dpy|<(n—-1)C
Es gilt sogar:

Sei d* der letzte Wert,

der aus Q entfernt wurde.

In O sind immer

nur Knoten mit Distanzen im
Interval [d*,d* + C].
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Bucket queue with C =9

Zyklisches Array B von b,30—c, 30
C + 1 doppelt verketteten Listen d,31
Knoten mit Distanz d |v

[ ] e 33

wird in Bld|v] mod (C+ 1)
gespeichert.

Content=
<(a,29), (b,30), (c,30), (d,31)
(e,33), (f,35), (g,36)>
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Operationen d* <

9 0)
Initialisierung: C + 1 leere Listen, d* = 0 a mod 1
insert(v): figt vin B|d|v] mod (C+ 1)] ein © 4 O(1)
decreaseKey(v): entfernt v aus seiner Liste und
fligt es einin B|d|v] mod (C +1)] O(1)

deleteMin: fangt an bei Bucket B|[d* mod (C + 1)|. Falls der leer ist,
d* :=d*+ 1, wiederhole. erfordert Monotonizitat!

d* nimmt hochstens nC mal zu, héchstens n Elemente werden

insgesamt aus Q entfernt =

Gesamtkosten deleteMin-Operationen = O(n+nC) = O(nC).
Genauer: O(n + maxPathLength)
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Laufzeit Dijkstra mit Bucket-Queues

Tpiikstra = O(m - Tyecreasekey ()
+Kosten deleteMin-Operationen
+1 - Tinsent(1)) )
Toikstraea = O(m-1+nC+n-1))
= O(m+ nC) oder auch
= O(m+ maxPathLength)

Mit Radix-Heaps finden wir sogar Tpjjstraragix = O(m +n-logC)

ldee: nicht alle Buckets gleich gro3 machen
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Radix-Heaps

Wir verwenden die Buckets -1 bis K, fir K = 1+ |logC|

d* = die zuletzt aus O entfernte Distanz

Fir jeden Knoten v € Q giltd[v] € [d*,...,d* +C].

Betrachte binare Reprasentation der méglichen Distanzen in Q.
Nehme zum Beispiel C =9, binar 1001. Dann K = 4.

Beispiel 1: d* = 10000, dann Vv € Q : d|v] € [10000,11001]
Beispiel 2: d* = 11101, dann Vv € Q : d|v] € [11101,100110]

Speichere v in Bucket Bli] falls d|v] und d* sich zuerst an der iten
Stelle unterscheiden, (in B|K] falls i > K, in B|—1] falls sie sich nicht

unterscheiden)
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Definition m sd( a, b)

Die Position der héchstwertigen Binarziffer wo a und b sich

unterscheiden

a 11001010 1010100 1110110

b 11000101 1010110 1110110
msd(a, ) 3 1 —1

msd(a,b) kénnen wir mit Maschinenbefehlen sehr schnell berechnen
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Radix-Heap-Invariante

v ist gespeichert in Bucket B[i] wo i = min(msd(d*,d|v]),K).

Beispiel 1: d* = 10000, C =9, K =4

Bucket | d|[v] binar  d|v]
-1 10000 16
0 10001 17
1 1001 18,19
2 101** 20—-23
3 11+ 24-25
4 i i

(In Bucket 4 wird nichts gespeichert)
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Radix-Heap-Invariante

v ist gespeichert in Bucket B[i] wo i = min(msd(d*,d|v]),K).
Beispiel 2: d* = 11101, C =9,dann K =4

Bucket d|v] binar d|v]
1 11101 29
0 _ _
1 1111~ 30,31
2 _ _
3 _ ;
4 100000 und hoher 32 und hoher

Falls d|v| > 32, dann msd(d*,d|v]) > 4!
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Karlsruhe Institute of Technology

Bucket-Queues und Radix-Heaps

<

c, 30 Bucket queue with C =9
Content=
<(a,29), (b,30), (c,30), (d,31), (e,33), (,35), (g,36)>
-10 1 2 3 4=K
[ [ [
a,29 b,30 [ d,31 c, 30 0,36 []f, 35 []€33

Binary Radix Heap
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Radix Heap: deleteMin

Function deleteMin: Element
if B[—1] = 0
i:=min{j € 0..K: B|j] #0}
move min B|i| to B[—1] and to d*
foreach e € B|i| do // exactly here invariant is violated !
move e to B\min(msd(d*,dle]),K)]
result:= B|—1|.popFront

return result

B[0],...,B|i — 1]: leer, also nichts zu tun.
Bli+1],...,B|K]: msd bleibt erhalten, weil altes und neues d*
gleich fiir alle Bits j > i



Sanders: Algorithmen Il - october 19, 2023

N ({ ] |
Buckets ] > i bel Andel‘ung von d*
Beispiel: d* = 10000, C =9, K = 4.
Neues d* = 10010, war in Bucket 1
d* = 10000 d* = 10010
Bucket || d|v] binar  d|v| | d|v]binar d|v]
-1 00 16 10 18
0 10001 17 10011 19
1 1001* 18,19 - -
2 101** 20-23 101** 20-23
3 117%™ 24—25 11**> 24-27
4 ] ] ] ]
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Bucket B[i] bei Anderung von d* |

Lemma: Elemente x aus B|i| gehen zu Buckets mit kleineren Indices
Wir zeigen nur den Fall 1 < K.

Sei d, der alte Wert von d*.

Casei<K
i 0
dy | a |0
d* o |1
X o |1

AN o /
possibly changed bits
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Kosten der deleteMin-Operationen

Bucket B|i] finden: O()

Elemente aus Bli] verschieben: O(|Bli]|)

Insgesamt O(K + |B|i]|) falls i > 0, O(1) falls i = —1
Verschiebung erfolgt immer nach kleineren Indices

Wir zahlen daflir schon beim insert (amortisierte Analyse):

es gibt héchstens K Verschiebungen eines Elements
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Laufzeit Dijkstra mit Radix-Heaps

Insgesamt finden wir amortisiert
[] Tinsert(n) — O(K)
L] TyeleteMin (n) — O(K)

L] TdecreaseKey(n) — O(l)

IDijkstra = O(m - TdecreaseKey(n) + 1 - (Tyetetemin(1) + Tinsert(12) ) )
IpijkstraRadix = O(m+n-(K+K))=0(m+n-logC)
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Lineare Laufzeit fiir zufillige Kantengewichte

: Dijkstra mit binary heaps hat lineare Laufzeit fur

dichte Graphen (m > nlognloglogn)
: Toijkstraradix = O(m+n-logC)

. Dijkstra mit Radix-Heaps hat lineare Laufzeit (O (m + n)) falls
Kantenkosten identisch uniform verteilt in 0..C

— wir brauchen nur eine kleine Anderung im Algorithmus
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Anderung im Algorithmus fiir zufllige
Kantengewichte

Vorberechnung von ¢ (v):= min{c((u,v) : (u,v) € E} leichtestes
eingehendes Kantengewicht.

Beobachtung: d[v] < d* + ¢ (v)

= dlv] = p(v).

—> schiebe v in Menge F" ungescannter Knoten mit korrekter Distanz

Knoten in F' werden bei ndchster Gelegenheit gescannt.

(=~ F als Erweiterung von B|—1].)
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Analyse bt

Ein Knoten v kommt nie in einem Bucket i mit i < logc!™. (v)
Also wird v hochstens K + 1 —logc!™. (v) mal verschoben

Kosten von Verschiebungen sind dann insgesamt hochstens

Y (K- logc™ (v)+1) —n+2 (K —logc™ (v )) <n+) (K—logc(e)).

v

K —logc(e) = Anzahl Nullen am Anfang der bindren Reprasentation
von c(e) als K-Bit-Zahl.

P(K—logc(e)=i)=2"" = E(K—logc(e))=Y;>0i2 ' <2

Laufzeit = O(m +n)
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All-Pairs Shortest Paths

Bis jetzt gab es immer einen bestimmten Anfangsknoten s
Wie kénnen wir kiirzeste Pfade fiir alle Paare (u,Vv) in G bestimmen?
Annahme: negative Kosten erlaubt, aber keine negativen Kreise
Losung 1: n mal Bellman-Ford ausfihren

... Laufzeit O (nzm)
Losung 2: Knotenpotentiale

... Laufzeit O (nm +n’log n) , deutlich schneller
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Knotenpotentiale

Jeder Knoten bekommt ein Potential pot(v)

Mit Hilfe der Potentiale definieren wir reduzierte Kosten ¢(e) fir Kante

e = (u,v) als

c(e) = pot(u) + c(e) —pot(v).
Mit diesen Kosten finden wir die gleichen kirzesten Pfade wie vorher!

Gilt far alle moglichen Potentiale — wir konnen sie also frei definieren



Sanders: Algorithmen Il - ociober 19, 2023 3-36

Knotenpotentiale
e :2 v * V=Y%
1
./ ez\.S/e:s .\‘\\ ./,e’//.
u:\i k-1

Sei p ein Pfad von u nach v mit Kosten ¢(p). Dann

k—1
Z E e,
l‘_

c(p)

|M»~ ||M|

pot(vy) — pot(vg)

— pot(v) + _<> pot(vy).

pot vi)+c(e;) —pot(vii1))

Karlsruhe Institute of Technology



Sanders: Algorithmen Il - october 19, 2023 3-37 &(IT
Knotenpotentiale

Sei p ein Pfad von u nach v mit Kosten ¢(p). Dann
¢(p) = pot(vi) +c(p) —pot(vk).

Sei g ein anderer u-v-Pfad, dann ¢(p) < c(q) < ¢(p) < ¢(q).

2 ® Path =
P V=V,
U:V%e/l.%\\:g/% \. 3—/11/,:(
pot(u) \ ‘/ (pot(v)
® ° B °
Pathg @

Definition: [L(u,v) = kirzeste Distanz von u nach v
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Hilfsknoten

Wir fligen einen Hilfsknoten s zu G hinzu.

Fur alle v € V fiigen wir eine Kante (s, v) hinzu mit Kosten 0.

Berechne klrzeste Pfade von s aus mit Bellman-Ford.

G
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Definition der Potentiale

Definiere pot(v) := w(v) furallev € V

Jetzt sind die reduzierten Kosten alle nicht negativ: also konnen wir

Dijkstra benutzen! (Evtl. s wieder entfernen...)

[] Keine negativen Kreise, also pot(v) wohldefiniert
] Fir beliebige Kante e = (u, v) gilt
p(u) +cle) = p(v)

deshalb
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Karlsruhe Institute of Technology

Algorithmus

All-Pairs Shortest Paths in the Absence of Negative Cycles

neuer Knoten s

foreach v € V do fiige Kante (s,v) ein (Kosten 0)  // O(n)
pot:= U:= BellmanFordSSSP(s,c) // O(nm)
foreach Knoten x € V do I/ O(n(m+nlogn))

[1(x,-):= DijkstraSSSP(x, )
// zuriick zur urspriinglichen Kostenfunktion
foreach e = (v,w) € V xV do // O(nz)

w(v,w):= it(v,w) + pot(w) — pot(v)
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] s hinzuftigen: O(n)
|| Postprocessing: O(nz) (zurlck zu den ursprunglichen Kosten)
] n mal Dijkstra (das dominiert)
Laufzeit O(n(m +nlogn)) = O(nm+ n*logn)

Auch parallelisierbar: par. Bellman—Ford + unabhangige
SSSP-Suchen. Speicherplatz?
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Distanz zu einem Zielknoten ¢

Was machen wir, wenn wir nur die Distanz von s zu einem bestimmten

Knoten t wissen wollen?

Trick O:

Dijkstra hort auf, wenn ¢ aus Q entfernt wird
Spart “im Durchschnitt” Halfte der Scans

Frage: Wieviel spart es (meist) beim Europa-Navi?
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Ideen fiir Routenplanung

] Vorwarts + Rlckwartssuche

| Zielgerichtete Suche

[ 1 Hierarchien ausnutzen ‘=

[ ] Teilabschnitte tabellieren ‘ee
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Karlsruhe Institute of Technology

Bidirektionale Suche

|dee: Abwechselnd Knotenscans von s und von ¢

Vorwartssuche auf normalem Graph G = (V,E)
Riickwartssuche auf Rickwartsgraph G = (V,E")

Vorlaufige kirzeste Distanz wird in jedem Schritt gespeichert:
d [S 1 ] — min(d [S 1 ]7 dforward[u] =+ dbackward[u])

Abbruchkriterium:
Suche scannt Knoten, der in anderer Richtung bereits gescannt wurde.
= d|s,t] = u(s,t)
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* Karlsruhe Institute of Technology
A*-Suche

ldee: suche “in die Richtung von ¢”

D

Annahme: Wir kennen eine Funktion f(v) die t(v,1) schatzt Vv

Definiere pot(v) = f(v) und ¢(u,v) = c(u,v) + f(v) — f(u)
[Oder: in Dijkstra’s Algorithmus, entferne nicht v mit minimalem d v

aus Q, sondern v mit minimalem d|v| + f|v]]
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A*-Suche
ldee: suche “in die Richtung von ¢”

Annahme: wir kennen eine Funktion f(v) die t(v,t) schatzt Vv
Definiere pot(v) = f(v) und ¢(u,v) = c(u,v) + f(v) — f(u)
Beispiel: f(v) = u(v,1).

Dann gilt: ¢(u,v) = + — W (u,t) = 0 falls (u,v) auf

einem kurzesten Pfad von s nach 7 liegt.

/_/A
S—>- o — U 1% {
%/_/

u(u,t)

Also scannt Dijkstra nur die Knoten auf kirzesten Pfaden!
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Bendtigte Eigenschaften von f(v)

] Konsistenz (reduzierte Kosten nicht negativ):
c(e)+f(v) = f(u) Ve = (u,v)
L fv) <ut)YveV
(] f(¢) = 0 dann kénnen wir aufhéren, wenn t aus Q entfernt wird

Sei p irgendein Pfad von s nach t.

Alle Kanten auf p sind relaxiert? = d|t] < c¢(p).

Sonst: Av € pNQ,und d|t] + f(t) < d|v]|+ f(v) weil t schon
entfernt wurde. Deshalb

d[t] = dlt]+ f(t) < d[v]+ f(v) <d[v]+u(v1)< c(p)
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Wie finden wir f(v)?

Wir brauchen Heuristiken far f(v).

Strecke im StraBennetzwerk: f(v) = geometrischer Abstand ||v —¢/||»
bringt deutliche aber nicht Gberragende Beschleunigung
v =1l

Fahrzeit: — ———— praktisch nutzlos
Hochstgeschwindigkeit

Noch besser aber mit Vorberechnung: Landmarks
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Landmarks [Goldberg Harrelson 2003]

Karlsruhe Institute of Technology

Vorberechnung: Wihle Landmarkmenge L. YVl € L,v eV

berechne/speichere

Query: Suche Landmark ¢ € L “hinter” dem Ziel.

Benutze untere Schranke fy(v) =
+ Konzeptuell einfach

-+ Erhebliche Beschleunigungen
(= Faktor 20 im Mittel)

+ Kombinierbar mit anderen Techniken
— Landmarkauswahl kompliziert

— hoher Platzverbrauch
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Zusammenfassung Kiirzeste Wege
[ Nichtriviale Beispiele fir Analyse im Mittel. Ahnlich fiir MST

| Monotone, ganzzahlige Prioritatslisten als Beispiel wie

Datenstrukturen auf Algorithmus angepasst werden
I Knotenpotentiale allgemein nitzlich in Graphenalgorithmen

I Aktuelle Forschung trifft klassische Algorithmik



