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Aufgabe 1  (Einfihrung+Analyse: Bidirektionaler Dijkstra)

Gegeben sei — wie iiblich — ein gerichteter Graph G = (V, E) mit |V| = n und |E| = m, sowie
eine Kantengewichtsfunktion ¢ : £ — R(J{ . Gesucht ist der kiirzeste Pfad p = (s, ..., t) zwischen zwei
Punkten s, t € V.

Eine bidirektionale Suche 16st dieses Problem wie folgt: Es werden zwei unidirektionale Suchen mit
Dijkstra’s Algorithmus gestartet. Die Vorwdrtssuche beginnt bei Knoten s und operiert auf dem
normalen Graphen G, auch Vorwdrtsgraph genannt. Die Rickwdrtssuche beginnt bei Knoten ¢ und
operiert auf dem Rickwdirtsgraph G" = (V, E") mit Kantengewichtsfunktion ¢". Dieser Graph entsteht
aus G durch Umkehrung aller Kanten. Der Algorithmus scannt abwechselnd einen Knoten in der
Vorwiartssuche und in der Riickwirtssuche, beginnend mit der Vorwértssuche.

Wird wéhrend des Scans von Knoten u Kante (u, v) relaxiert, so wird iiberpriift, ob die Distanz
dforward[V] + dbackward[v] kleiner ist als die momentan minimale gefundene Distanz von s nach ¢ und
diese gegebenenfalls angepasst (dforward[v] gibt die bisher kiirzeste gefundene Distanz von s nach v
in der Vorwértssuche und dpackward[v] die bisher kiirzeste gefundene Distanz von v nach t in der
Riickwértssuche an).

Sobald ein Knoten in einer Richtung gescannt werden soll, der bereits in der anderen Richtung gescannt
worden ist, kann die Suche beendet werden (Abbruchbedingung). Die aktuelle minimale gefundene
Distanz ist dann die tatséchliche minimale Distanz zwischen s und ¢.

a) Zeichnen Sie den Riickwirtsgraph G" zum angegebenen Graphen. Geben Sie die Kantengewichte
c(a,d), c"(a,d) sowie c(b,e), ¢"(b,e) an.

b) Geben Sie an, in welcher Reihenfolge der unten angegebene Graph durchlaufen wird.
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c¢) Zeigen Sie, dass die Abbruchbedingung korrekt ist.

d) Wann kann es passieren, dass die Suche nach dem Scan von Knoten u beendet wird, dieser aber
nicht Teil des kiirzesten Weges ist? Geben Sie ein Beispiel an.



Aufgabe 2 (Kleinaufgaben: A*-Suche)

a)

Sei pot(-) eine giiltige Potentialfunktion fiir die A*-Suche nach Knoten ¢ in Graph G(V, E).
Uberpriifen Sie, ob

pot® = pot + ¢, ¢ = const.
ebenfalls eine giiltige Potentialfunktion darstellt.

Bei manchen Algorithmen kann es sinnvoll sein, unterschiedliche Potentialfunktionen zu kombi-
nieren. Zeigen Sie in diesem Zusammenhang: Sind 7; und 7y giiltige Potentialfunktionen, so ist
auch 7 = % eine giiltige Potentialfunktion.

Kann es vorkommen, dass eine A*-Suche mehr Knoten absucht als eine Suche mit Dijkstra’s
Algorithmus fiir die gleiche Anfrage? Kann es auch dann vorkommen, wenn das Potential auf
jedem kiirzesten Pfad zu ¢ monoton fallend ist (d.h. fiir jede Kante (u,v) mit u(v,t) < p(u,t)
gilt pot(v) < pot(u))? Begriinden Sie, warum nicht, oder geben Sie ein Beispiel an.



Aufgabe 3  (Rechnen: SCC mit Tiefensuche)
Gegeben sei folgender Graph G = (V| E):
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Fiihren Sie den Algorithmus zur Bestimmung aller starken Zusammenhangskomponenten aus der
Vorlesung auf dem Graph G aus. Geben Sie nach jedem Schritt den Zustand von oReps, oNodes und
component an.



Aufgabe 4  (Analyse+FEntwurf: Artikulationspunkte)

Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender, ungerichteter Graph. Ein Knoten v des Graphen G wird als
Gelenkpunkt bezeichnet, wenn dessen Entfernen die Zahl der Zusammenhangskomponenten erhoht.

a)

)

d)

Zeigen Sie, dass es in jedem Graphen G ohne Gelenkpunkte und mit |V| > 3 immer mindestens
ein Knotenpaar (i,7), i,j € V, i # j gibt, so dass zwei Pfade P, = (i,...,j) und P, = (i,...,7)
existieren, die bis auf die Endpunkte knotendisjunkt sind, d.h.: Py N Py = {3, j}.

Zeigen Sie, dass in jedem Graphen G mit Gelenkpunkten ein Knoten v existiert, fiir den gilt:
Man kann einen Knoten w entfernen, so dass es von v aus keine Pfade mehr zu mindestens der
Halfte der verbleibenden Knoten gibt.

Zeigen Sie, dass in einem zusammenhéngenden Graphen G = (V, E) stets ein Knoten v existiert,
so dass G nach Entfernen von v weiterhin zusammenhéngend ist.

Vervollstandigen Sie den angegebenen allgemeinen DFS-Algorithmus, so dass er in O(|V|+ |E])
alle Gelenkpunkte eines ungerichteten Graphen berechnet. Geben Sie an, was die Funktionen
init, root(s), traverseTreeEdge(v,w), traverseNonTreeEdge(v,w) und backTrack(u,v)
machen.
Uberlegen Sie sich zunichst, wie Sie mit Hilfe der DFS-Nummerierung Gelenkpunkte erkennen
konnen.

Depth-first search of graph G = (V, E)
unmark all nodes
init
for all s € V do
if s is not marked then
mark s
root(s)
DFS(s,s)
end if
end for

procedure DFS(u,v : NodelD)
for all (v,w) € E do
if w is marked then
traverseNonTreeEdge(v,w)
else
traverseTreeEdge(v,w)
mark w
DFS(v,w)
end if
end for
backtrack(u,v)
end procedure



Aufgabe 5  (Kleinaufgaben: Eigenschaften von Flissen)

a)

Nach Vorlesung ist eine giiltige Distanzfunktion d(-) fiir Dinitz Algorithmus gegeben durch:

e d(t)=0
o d(u) <d(v)+1 V (u,v) € Gy

Zeigen Sie, falls d(s) > n, existiert kein augmentierender Pfad.

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass die Laufzeit von Dinitz Algorithmus fiir Graphen mit
Kantengewichten gleich 1 (unit edge weights) in O((n + m)y/m) liegt. Vergleichen Sie diese
Laufzeit zum Ford Fulkerson Algorithmus. Fiir welche Graphen mit unit edge weights ist welcher
der beiden Algorithmen schneller?

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph, in dem maximale Fliisse berechnet werden sollen. Sei
e = (i,j) € E ebenso wie ¢ = (j,i) € E, d.h. G besitzt ein Paar entgegengesetzter Kanten.
AuBerdem sei c(e) > c(e’). Widerlegen Sie durch ein Gegenbeispiel:

Entfernt man ¢’ aus F und reduziert c(e) := c(e) —c(€’), so dndert sich der maximale Fluss nicht
(d.h. man kann entgegengesetzte Kanten a-priori gegeneinander aufrechnen).



Aufgabe 6  (Rechnen: Segmentierung mit Flijf$en)

Wir betrachten einen einfachen Fall fiir Bildbearbeitung: die Vorder-/Hintergrundsegmentierung. Das
Ziel dieses Prozesses ist es, ein Bild in Vorder- und Hintergrund zu zerlegen. Die Transformation dafiir
weist jedem Pixel p; ; des Bildes einen Knoten v; j im Graphen zu. Fiir jedes Paar von benachbarten
Pixeln p; ; und py; (i — k| +[j — {| = 1) figen wir eine ungerichtete Kante (v; j,vx;) ein. Zusétzlich
fiigen wir je einen Knoten s fiir Vordergrund (Quelle) und einen Knoten ¢ fiir Hintergrund (Senke)
ein. Von Knoten s existiert eine gerichtete Kante zu jedem Knoten p;; und von jedem Knoten p; ;
existiert eine gerichtete Kante zu Knoten t. Wir definieren dariiber hinaus folgende Kantengewichte:

p(v) u=s
le=(wv) =4 mlw) wv=t
f(u,v) sonst

Wobei mit p,(x) die Wahrscheinlichkeit gegeben ist, dass x Vordergrundknoten ist, mit pp(z) die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Hintergrundknoten und mit f(x,y) eine Penaltyfunktion fiir das Trennen
der beiden Knoten z und y. Fiir ein Graustufenbild B definieren wir

pv(wv y) = B[$7y]27 ph(x7y) = (4 - B[.’E, y})Q sowie f((xlv yl)v (x27y2)) = (4 - ’B[xla yl] - B[‘,L.Q?yQ”)Q'
Hinweis: Diese Modellierung ist nur ein Beispiel und keine allgemeingiiltige Modellierung. Sie soll nur
verdeutlichen, wie Flow-Algorithmen fiir andere Probleme eingesetzt werden konnen.

a) Geben Sie den Flussgraphen fiir das unten angegebene Graustufenbild an.
b) Fiihren Sie einen Augmenting-Path-Algorithmus auf dem entstandenen Graphen aus.

¢) Wie wiirde die Segmentierung in Vorder- und Hintergrund im Bild als Ergebnis aussehen?




Aufgabe 7  (Analyse: Figenschaften von Fliissen)

a) Seien (S,7) und (S’,7") zwei minimale (s,t)-Schnitte in einem Flussgraphen G. Zeigen oder
widerlegen Sie, dass (SU S, TNT’) und (SN S, TUT’) auch minimale (s, ¢t)-Schnitte sind.

b) Sei (S,T) ein minimaler (s, ¢)-Schnitt in einem Flussgraphen G. Zeigen oder widerlegen Sie, dass
(S,T) ein minimaler (x,y)-Schnitt ist fiir alle (z,y) € S x T.

¢) Wir betrachten den Preflow-Push-Algorithmus aus der Vorlesung mit beliebiger Wahl des néichsten
Knotens. Zeigen Sie, dass es Eingaben gibt, fiir die immer €2(n?) relabel-Operationen benétigt
werden.
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