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Aufgabe 1  (Analyse: preflow-push Algorithmus (Wiederholung))

Sei durch S, T" ein minimaler (s,t) Schnitt gegeben. Zeigen oder widerlegen Sie folgende Eigenschaften
der Distanzfunktion (Label) nach Ausfithrung des preflow-push-Algorithmus:

a) YveT:d(v)<n

b) Yo e S:d(v)>n

Aufgabe 2 (Rechnen: preflow-push Algorithmus)
Gegeben sei folgender Flussgraph:
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(das Haus vom Nikolaus mit Vorgarten und Hinterhof)

Knotenbeschriftung: Level (unten), Uberschuss (oben)
Kantenbeschriftung: Fluss (vorne), Kapazitét (hinten)

Bestimmen Sie den maximalen Fluss von s nach ¢t mit dem generischen preflow-push Algorithmus.



Aufgabe 3  (Analyse: Matchings)

a) Zeigen oder widerlegen Sie. Existiert in einem bipartiten Matching ein maximaler alternieren-
der Pfad, dessen erste und letzte Kante nicht Teil des Matchings sind, so hat das zugehorige
Flussnetzwerk einen augmentierenden Pfad.

b) Gegeben ein bipartiter Graph G = (LU R, E) mit |L| = |R| = n. Bezeichne neigh(S) C R die
Nachbarn der Knoten aus S C L. Zeigen Sie, gdw. ein perfektes Matching fiir G existiert, gilt
fiir alle S C L: |neigh(S)| > |S].

¢) An einem Tanzkurs wollen n Ménner und n Frauen teilnehmen. Jeder Teilnehmer kennt genau
k Teilnehmer des anderen Geschlechts (alle Bekanntschaften sind beidseitig). Ist es moglich eine
Paarung zu finden, in der jeder mit einem Bekannten tanzt?

Der Tanzkurs dauert genau & Wochen. Ist es moglich fiir jede Woche Paarungen zu bilden, so
dass immer zwei Bekannte zusammen tanzen, sich aber keine Paarung wiederholt?

Aufgabe 4  (Schlechter Zufall)

Gegeben sei ein randomisierter Algorithmus badBit, der keine Eingabe liest und als Ausgabe zufillig
mit Wahrscheinlichkeit p die Zahl 0 und mit Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p die Zahl 1 liefert. Es sei
0 < p < 1; der konkrete Wert von p sei aber unbekannt. Der Algorithmus gebe bei mehrfachem Aufruf
unabhéngige Ergebnisse aus.

Entwerfen Sie einen randomisierten Algorithmus fairBit, der keine Eingabe liest und als Ausgabe immer
zufillig eine der Zahlen 0 und 1 mit Wahrscheinlichkeit 1/2 liefert.

Was konnen Sie iiber die Laufzeit Thres Algorithmus sagen?

Aufgabe 5  (Kleinaufgaben: Laufzeiten)

Sei T'(n,e) die Laufzeit eines Approximationsalgorithmus und g(n,e) seine Approximationsgarantie.
Geben Sie fiir die folgenden Fille an, ob der Algorithmus ein PTAS, FPTAS oder keines von beiden
ist. Begriinden Sie Thre Antwort jeweils kurz.

e Ti(n,e) = é-(4n3+n2), g1(n,e) =(1—¢)
e Th(n,e) = % -n?, g2(n,e) = (14 2¢)
o T3 n,s):\/ﬁ+n%, gs(n,e) =2+1

o Ty(n,e) =n-logl, ga(n,e) =(1—¢)

n,e) =e+e%®" 40’ gs(ne) = (1+e)
o Tg 7’L,€) = TL% +7’L5, gﬁ(n7€) = (2 +€>

Anmerkung: Fiir gg(n, €) konnen Sie annehmen, dass der Approximationsalgorithmus mit beliebigem
e € (—1, 0) spezifiziert werden kann.



Aufgabe 6  (Analyse+Rechnen: Vertex-Cover)

Gegeben sei folgender Algorithmus zur Berechnung eines vertex cover C fiir einen Graph G = (V, E):

1.
2.
3.
4.
d.

Initialisiere die Ergebnismenge C' = & als leere Menge.
Wihle Kante (u,v) € E beliebig.

Fiige u, v zu C hinzu.

Entferne u, v und alle inzidenten Kanten aus G.

Wiederhole solange G noch Kanten hat

Nach Abschluss des Algorithmus ist C C V ein vertex cover, d.h. fiir jede Kante (u,v) € E ist einer
ihrer beiden Knoten in C. Falls 0.b.d.A. u € C sagt man auch Knoten u dberdeckt Kante (u,v).

a
b
¢

d

)
)
)
)

Zeigen Sie, dass der angegebene Algorithmus ein korrektes wvertex cover berechnet.
Geben Sie ein Beispiel an, in dem der Algorithmus ein minimales wvertex cover liefert.
Geben Sie ein Beispiel an, in dem der Algorithmus kein minimales vertex cover liefert.

Zeigen oder widerlegen Sie, dass der Algorithmus eine 2-Approximation fiir vertex cover berech-
net, d.h. dass er hochstens doppelt soviele Knoten auswéhlt als minimal nétig.

Betrachten Sie abschliefend diesen alternativen Algorithmus zur Bestimmung einer 2-Approximation
von vertexr cover:

1.
2.
3.
4.

D.

Initialisiere die Ergebnismenge C' = @ als leere Menge.
Waéhle Knoten « € V' mit minimalem Grad.

Fiige u zu C hinzu.

Entferne u und alle inzidenten Kanten aus G

Wiederhole solange G noch Kanten hat

Der Algorithmus berechnet offenbar —mit dhnlichen Argumenten wie in Teilaufgabe (a)— ein vertex
cover. Es bleibt folgende Frage zu beantworten:

e) Zeigen oder widerlegen Sie, dass der Algorithmus eine 2-Approximation fiir vertex cover berech-

net, d.h. dass er hochstens doppelt soviele Knoten auswéhlt als minimal notig.

Aufgabe 7 (Analyse: Metrisches k-Zentren Problem (*))

Gegeben sei eine Menge an Punkten P C R? in der Ebene sowie eine Zahl k > 0. Gesucht ist eine
k-elementige Teilmenge K C P dieser Punkte, genannt Zentren, so dass fiir jeden Punkt p € P der
maximale Abstand zu seinem n#chstgelegenen Zentrum minimal ist.

Es existiert folgender greedy Algorithmus, der eine 2-Approximation des Problems berechnet:

1.

Wihle beliebigen Punkt aus P als erstes Zentrum



2. Wihle Punkt aus P als néchstes Zentrum mit groffiter Entfernung zu allen bisherigen Zentren
(d.h. der den maximalen kiirzesten Abstand zu einem Zentrum besitzt)

3. Wiederhole bis k Zentren gewihlt worden sind

Das folgende Beispiel veranschaulicht die Problemstellung fiir k£ = 2:
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Links ist eine Punktmenge P abgebildet. In der Mitte ist eine optimale Losung zu sehen. Die roten
Quadrate sind die ausgewéhlten Zentren. Die Kanten geben das néchstgelegene Zentrum fiir jeden
Knoten sowie den Abstand an. Rechts ist eine weitere aber suboptimale Losung aufgezeigt.

Zunichst einige allgemeine Fragen zu diesem Algorithmus:

a) Beschreiben Sie in Worten, welche Bedeutung OPT sowie die Aussage eine Losung sei eine
2-Approximation des metrischen k-Zentren Problems, haben.

b) Handelt es sich bei dem angegebenen Algorithmus um ein PTAS, ein FPTAS oder um keines
von beiden? Begriinden Sie kurz.

Im Folgenden soll gezeigt werdem, dass der Algorithmus tatséchlich eine 2-Approximation berechnet.
Dafiir sind zunéchst einige Voriiberlegungen nétig.

¢) Zeigen Sie, bei einer Auswahl von k + 1 Punkten aus P existieren immer mindestens 2 Punkte,
die das gleiche néichstgelegene Zentrum haben.

d) Gegeben eine optimale Losung, wie gro8 kann der Abstand zwischen zwei Punkten maximal sein,
wenn diese das gleiche néchstgelegene Zentrum besitzen?

e) In einer Losung des greedy Algorithmus sei der maximale Abstand eines Punktes p ¢ K zu
seinem néchstgelegenen Zentrum > [. Zeigen Sie, dass [ eine untere Schranke fiir den Abstand
zwischen je zwei der Zentren k;, k; € K, i # j der Losung darstellt.

f) Zeigen Sie mit obigen Aussagen, dass der angegebene greedy Algorithmus eine 2-Approximation
fiir das Problem berechnet. Nehmen Sie dazu an, in der Losung des Algorithmus sei der maximale
Abstand eines Punktes p ¢ K zu seinem néchstgelegenen Zentrum > 2 - OPT, und fiithren Sie
diese Aussage zum Widerspruch.

Hinweis: Machen Sie zuniichst eine Aussage iiber die paarweisen Abstdnde von k + 1 speziell
gewihlten Punkten. Verwenden Sie anschlieend einen Vergleich zu Absténden in der optimalen
Losung, um zum Widerspruch zu gelangen.

Ausgabe: 28.11.2023
Besprechung: 12.12.2023



