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Definition: LZ77-Faktorisierung
Sei T ein Text der Länge n über dem Alphabet Σ,
dann ist die LZ77-Faktorisierung

eine Menge aus z Faktoren f1, f2, . . . , fz ∈ Σ+,
so dass

T = f1f2 . . . fz und für alle i ∈ [1, z]

fi ist ein einzelnes Zeichen, welches nicht in
f1 . . . fi−1 vorkommt oder

der längste Substring, der mindestens zweimal
in f1 . . . fi vorkommt

T = abababbbbaba$

f1 = a

f2 = b

f3 = abab

f4 = bbb

f5 = aba

f6 = $

T = aaa . . . aa︸ ︷︷ ︸
n−1 mal

$

f1 = a

f2 = aaa . . . aa︸ ︷︷ ︸
n−2 mal

f3 = $
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Faktoren werden als Tupel repräsentiert

(ℓi , pi)

ℓi = 0
Faktor kodiert einzelnes Zeichen
Zeichen kann in pi kodiert werden

ℓi > 0
Faktor kodiert Substring der Länge ℓi

fi = T [pi ..pi + ℓi)

T = abababbbbaba$

f1 = a

= (0, a)

f2 = b

= (0, b)

f3 = abab

= (4, 1)

f4 = bbb

= (3, 6)

f5 = aba

= (3, 1) = (3, 3)

f6 = $

= (0, $)
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Definition: Previous- und
Next-Smaller-Value-Arrays
Sei A[1..n] ein Array aus Zahlen, dann ist

PSV [i] = max{j ∈ [1, i) : A[j] < A[i]}
NSV [i] = min{j ∈ (i, n] : A[j] < A[i]}

Mit Bezug auf das SA
in der Nähe im SA

lexikographisch ähnlich

längstes möglichstes Präfix

vor dem Suffix in Textreihenfolge

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

T a b a b c a b c a b b a $

SA 13 12 1 9 6 3 11 2 10 7 4 8 5

PSV 0 0 0 3 3 3 6 3 8 8 8 11 11

NSV 2 3 ∞ 5 6 8 8 ∞ 10 11 ∞ 13 ∞

LCP 0 0 1 2 2 5 0 2 1 1 4 0 3

PINGO Welche Laufzeit hat die
NSV/PSV-Vorberechnung?
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beide Arrays können in Linearzeit konstruiert
werden

betrachte PSV-Array
ò NSV funktioniert analog

füge −∞ als Index 0 an

Function ComputePSV(SA mit −∞):
1 for i = 1, . . . , n do
2 j = i − 1
3 while j ≥ 1 und SA[i] < SA[j] do
4 j = PSV [j]
5 PSV [i] = j
6 return PSV

folge schon berechneten Werten

dazwischen kann nicht PSV sein

vergleiche jedes Element maximal zweimal

berechne PSV und NSV in O(n) Zeit

Beispiel an der Tafel �
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Definition: Range-Minimum-Query
Sei A[1..m) ein Array. Eine Range-Minimum-Query
für den Bereich ℓ ≤ r ∈ [1, n) ergibt

RMQA(ℓ, r) = argmin{A[k ] : k ∈ [ℓ, r ]}

lcp(i, j) = max{k : T [i..i + k) = T [j..j + k)} =
LCP[RMQLCP(i + 1, j)]

RMQs können in O(1) Zeit beantwortet werden
und

benötigen O(n) Wörter Platz

werden in Advanced Data Structures behandelt

$ a a a a a b b b b b c c
$ b b b b a a b c c a a

a b c c $ b a a a b b
b a a a c $ b b b c
c $ b b a b c a a
a b c b a a $ b
b a a c $ b b
c $ b a b a
a b b a $
b a b $
b $ a
a $
$

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

T a b a b c a b c a b b a $

SA 13 12 1 9 6 3 11 2 10 7 4 8 5

LCP 0 0 1 2 2 5 0 2 1 1 4 0 3
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Function LZ77(T ,SA, ISA, LCP,RMQ,PSV ,NSV ):
1 pos = 1
2 while pos ≤ n do
3 psv = SA[PSV [ISA[pos]]]
4 nsv = SA[NSV [ISA[pos]]]
5 if lcp(pos, psv + 1) > lcp(pos + 1, nsv) then
6 ℓ = lcp(pos, psv + 1) und p = psv
7 else
8 ℓ = lcp(pos + 1, nsv) und p = nsv
9 if ℓ = 0 then p = T [pos]

10 neuer Faktor (ℓ, p)
11 pos = pos +max{ℓ, 1}

Beispiel für Kompression und Dekompression an der Tafel �
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Lemma: LZ77 Laufzeit
Die LZ77-Faktorisierung von einem Text der Länge n
kann in O(n) Zeit berechnet werden

Proof (Sketch)
SA, LCP, PSV , NSV , RMQLCP können in O(n)
Zeit berechnet werden

für jedes Zeichen maximal O(1) Zeit
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Definition: LZ78-Faktorisierung
Sei text T ein Text der Länge n über dem Alphabet
Σ, dann ist die LZ78-Faktorisierung

eine Menge aus z Faktoren f1, f2, . . . , fz ∈ Σ+,
so dass

T = f1f2 . . . fz , f0 = ϵ und für alle i ∈ [1, z] gilt,
dass

wenn f1 . . . fi−1 = T [1..j − 1], dann ist fi das
längste Präfix T [j..n], so dass

∃k ∈ [0, i), α ∈ Σ ∪ {$} : fk = fiα

T = abababbbbaba$

f1 = a

f2 = b

f3 = ab

f4 = abb

f5 = bb

f6 = aba

f7 = $

T = abababbbbaba$
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f6 = aba

f7 = $

T = abababbbbaba$
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Lemma:
Die LZ78-Faktorisierung für einen Text der Länge n
kann in O(n) Zeit berechnet werden

Proof (Sketch)
jedes Zeichen wird im Trie maximal einmal
gesucht

jedes Zeichen wird im Trie maximal einmal
eingefügt
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Definition: Burrows-Wheeler-Transformation
Sei T ein Text der Länge n und SA das Suffix-Array
von T . Für i ∈ [1, n] ist die
Burrows-Wheeler-Transformation definiert als

BWT [i] =

{
T [SA[i]− 1] SA[i] > 1

$ SA[i] = 1

Zeichen vor dem Suffix in SA-Reihenfolge

wähle Zeichen zyklisch ò $ for first suffix

BWT kann in O(n) Zeit berechnet werden

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

T a b a b c a b c a b b a $

SA 13 12 1 9 6 3 11 2 10 7 4 8 5

LCP 0 0 1 2 2 5 0 2 1 1 4 0 3

BWT a b $ c c b b a a a a b b

aus der BWT kann der Text zurückgewonnen
werden �
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Definition: Run-Length Encoding
Sei T ein Text. Repräsentiere jeden maximalen Run
T [i..i + ℓ) als Tupel

(T [i], ℓ)

T = ababcabcabba$

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13

a b $ c c b b a a a a b bBWT

(a, 1)

(b, 1)

($, 1)

(c, 2)

(b, 2)

(a, 4)

(b, 2)
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Definition: Move-To-Front Encoding
Sei T ein Text über dem Alphabet Σ = [1, σ]. Das
MTF-Encoding MTF(T ) wird wie folgt berechnet:

starte mit der Liste X = Σ[1],Σ[2], . . . ,Σ[σ]
scanne den Text von links nach rechts und für
jedes Zeichen T [i]

füge Position von T [i] in X an MTF(T ) an
verschiebe T [i] an den Anfang von X

MTF-Encoding einfach zu dekodiert �

besteht aus vielen kleinen Zahlen

Runs bleiben erhalten

kann mit Huffman weiter komprimiert werden

T = ababcabcabba$

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13

a b $ c c b b a a a a b bBWT

X = $, a, b, c

MTF = 2 und X = a, $, b, c

MTF = 2 3 und X = b, a, $, c

MTF = 2 3 3 und X = $, b, a, c

MTF = 2 3 3 4 und X = c, $, b, a

MTF = 2 3 3 4 1 und X = c, $, b, a

MTF = 2 3 3 4 1 1 und X = c, $, b, a

. . .

MTF = 2 3 3 4 1 1 3 1 4 1 1 1 2 1
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zum Abschluss noch einen Index

Anwendung als Textindex und

für Bereichsanfragen

Definition:
Sei T ein Text der Länge n über einem Alphabet
Σ = [1, σ] und α ∈ Σ, dann ist

rankα(i) = |{j ∈ [1, i) : T [j] = α}|
selectα(i) = min{j ∈ [2, n + 1] : rankα(j) = i} − 1

rank: Wie oft kommt ein Zeichen vor mir vor?

select: Position des j-ten Vorkommens.
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Rank- und Select-Anfragen



0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 1 0 1 1 0 1 0 0

rankα(i) # an αs vor Position i

selectα(j) Position des j-ten α

Block

# an 0en bzgl.
super-block

Super-Block # an 0en
bzgl. BV

rank0(5)
select1(5)

2
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PINGO Wie viel Platz benötigt eine
Rank-Datenstruktur mit O(1) Anfragezeit
mindestens?

für einen Bitvektor der Länge n betrachte

Blöcke der Länge s = ⌊ lg n
2 ⌋

Super-Blöcke der Länge s′ = s2 = Θ(lg2 n)

für alle ⌊ n
s′ ⌋ Super-Blöcke, speichere Anzahl an

0en von Anfang des Bitvektors bis zum Ende
des Super-Blocks

n/s′ · lg n = O( n
lg n ) = o(n) Bits Platz

für alle ⌊ n
s ⌋ Blöcke, speichere Anzahl an 0en

von Anfang des Super-Blocks bis zum Ende
des Blocks

n/s · lg s′ = O( n lg lg n
lg n ) = o(n) Bits Platz

für alle Bitvektoren der Länge s, speichere für
jede Position i die Anzahl der 0en bis zu der
Position

2
lg n

2 · s · lg s = O(
√

n lg n lg lg n) = o(n) Bits
Platz

rank0(i) = i − rank1(i)
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Select-Anfragen auch in O(1) Zeit und

o(n) Bits Platz
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Select-Anfragen in Bitvektoren



Σ = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 6 7 1 5 4 2 6 3

0 0 1 1 0 1 1 0 1 0

0 0 1 1 0 0 0 1 1 1

0 1 0 1 1 1 0 0 0 1

MSB

LSB

rank6(9)

pr
o

Le
ve

l
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Wie für Größere Alphabete?



Σ = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 6 7 1 5 4 2 6 3

0 0 1 1 0 1 1 0 1 0

0 0 1 1 0 0 0 1 1 1

0 1 0 1 1 1 0 0 0 1

MSB

LSB

rank6(9)

pr
o

Le
ve

l

18/22 2021-11-16 Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Kapitel 11: Stringology Teil 3 Institut für Theoretische Informatik, Algorithm Engineering

Wie für Größere Alphabete?



Σ = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 6 7 1 5 4 2 6 3

0 0 1 1 0 1 1 0 1 0

0 0 1 1 0 0 0 1 1 1

0 1 0 1 1 1 0 0 0 1

MSB

LSB

rank6(9)

pr
o

Le
ve

l

18/22 2021-11-16 Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Kapitel 11: Stringology Teil 3 Institut für Theoretische Informatik, Algorithm Engineering

Wie für Größere Alphabete?



Σ = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 6 7 1 5 4 2 6 3

0 0 1 1 0 1 1 0 1 0

0 0 1 1 0 0 0 1 1 1

0 1 0 1 1 1 0 0 0 1

MSB

LSB

rank6(9)

pr
o

Le
ve

l

18/22 2021-11-16 Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Kapitel 11: Stringology Teil 3 Institut für Theoretische Informatik, Algorithm Engineering

Wie für Größere Alphabete?



Σ = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 6 7 1 5 4 2 6 3

0 0 1 1 0 1 1 0 1 0

0 0 1 1 0 0 0 1 1 1

0 1 0 1 1 1 0 0 0 1

MSB

LSB

rank6(9)

pr
o

Le
ve

l

18/22 2021-11-16 Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Kapitel 11: Stringology Teil 3 Institut für Theoretische Informatik, Algorithm Engineering

Wie für Größere Alphabete?



Definition: Wavelet-Tree
Für einen Text T der Länge n über dem Alphabet Σ = [1, σ] ist ein Wavelet-Tree ein Binärbaum, bei dem

jeder Knoten Zeichen in [ℓ, r ] ⊆ [1, σ] repräsentiert

das linke und rechte Kind eines Knotens der Zeichen in [ℓ, r ] repräsentiert

repräsentieren Zeichen in [ℓ, (ℓ+ r)/2) und [(ℓ+ r)/2, r ]

ein Knoten ist ein Blatt, wenn ℓ+ 2 ≥ r

Zeichen werden durch ein Bit in einem Bitvektor repräsentieren

Eintrag ist 1, wenn Zeichen im rechten Kind repräsentiert wird, sonst 0
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Wavelet-Trees [GGV03] (1/2)



0 1 6 7 1 5 4 2 6 3
0 0 1 1 0 1 1 0 1 0

0 0 1 1 0 0 0 1 1 1

0 1 0 1 1 1 0 0 0 1

→

→
→

[0, 7]

0 1 6 7 1 5 4 2 6 3

0 0 1 1 0 1 1 0 1 0

[0, 3]

0 1 1 2 3

0 0 0 1 1

[4, 7]

6 7 5 4 6

1 1 0 0 1

[0, 1]

0 1 1

0 1 1

[2, 3]

2 3

0 1

[4, 5]

5 4

1 0

[6, 7]

6 7 6

0 1 0
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Wavelet-Trees (2/2)



Der Wavelet-Tree
kann naiv in O(n lg σ) Zeit konstruiert werden

kann in O(n lg σ/
√
lg n) Zeit konstruiert werden

[Bab+15; MNV16] �

benötigt n⌈lg σ⌉(1 + o(1)) Bits Platz

Rank- und Select-Anfragen können in O(lg σ)
Zeit beantwortet werden

Zugriff auf Zeichen in O(lg σ) Zeit möglich
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Wavelet-Trees: Konstruktion und Anfragen
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Wavelet-Trees Bottom-Up-Konstruktion [FKL18]
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