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Residualgraph A“(“

m Verwalten von Restkapazitaten
@ Modellierung und Erkennung von “Gegenflissen”
m c/(e) = c(e) — f(e): Restkapazitat

Hier: Fluss f(e) und Gesamtkapazitat c(e)
m c/(e®) = f(e): Restkapazitat in Gegenrichtung
m Keine Kanten mit Gewicht 0
m Flisse lber Kanten e und ™" erlaubt

m Fluss Uber Kante = Update beider Kanten
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Max Flow - Min Cut

m S-T-Schnitte betrachten nur
Kanten S — T

m Kanten T — S werden nicht
berlcksichtigt

a Flow muss durch alle méglichen
S-T-Schnitte
= Max Flow = Min S-T-Cut

8 Moritz Laupichler, Nikolai Maas:
Ubung 4 — Algorithmen |1

100 00

100 o0

10
100 . :

%
|

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithm Engineering



Max Flow - Min Cut AT

TN
m S-T-Schnitte betrachten nur
Kanten S — T
® Kanten T — S werden nicht ° ™ °

berlcksichtigt

a Flow muss durch alle méglichen \/
S-T-Schnitte

= Max Flow = Min S-T-Cut
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o o
a Geben Distanz im Residualgraphen zur
Senke t an (hop-based) 5 L) !
m Ruckwartsgerichtete Breitensuche o s ¢ > o

m Start bei Knoten ¢
m Layer: Knoten mit gleicher Distanz zu s 3 ! 2
im BFS-Baum

w Layer Graph (Schichtgraph)
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Distanzlabel
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Dinitz
Schichtgraph fiir Graph G = (V, E)

m Knotenmenge Vg =V
m E'={e=(uv)cE|fle) < cle), \
d(u)=d(v)+1} :

m E'rev — {erev — (V, U)reV|f(V’ u) >0,
d(u) =d(v)+1} s :
a Kantenmenge Eg = E' U E'™®
= azyklisch
11  Moritz Laupichler, Nikolai Maas: Institut fiir Theoretische Informatik
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Dinitz Aﬂ(“‘

Blockierender Fluss
a Kein weiterer Fluss méglich [ o 0o
“Auf jedem Pfad ist mindestens eine Kante V 11 oft
ausgelastet” (3 1) 11 [0)
m Blocking flow als atomare Operation Nu‘ y
. 11
a Berechnung auf Schichtgraph ) 10 0
a Kein Residualgraph
® Kein Riickfluss méglich /
® i.A. nicht maximal auf Schichtgraph und o
Redisualgraph
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Blockierender Fluss: Operationen

m Blocking flow: Berechnung basiert auf
Tiefensuche von Knoten s
a Drei Operationen
m extend - gehe einen Knoten ndher ans
Ziel (Schichtgraph)
m retreat - Sackgasse gefunden, gehe
zurick, 16sche Kante
m breakthrough - Tiefensuche hat Senke
erreicht, I6sche saturierte Kanten
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Dinitz Aﬂ("‘

Kosten pro Blockierendem Fluss

m #breakthrough < m

m Jedes breakthrough saturiert mindestens eine Kante
= Kein breakthrough Uber saturierte Kante mehr mdglich
u Laufzeit O(n)

a #retreat < m

m Jedes retreat I6scht eine Kante
a Laufzeit O(1)

a #extends < #retreats + n - #breakthrough

a Retreat: Vorher ein extend

a Breakthrough: Vorher < n erfolgreiche extends
Schichtgraph ist azyklisch

a Laufzeit O(1)

m Blockierender Fluss in O(nm)

14 Moritz Laupichler, Nikolai Maas: Institut fiir Theoretische Informatik
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Dinitz AT

Laufzeit

m Pro Phase

m Rickwartsgerichtete Breitensuche: Laufzeit O(n+ m)
m Blockierender Fluss: Laufzeit O(nm)

a Phase in O(nm)

m #Phasen <n
(Lemma 1: Jede Phase erhéht Label von s um mindestens 1)
= Gesamtlaufzeit O(n?m)
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Laufzeit

m Pro Phase

m Rickwartsgerichtete Breitensuche: Laufzeit O(n+ m)
m Blockierender Fluss: Laufzeit O(nm)

a Phase in O(nm)

a #Phasen < n (Beweis in Vorlesung)
(Lemma 1: Jede Phase erhéht Label von s um mindestens 1)
= Gesamtlaufzeit O(n?m)

15 Moritz Laupichler, Nikolai Maas: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 4 — Algorithmen |1 Algorithm Engineering



Dinitz AT

Kosten pro Phase - Unit Capacity Network

Amortisierte Kosten
m Retreat und breakthrough

m Ldscht alle beteiligten Kanten
= Jede Kante nur an einem retreat/breakthrough beteiligt

a Extend

m Pro Kante ein extend

m Bezahlt fir breakthrough und retreat
m #extends = O(m)

a Kosten O(1)

m Phase in O(m+ n)

16 Moritz Laupichler, Nikolai Maas: Institut fiir Theoretische Informatik
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Dinitz AT

Anzahl Phasen - Unit Capacity Network

a Nach v/m Phasen

a Graph hat mindestens /m Layer
(Lemma 1: Jede Phase erhéht Label von s
um mindestens 1)

e e i
m Durchschnittlich m/+/m Kanten pro \ \ /
Layer | e ® /i- 1|
= es gibt Layer i mit hdchstens
v/m Kanten zu Layer j — 1 K ¢ o 1]

m Induziert Schnitt mit Kapazitat < /m

(im Residualgraphen), zwischen | ‘e 0]
S={vld(v)>itund T=V\S
m Jede Phase erhéht Fluss um > 1
= Zusétzlich < /m Phasen
17 Moritz Laupichler, Nikolai Maas: Institut fiir Theoretische Informatik
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Preflow-Push AT

Wiederholung

institut f Technologie.

Bezeichnungen
m aktiver Knoten

m Knoten v aktiv gdw. excess(v) = inflow(v) — outflow(v) > 0
m gultige Kante

= Kante (v, w) € G’ ist giltig, wenn Level d(v) = d(w) + 1

allgemeiner Ablauf

1. wéhle aktiven Knoten V

2. falls giiltige Kante (V, W) existiert: push
B schiebe Fluss entlang (V,w)

3. ansonsten: relabel

19 Moritz Laupichler, Nikolai Maas: Institut fiir Theoretische Informatik
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Preflow-Push AT

Wiederholung o e

m Operationen nur auf aktiven Knoten
m aktive Knoten haben excess
inflow > outflow
® push
m schiebe Fluss entlang Kante (u, v)
m Vorraussetzung: d(u) = d(v) +1
a relabel

a erhoéht Level eines Knoten
® nur zulassig wenn push vom Knoten

. T Residualkante \0/ ‘y Level
n|Cht mOg|ICh /—\—unsmunortc K‘illl o
w . aﬁ Excess
= erhalt d(u) < d(v) +1furalle  ____. Aktiv
(u, v) im Residualgraph

» saturierte Kante

20 Moritz Laupichler, Nikolai Maas: Institut fiir Theoretische Informatik
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Preflow-Push AT

Wiederholung

m Operationen nur auf aktiven Knoten
m aktive Knoten haben excess
inflow > outflow
a push
m schiebe Fluss entlang Kante (u, v)
m Vorraussetzung: d(u) = d(v) +1
u relabel
a erhoéht Level eines Knoten
m nur zuIé@_ss!g wenn push vom Knoten ~Residuaiante
nicht méglich L meaturiorte Kanio

= erhaltd(u) <d(v) +1farale ... + catmriorte Kante Aktiv Excess
(u, v) im Residualgraph
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Preflow-Push AT

Wiederholung

institut f Technologie.

Bezeichnungen
m aktiver Knoten

m Knoten v aktiv gdw. excess(v) = inflow(v) — outflow(v) > 0
m gultige Kante
m Kante (v, w) € G ist gilltig, wenn Level d(v) = d(w) + 1

allgemeiner Ablauf
1. wdhle aktiven Knoten V

2. falls giiltige Kante (V, W) existiert: push
B schiebe Fluss entlang (V,w)

3. ansonsten: relabel

B erhohe Level von V

l\_l_loritz Laupichler, Nikolai Maas: Institut flir Theoretische Informatik
Ubung 4 — Algorithmen |1 Algorithm Engineering



21

Preflow-Push AT

Wiederholung

institut f Technologie.

Bezeichnungen
m aktiver Knoten
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m gultige Kante

m Kante (v, w) € G ist gilltig, wenn Level d(v) = d(w) + 1

allgemeiner Ablauf

1. wahle aktiven Knoten V
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Preflow-Push AT

Wiederholung
Bezeichnungen
m aktiver Knoten

m Knoten v aktiv gdw. excess(v) = inflow(v) — outflow(v) > 0
m gultige Kante

m Kante (v, w) € G ist gilltig, wenn Level d(v) = d(w) + 1

allgemeiner Ablauf

1. wahle aktiven Knoten V

WELCHEN?
2. falls giiltige Kante (V, W) existiert: push WELCHE?
B schiebe Fluss entlang (V,w) WIEVIEL?
frvw) = o) + min{c(fv,w)’ excess(v)}
3. ansonsten: relabel
® erhshe Level von V WIEVIEL?

d(v)=d(v)+1
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Preflow-Push AT

Ubersicht

Unterschiedliche Auswahl des aktiven Knotens:

m generic preflow-push O(n’m)
w FIFO preflow-push O(nd)
w highest-level preflow-push O(n?\/m)

Unterschiedliches relabel:

m aggressive local relabeling

m global relabeling

® gap heuristic

= nur Heuristiken, aber in der Praxis deutliche Beschleunigung!

22 Moritz Laupichler, Nikolai Maas: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 4 — Algorithmen |1 Algorithm Engineering



Preflow-Push AT

Heuristiken

Relabeling

w aggressive local relabeling
w global relabeling

® gap heuristic

Knotenauswahl
m fwo-phase approach

23 Moritz Laupichler, Nikolai Maas: Institut fiir Theoretische Informatik
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Preflow-Push AT

Heuristiken

m aggressive local relabeling
m erh6he Level in einem Schritt, so dass gultige Kante existiert

dv)=14+ min_d(w)
(v,w)eEf

d(w) > d(v), wenn keine giiltige Kante in G existiert!

Beispiel 1

VA (B, (0N

24  Moritz Laupichler, Nikolai Maas: Institut fiir Theoretische Informatik
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Preflow-Push AT

Heuristiken

m aggressive local relabeling
m erh6he Level in einem Schritt, so dass gultige Kante existiert
dv)=14+ min_d(w)
(v,w)eEf
d(w) > d(v), wenn keine giiltige Kante in G existiert!

Beispiel 2

S
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Heuristiken
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Preflow-Push AT

Heuristiken

m aggressive local relabeling
m erh6he Level in einem Schritt, so dass gultige Kante existiert

dv)=14+ min_d(w)
(v,w)eEf

d(w) > d(v), wenn keine giiltige Kante in G existiert!

Beispiel 2

nx relabel
or just 1 7
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Preflow-Push AT

Heuristiken

u global relabeling
m setze Levels auf
u(v,t) fallstvon v erreichbar

d(v) =< n+pu(v,s) sonst,fallss von v erreichbar
2n—1 sonst

m Berechnung der Distanzen (v, -) Gber Breitensuche in O(m)
nur alle Q0(m) Schritte, damit Kosten O(1) pro Schritt

Beispiel 1
s
0[5
0 03 /0N o2 /0N o1 /=)
o/ o/ N N
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Heuristiken
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Preflow-Push AT

Heuristiken

u global relabeling
m setze Levels auf
u(v,t) fallstvon v erreichbar

d(v) =< n+pu(v,s) sonst,fallss von v erreichbar
2n—1 sonst

m Berechnung der Distanzen (v, -) Gber Breitensuche in O(m)
nur alle Q0(m) Schritte, damit Kosten O(1) pro Schritt

Allgemein

A
(D
oY ®
N ()
=
AN
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Preflow-Push AT

Heuristiken

® gap heuristic
m wird ein Level durch relabel(v) leer,
setze Level von v und aller von v erreichbaren Knoten auf

d(w) = max{d(w), n}

Licke kann nie mehr tGberwunden werden, Fluss nur noch zurtick zu s

PRV

% T
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Heuristiken
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Preflow-Push AT

Heuristiken

®m two-phase approach

m Phase 1: wéhle nur Knoten Level d(v) < naus
= erzeugt maximum preflow
= korrekter Fluss in ¢

m Phase 2: nur noch Knoten mit Level d(v) > n lbrig
= Fluss nur nach s méglich

04

0 0[3 /00 02 /00 0[1 /e
N L0/ L0/ N
27 Moritz Laupichler, Nikolai Maas: Institut fiir Theoretische Informatik

Ubung 4 — Algorithmen |1 Algorithm Engineering



Preflow-Push AT

Heuristiken

®m two-phase approach

m Phase 1: wéhle nur Knoten Level d(v) < naus
= erzeugt maximum preflow
= korrekter Fluss in ¢

m Phase 2: nur noch Knoten mit Level d(v) > n lbrig
= Fluss nur nach s méglich

S 4
/4 03 [0 02 [0 o[t (=
N L0/ L0/ N
27 Moritz Laupichler, Nikolai Maas: Institut fiir Theoretische Informatik

Ubung 4 — Algorithmen |1 Algorithm Engineering



Preflow-Push AT

Heuristiken

®m two-phase approach

m Phase 1: wéhle nur Knoten Level d(v) < naus
= erzeugt maximum preflow
= korrekter Fluss in ¢

m Phase 2: nur noch Knoten mit Level d(v) > n lbrig
= Fluss nur nach s méglich

02 [0 o[t (=
L0/ N
27 Moritz Laupichler, Nikolai Maas: Institut fiir Theoretische Informatik

Ubung 4 — Algorithmen |1 Algorithm Engineering



Preflow-Push AT

Heuristiken

®m two-phase approach

m Phase 1: wéhle nur Knoten Level d(v) < naus
= erzeugt maximum preflow
= korrekter Fluss in ¢

m Phase 2: nur noch Knoten mit Level d(v) > n lbrig
= Fluss nur nach s méglich

02 [0 o[t (=
L0/ N
27 Moritz Laupichler, Nikolai Maas: Institut fiir Theoretische Informatik

Ubung 4 — Algorithmen |1 Algorithm Engineering



Preflow-Push AT

Heuristiken

®m two-phase approach

m Phase 1: wéhle nur Knoten Level d(v) < naus
= erzeugt maximum preflow
= korrekter Fluss in ¢

m Phase 2: nur noch Knoten mit Level d(v) > n lbrig
= Fluss nur nach s méglich

o[t (=
\0 /¢t
27 Moritz Laupichler, Nikolai Maas: Institut fiir Theoretische Informatik

Ubung 4 — Algorithmen |1 Algorithm Engineering



Preflow-Push AT

Heuristiken

®m two-phase approach

m Phase 1: wéhle nur Knoten Level d(v) < naus
= erzeugt maximum preflow
= korrekter Fluss in ¢

m Phase 2: nur noch Knoten mit Level d(v) > n lbrig
= Fluss nur nach s méglich

o[t (=
\0 /¢t
27 Moritz Laupichler, Nikolai Maas: Institut fiir Theoretische Informatik

Ubung 4 — Algorithmen |1 Algorithm Engineering



Preflow-Push AT

Heuristiken

®m two-phase approach

m Phase 1: wéhle nur Knoten Level d(v) < naus
= erzeugt maximum preflow
= korrekter Fluss in ¢

m Phase 2: nur noch Knoten mit Level d(v) > n lbrig
= Fluss nur nach s méglich

27 Moritz Laupichler, Nikolai Maas: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 4 — Algorithmen |1 Algorithm Engineering



Preflow-Push AT

Heuristiken

®m two-phase approach

m Phase 1: wéhle nur Knoten Level d(v) < naus
= erzeugt maximum preflow
= korrekter Fluss in ¢

m Phase 2: nur noch Knoten mit Level d(v) > n lbrig
= Fluss nur nach s méglich

27 Moritz Laupichler, Nikolai Maas: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 4 — Algorithmen |1 Algorithm Engineering



Preflow-Push AT

Heuristiken

®m two-phase approach

m Phase 1: wéhle nur Knoten Level d(v) < naus
= erzeugt maximum preflow
= korrekter Fluss in ¢

m Phase 2: nur noch Knoten mit Level d(v) > n lbrig
= Fluss nur nach s méglich

27 Moritz Laupichler, Nikolai Maas: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 4 — Algorithmen |1 Algorithm Engineering



Preflow-Push AT

Heuristiken

®m two-phase approach

m Phase 1: wéhle nur Knoten Level d(v) < naus
= erzeugt maximum preflow
= korrekter Fluss in ¢

m Phase 2: nur noch Knoten mit Level d(v) > n lbrig
= Fluss nur nach s méglich

27 Moritz Laupichler, Nikolai Maas: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 4 — Algorithmen |1 Algorithm Engineering



Preflow-Push AT

Heuristiken

®m two-phase approach

m Phase 1: wéhle nur Knoten Level d(v) < naus
= erzeugt maximum preflow
= korrekter Fluss in ¢

m Phase 2: nur noch Knoten mit Level d(v) > n lbrig
= Fluss nur nach s méglich

27 Moritz Laupichler, Nikolai Maas: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 4 — Algorithmen |1 Algorithm Engineering



Ende! Aﬂ("‘

institut f Technologie.
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Feierabend!
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