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Multikey Quicksort T

Bentley, Sedgewick (1997)

Three-way Radix Quicksort

m sortiert Elemente mit mehreren Schllisseln wie msd-Radlixsort
— z.B. Stellen einer Zahl, Zeichen eines Strings

m flr einen Schllssel wird Quicksort mit drei Fallen ausgefihrt
— kleiner als, gleich, gréBer als das Pivotelement

2 Florian Kurpicz: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 9 — Algorithmen |1 Algorithm Engineering



Multikey Quicksort T

Ablauf

Function mkgSort( S: Array of String, / : Integer) : Array of String

if |S| < 1 then return S Basisfall
choose p € S uniformly at random Pivotelement
return concatenation of Rekursion

mkqSort( (e € S: e[i] < p[i]), i),
mkqSort( (e € S: e[i] = pl[i]),i+ 1),
[ 2

mkqSort( (e € S: e[i] > p[i]),i)
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in-place Multikey Quicksort AT

in-place bei Quicksort fiir Integer
a teilt Elemente in kleiner gleich und gréBer als Pivotelement p

m zwei Zeiger a, b wandern von auf3en “in die Mitte”
— Invariante: V[i < al < p, V[i > b] > p

a Wahle Pivot p und tausche mit erstem Element,
setzea=2,b=n

m a— a+1,solange V[a] < p,
b — b— 1, solange V[b] > p,

m Tausch, wenn V([a] > pund V[b] < p

m Ende,wenna> b

—a b
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in-place Multikey Quicksort

Partitionierung

in-place bei Multikey Quicksort
m teilt Elemente in kleiner, gleich und gréBer als Pivotelement p
m zwei Zeiger b, ¢ wandern von aufB3en “in die Mitte”

m gleiche Elemente werden mit Zeiger a, d “auBen” gesammelt
— Invariante: V[i € [a, b) a#b| < p, V[i<aVvi>d|=p, V[ie (c d| ctd > p

—a —b C— d-—
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in-place Multikey Quicksort AT

Partitionierung

in-place bei Multikey Quicksort Algorithmus
a Wahle Pivot p und tausche mit erstem Element,
setzea=b=2,c=d=n
@ b— b+ 1, solange V|b] < p, wenn V|b| = p: Tausch mit V|a|, a — a+1,
¢ — ¢ — 1, solange V[c] > p, wenn V|c] = p: Tausch mit V[d], d — d — 1
a Tausch, wenn V[b] > pund V|[c] < p
a Ende, wennb > c

1 P n S
S|B|E/H|A|M|T/ M|{H|S|H|A|H|U|N
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in-place Multikey Quicksort AT

Partitionierung

in-place bei Multikey Quicksort Umgruppierung
@ r=min(a—1,b— a)
Tausch von r Zeichen zwischen [1,r) und [b—r, b)
@ r=min(d—c,n—d)
Tausch von r Zeichen zwischen [c+1,c+r)und [n—r+1,n+1)

Institut fiir Theoretische Informatik
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in-place Multikey Quicksort

Zusammenfassung

Karlsruher Institut fur Technologie

m Three-way Radix Quicksort
Partitionierung in kleiner, gleich, gréBer Uber alle Stellen analog zu msd-Radixsort

a effizient O(|S|log |S| + d)

d = Summe der Lange der unterscheidenden Préfixe

m in-place Partitionierung méglich
durch geschicktes Speichern und Verschieben der gleichen Elemente

a sehr einfache Implementierung
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Suffix-Arrays AT

Wiederholung Koter i 6 Technolgie

T=b ar bar habarbb er $

SA[i)
15 $
8 a b ar b e $
2 arbarhabarbers$
Suffix-Array SAvon T 0w arhber$
indiziert alle Suffixe 5 arhabarhbe
in sortierter Reihenfolge 1 barbarh b a ber $
9 barber$
1 barhabarbers $
2 ber $
13 er $
7 habarbers$
14 r $
3 r b a habarbert$
11 r b r $
6 T h abarbert$
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Suche mit Suffix-Arrays
Ablauf

Suche: P = bar
n = Textlange, m = Pattern-Lange

Naiv: O(n- m)

KMP: O(n+ m)

Mit Suffix-Arrays zunachst: O(m - log n)
Optimiert: O(m + log n)
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Suche mit Suffix-Arrays AT

Ablauf
Suche: P = bar T=Db ar b arh a ber $
@ (SA bestimmen) Sfﬂ s
(] ];”ld-? St_art binare Suche s abarber§
W;ile’E/7<nr)do 2 arbarhabarbers:$
O r 10 arber$
ﬂ(_PL>T7J ) 5 arhabar e
then | = gig ! ibarbarhab ber$
elser=gq 9 barbers$
s=1 g=¢ 4 barhabarhbers $
it (P # Tsajs]..sA[s]+m—1) 12 ber §
then break 3 er $
m finde Ende binére Suche 7 habarbers$
l=sr=n ur $
while (/ < r) do 33 r barhabarber$
qg= [’ZJ" 11 rber$
If (P: TSA[q}..SA[q}+m—1) 6 r h ab arber $ s=6,t=8
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Suche mit Suffix-Arrays

Zusammenfassung

m Verlagerung des Aufwands von Anfrage in Vorverarbeitung

> einmal Suffix-Array generieren in O(n),
— danach Anfragen in O(mlog n) méglich, statt in O(m+ n)

gut, wenn auf einem Text viele Anfragen stattfinden

® Ausnutzung der Eigenschaften des Suffix-Arrays
> jeder Substring ist Préafix eines Suffix
— alle Substrings liegen “sortiert” vor
maogliche Ausnahme: Substring ist Prafix von Substring

das Suffix-Array indiziert alle Suffixe in sortierter Reihenfolge
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LCP-Array ﬂ("

Langster gemeinsamer Prafix

Definition:
m LCP[i]: Lange des langsten gemeinsamen Préfixes von je zwei

lexikographisch benachbarten Suffixen A[SA[i —1]...n] und
A[SA[i]...n]

Erweiterung auf beliebige Suffixe

m LCPJ[i][j]: Lange des langsten gemeinsamen Préfix beliebiger
lexikographischer Suffixe A[SA][i]...n] und A[SA[j]...n]

a Konstruktion: O(nlog n) Zeit und Platz
a Zugriff: O(1)
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Schnelle Suche mit Suffix-Arrays

Erster Ansatz

Suche: P = bar

Ziel: kein wiederholtes
Vergleichen von Zeichen
aus P
Nutze LCP-Array um Suche
zu beschleunigen
Starte Suche bei mir
m /:=LCP(L, P)
m r:=LCP(R,P) R=
a mir:= min(l,r)
a Update von /, r,
keine Neuberechnung
Oft O(m+logn)
Worst case O(mlogn)

Florian Kurpicz:
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Schnelle Suche mit Suffix-Arrays AT

Redundante Vergleiche

Problem
m Falls | £ r — wiederholtes Vergleichen

SA[i]

9 barbers$

L= 4 rhabarbers$

q= 12e r $

R=1013 e r § 7 QT
7 habarbers$

Definition
m Vergleich eines Zeichens aus P ist redundant, falls das Zeichen vorher
schon einmal Uberprift wurde.

Ziel
a Beschréanke rendundante Vergleiche auf O(1) pro lteration
a Vergleiche bei max(/, r) beginnen
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Suche mit Suffix-Arrays AT

Ablauf

Ansatz

aif(/l=r)
start at mir
Update I, r, L, R

m if (/ >rALCP[L q] > 1)
L:=qg+1
Update /

m if (/>rALCP[Lq] <)
ri= L%P[L, q]

m if (/>rALCP[L q]=1)
start at /
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Suche mit Suffix-Arrays AT

Ablauf

Suche: P = barberac
.if(I:r) arhabarber...
start at mir
Update /,r, L, R
m if (/>rALCP[Lq] > 1)
L:=q+1
Update /
w if (/> rALCPIL q] <) barberaba..
R:=q
r:=LCPI[L, q]
m if (/ >rALCP[L q] =)
startat /

Laufzeit e
m LCP + SA: O(m+logn) Vergle : b=4,r=4

17  Florian Kurpicz: . Institut fiir Theoretische Informatik
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Suche mit Suffix-Arrays AT

Zusammenfassung

m Verlagerung des Aufwands von Anfrage in Vorverarbeitung

— einmal Suffix-Array generieren in O(n),
— danach Anfragen in O(mlog n) mdglich, statt in O(m+ n)

gut, wenn auf einem Text viele Anfragen stattfinden

m Verhindern redundanter Vergleiche

— einmal Suffix-Array generieren in O(n),

— einmal LCP-Array generieren in O(n),

— einmal erweitertes LCP-Array generieren in O(nlog n),
— danach Anfragen in O(m + log n)
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Burrows-Wheeler-Transformation

Sei T ein Text der Lange n, dann ist die i-te

7O = Tli.n|T[1..i)

® j-te zyklische Rotation ist die Konkatenation des
i-ten Suffixes und des (i — 1)-ten prefixes

29 2024-01-16

19 Florian Kurpicz:
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bcabcabba$
7(1) 7(2) 7(3) 7(4) 7(5) 7(6) 7(7) 7(8) 7(9) 7{(10)7(11)7(12)(13)
alblalb|clal|bjc|la|b|blal$
blalbjc|alb|c|alb|bjaf$]|a
albfcla|b|c|aljb|blal$|alb
bjclalb|c|a|b|bla|$]|afb]a
cla|bjclafb|bja|$|alb|a]b
albfcla|b|bfaj$|a|bja]b]|c
bfclalb|bfa|$]a|blalbfc]|a
clalblbla|$|a|bfa|bjcfa]|b
alb|bjaf$|albfafblclal|b|c
b|blal$|albla|bfc|a|bfc]|a
bfa|$]a|bfa|bjc|lalb|c|alb
al$lalblalb|clalb|clalb]|b
$lalbla|bfc|a|bfc|alb|b]|a

Institut fir Theoretische Informatik, Algorithm Engineering
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Burrows-Wheeler-Transformation

Sei T ein Text der Lange n, dann ist die i-te

7O = Tli.n|T[1..i)

® j-te zyklische Rotation ist die Konkatenation des
i-ten Suffixes und des (i — 1)-ten prefixes

Sei T ein Text und M die Matrix, welche alle
zyklischen Rotationen von T in lexikographischer
Reihenfolge als Spalten enthélt, dann ist die

die letzte Zeile von M
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bcabcabba$

K
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7(1) 7(2) 7(3) 7(4) 7(5) 7(6) 7(7) 7(8) 7(8) 7(10)r(11)r(12)7(13)

alblalb|clal|bjc|la|b|blal$
blalbjc|alb|c|alb|bjaf$]|a
albfcla|b|c|aljb|blal$|alb
bjclalb|c|a|b|bla|$]|afb]a
cla|bjclafb|bja|$|alb|a]b
alb|clalb|b|al$|afbla|b|c
bfclalb|bfa|$]a|blalbfc]|a
clalblbla|$|a|bfa|bjcfa]|b
alb|bjaf$|albfafblclal|b|c
b|blal$|albla|bfc|a|bfc]|a
bfa|$]a|bfa|bjc|lalb|c|alb
al$lalblalb|clalb|clalb]|b
$lalbla|bfc|a|bfc|alb|b]|a
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Burrows-Wheeler-Transformation

Sei T ein Text der Lange n, dann ist die i-te

7O = Tli.n|T[1..i)

® j-te zyklische Rotation ist die Konkatenation des
i-ten Suffixes und des (i — 1)-ten prefixes

Sei T ein Text und M die Matrix, welche alle
zyklischen Rotationen von T in lexikographischer
Reihenfolge als Spalten enthélt, dann ist die

die letzte Zeile von M
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bcabcabba$

K
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7(13)r(12) 7(1) 7(9) 7(8) 7(3) 7(11) 7(2) 7(10) 7(7) 7(4) 7(8) 7(5)

$lalalajalalb|b|b|b|b|c|c
al$|b|blb|b|lajalbfc|clala
blala|bjc|c|$|bflafalalb|b
alb|[blajalala|c|[$|b|b|b]|c
bfajc|$[b[b|bJalalbfc|ala
c[blala[bfc|a|b|blala|$]|b
alc|b|bjala|b|cla|[$|b]alb
blajcla$[bfcfalblalb]|b]|a
c|blafblalbfalbjc|blajals$
alc|b|c|bfa|b|bjajal$|b|a
bfa|b|ajaf[$|c|alb|b|lajc]|b
b[{bla|lb|b|lafla|$]|c|fc|b]ala

Institut fir Theoretische Informatik, Algorithm Engineering
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Burrows-Wheeler-Transformation

Sei T ein Text der Lange n, dann ist die i-te

7O = Tli.n|T[1..i)

® j-te zyklische Rotation ist die Konkatenation des
i-ten Suffixes und des (i — 1)-ten prefixes

Sei T ein Text und M die Matrix, welche alle
zyklischen Rotationen von T in lexikographischer
Reihenfolge als Spalten enthélt, dann ist die

die letzte Zeile von M
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bcabcabba$

K
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7(13)r(12) 7(1) 7(9) 7(8) 7(3) 7(11) 7(2) 7(10) 7(7) 7(4) 7(8) 7(5)

$lalalajala|b|b|b|[b|b]c]|c
a|$|bfb|b|bfalalbfc|c]ala
bfaja|bfcfc|$|blalalalb]|b
alb|blajalala|c|[$|[b|b]|b|c
bfajc|$[bfb|bJalalb|c|ala
c|lblala|bfc|alb|blalal$]|b
alc|b|bjafalb|c|a|s|[bja]|b
bfajclajs|[b|c|a|blalb|b]|a
C|lbfa|bjalbflalbjc|blajal$
alc|b|c|ibla|b|bjafa|$]|b|a
bla|b|ajaf[$|c|alb|b|lajc]|b
bfb|a|b[bfala|$|[c|c|bfja]a
$
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T

Erste und Letzte Zeile

® zwei wichtige Zeilen in der Matrix T = ababcabcabba$
7194(12)7(0) 1(8) 7(6) 73)7(1) 72)7(10) 77) 7(4) 7(8) 7(5)

® es gibt eine spezielle Beziehung zwischen den

. . F $lalalajala|b|b|b|b|bfc]|c
beiden Zeilen als|b|b[b|blalalblc|clala
® alle anderen Zeilen werden nicht benétigt blalalblclc|$|blalalalblo
alblblalalalalc|$|b|b|b]cC
Erste Zeile F blalc|[s|b|[b|blalalb]|c|ala
®m enthalt alle Zeichen von T in sortierter cfblajalbjclalblbjafal$]b
Reihenfolge allel[blBl@][e]B][c][@][S][H][E]]H
blal|c|la|$|b|c|la|fblalb|b]|a
A clbla|bla|bla|b|lc|blala|$
Letzte Zeile L NEOEOBODABBDE
® ist die BWT blalblala|$|c|alb|blalc|b
blbla|b|b|lala|$|c|c|blala
L albf($|c|c|bfblajalalalb|b
319 2024-01-16 Florian Kurpicz | i 2|F g Ubung Stri Institut fir Theoretische Informatik, Algorithm Engineering
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Réange der Zeichen

Definition: Rang (im Text)

Sei T ein Text ber dem Alphabet X, der Rang eines

Zeichens an der Position i € [1, n] ist
rang(i) = [{j € [1,1]: T[] = T[]}

® der Rang entspricht der Anzahl gleicher
Zeichen, die vorher im Text vorkommen

49 2024-01-16 Florian Kurpicz | i 2|F g Ubung
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T = ababcabcabba$

7(19)7(12) 7(1) 7(9) 7(6) 7(3) 7(11) 7(2) 7(10) 7(7) 7(4) 7(8) 7(5)

F $|lajalalalalb|b|b|b|b|c]|c
al$[b|b|b|bjaja|bjc|c|ala
bfajalb|cfc|$|blajalalb]|b
alblbfalalajalc|$Ib|b|b]|cC
bfajc|$|bfb|b|lalajb|c|a]la
c|[blala|bfclalb|blala|$]|b
alc|b|blaja|bfc|a|$|[b|a|b
blajc|la|$|b|jc|lalbla|b|b|a
c|{bfa|blalbfa|blc|blalal|$
aj|c|b|cfbjalb|bfaja|$|b|a
blal[blala|$|[c|lalb|blalc]|b
b[blalb|bfajal$|c|c|bfa]a

L alb|$[c|c|b|blalajala|b|b

Institut fir Theoretische Informatik, Algorithm Engineering
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Karlsruher Institut fur Technologie

T

Réange der Zeichen

Definition: Rang (im Text)
Sei T ein Text ber dem Alphabet X, der Rang eines

= ababcabcabba$

7(18)7(12) 7(1) 7(9) 7(6) 7(3) 7(11) 7(2) 7(10) 7(7) 7(4) 7(8) 7(5)

. A : . $lajlalalaflalb|b|b|b|b|c]|c
Zeichens an der Position i € [1, n] ist F
al$[b|b|b|bjaja|bjc|c|ala
N i P blajalbfc|c|$|bfajala|b|b
rang(i) = [{j € [1,i]: T[] = T[]}
alb|blalalalalc|$|b|b|b]|c
blajc|$|b|b|b|ajaljb|c|ala
® der Rang entspricht der Anzahl gleicher clolalalolclalolblalals]|b
Zeichen, die vorher im Text vorkommen alclblblalalblclals|blalb
blajc|la|$|b|jc|lalbla|b|bfa
c|{bfa|blalbfa|blc|blalal|$
alcib|c|b|alb|b|aja|[$|b|a
blaf[blala|$|[c|lalb|blalc]|b
T ababcabcabbat
b|bja|b|b|laja|$|c|c|blala
rang 1 1 22 133244551 L [alblslclclblolalalalalblo
4/9 2024-01-16 Florian Kurpicz | i 2|F g Ubung Stri Institut fir Theoretische Informatik, Algorithm Engineering
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Réange der Zeichen

Definition: Rang (im Text)

Sei T ein Text ber dem Alphabet X, der Rang eines

Zeichens an der Position i € [1, n] ist
rang(i) = [{j € [1,1]: T[] = T[]}

® der Rang entspricht der Anzahl gleicher
Zeichen, die vorher im Text vorkommen

T ababcabcabbats
rang 1 1 22133244551
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T = ababcabcabba$

7(193(12) 1) 7(0) 7(6) 7(3) 7(11)7(2) 7(10) 77) 7(8) 7(8) 7(6)

[ [olb] [plclcl
R TR PR AR
bfajalb|cfc|$|blajalalb]|b
alblbfalalajalc|$ib|b|b]|cC
blajc|$|b|b|b|ajaljb|c|ala
c|[blala|bfclalb|blala|$]|b
aj|c|b|bfajalb|cfaj$|[b|a|b
blajc|la|$|b|jc|lalbla|b|bfa
c|{bfa|blalbfa|blc|blalal|$
alc|{b|c|b|lafb|blaja|$|b]|a
blalblala|$|[c|a|b|b|alc|b
b[blalb|bfajal$|c|c|bfa]a
L alb|$[c|c|b|blalajala|b|b

Institut fir Theoretische Informatik, Algorithm Engineering

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithm Engineering



Réange der Zeichen

Definition: Rang (im Text)

Sei T ein Text ber dem Alphabet X, der Rang eines
Zeichens an der Position i € [1, n] ist

rang(i) = [{j € [1,1]: T[] = T[]}

® der Rang entspricht der Anzahl gleicher
Zeichen, die vorher im Text vorkommen

T ababcabcabbats
rang 1 1 22133244551

49 2024-01-16 Florian Kurpicz | i 2|F g Ubung

19 Florian Kurpicz:
Ubung 9 — Algorithmen I

T = ababcabcabba$

F

Karlsruher Institut fur Technologie

T

Karlsruher Institut for Technoloaie

7(13)(12) 7(1) 7(9) 7(6) 7(3) 7(11) £(2) 7(10) 7(7) 7(4) 7(8) 7(5)

R R )
bl [al% [ [/ [[oJla]allallb b
albbaaaacﬂi)z()z{bc
blfa] c[s Nof\o No/Nafl af bA\c [la | a
clolalaAl8IYINIA KA R[]0
a¢bbaa¢)\j/\vy{$&§b
bfalcls]s[wlkIRA%[a]0[d]a
c[oa /b [a [oWaBN \ b [a|als
a[cbcb;{ alNalslola
o1 b= o s QA B2 fic b
IDADAZIEIaYunial
alb|$|clc|b|blalalalalb|b
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Karlsruher Institut fur Technologie

Réange der Zeichen T

Definition: Rang (im Text) T = ababcabcabba$

7(13)7(12) 7(1) 7(9) 7(6) 7(3) 7(11) 7(2) 7(10) 7(7) 7(4) 7(8) 7(5)

Sei T ein Text ber dem Alphabet X, der Rang eines

[ I [ [plclcl
Zeichens an der Position i € [1, n] ist 3 —:1 af)gpz;uzg)ggygé); )E‘)S\@)g;.)gbg?;
rang(i) = |{j € [1.1]: Tl = T[)] e
blac$bbbaabcaa
® der Rang entspricht der Anzahl gleicher clvlala INEINSABAE
Zeichen, die vorher im Text vorkommen RO AD AVACIERIEID
blafcldlsle [k elald]d]a
c[[blalba]b\aW/b\ b [ala]s
a[ clb/lc|b /{ aja|[$lb]a
T ababcabcabbat ylalblalafs A58 allc o
g ofeopby g qhs heheho B[
rang1 122133244551 L [alolsiclclpinlalalalalols
O LL2VLHYIVLLIDID
4/9 2024-01-16 Florian Kurpicz | i 2|F g Ubung Stri Institut fir Theoretische Informatik, Algorithm Engineering
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Karlsruher Institut fur Technologie

Réange der Zeichen ﬂ(IT

Definition: Rang (im Text)

Sei T ein Text Gber dem Alphabet ¥, der Rang eines AR O O O D0 A B 0 S S B
,

X o X F $|aaaa,_a“b|b|b blplclcl
Zeichens an der Position i € [1, n] ist —aj 5’51’5@’5&’5@;%1% )2\3)%?’51)52’
N el N I = TTi bl [al% [ /s [[oJa]allallb b
rang(i) = I{j € [1,1): Tl = T} TSR AT
b‘[ac$bbbaabcaa
® der Rang entspricht der Anzahl gleicher ARBEINRNENNSARAE
Zeichen, die vorher im Text vorkommen 2l elolola\a AVACIERIEID
® fiir jedes Zeichen o € X ist die Reihenfolge der BEIBEBENNZ VB ERE
Rénge in der ersten und letzten Zeile gleich c[[blalba]b\WaV/b\ b [ala]s
allc|p]c]o]A afals]bla
T ababcabcabbat b’a\{éaa$ A\ BB flcflo
y[ofe]ob 4 Fhs hehe ho [ B
rang1 122133244551 L [alodsiclclolplalalalalole
U5 VU VAU Y32
49 2024-01-16 Florian Kurpicz | i 2|F g Ubung Stri Institut far Theoretische Informatik, Algorithm Engineering
19 Florian Kurpicz: Institut fiir Theoretische Informatik
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Karlsruher Institut fur Technologie

T

LF-Mapping (1/2)

® wir mdchten die Zeichen aus der letzten Zeile T = ababcabcabba$

auf die erste Zeile abbilden T(3r(12)7() 1) 7(8) 73710 7 710)7(7) 7(4) 7(8) 7(5)

- R F $lalalalala|b|b|b|b|b|c]|c
al$|b|bfbfblalalbfc|c|ala
® ermdglicht Mustersuche blalalolclclsiolalalalnlo
® Transformation BWT zurlick zu T
alb|lbflalalalalc|$|b|[b|b]cC
T A blal|c|$|b|b|b|lajalblc|ala
Bl P 5]
Sei T ein Text der Lange n und SA das Suffix-Array alc|[b|{b|alalb|c]als|[b|a]b
von T, dann ist das LF-Mapping eine Permutation blaflcla|[$|b|c|a|b|a|b|b]|a
von [1, n], so dass clolalbfalb|alb|c][b]alals
ajc|b|c|bla|b|bjafa|$|bj|a
LF(/):] = SAU]:SA[i]_1 bla|blala|$|[c|alb|[blafc|b
blbla|b|b|lala|$|c|c|blala
L albf($|c|c|bfblajalalalb|b
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LF-Mapping (1/2)

® wir mdchten die Zeichen aus der letzten Zeile

auf die erste Zeile abbilden
® warum?
® ermdglicht Mustersuche

® Transformation BWT zurlick zu T

Definition: LF-Mapping

Sei T ein Text der Lange n und SA das Suffix-Array
von T, dann ist das LF-Mapping eine Permutation

von [1, n], so dass

5/9

19

LF(i) =) <= SA[j] = SA[i] —1

2024-01-16 Florian Kurpicz |

Florian Kurpicz:
Ubung 9 — Algorithmen I

2|F

g Ubung

Karlsruher Institut fur Technologie

T

Karlsruher Institut for Technoloaie

= ababcabcabba$

7(18)(12) 7(1) 7(9) 7(6) 7(3) 7(11) 7(2) 7(10) (7) 7(4) 7(8) 7(5)

F $lalalalala|b|b|b|b|b|c]|c
a 1: b|b|b|blalafb|c|cfala
b Ia albjc|c|$|(bjalalalb|b
a ’b blaflaflala|c|$|b|[b|b]|cC
bllajc|[$[b|b|b|lajalb|c|ala
cffbfalalb|clalblblala|$|b
alJc|b|bfafalb|c|a|$|b|a|b
bffalc|la|$|[b|c|afblalb|b]a
cffblafblalblalbjc|blalal|$
a’ cl{b|c|blafb|bjala|$|b]a
t’ albflajal|$|clalb|bla|c|b
d blalb|blala|[$|c|c|bl|ala
L albf($|c|c|bfblajalalalb|b
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LF-Mapping (1/2)

® wir mdchten die Zeichen aus der letzten Zeile

auf die erste Zeile abbilden
® warum?
® ermdglicht Mustersuche

® Transformation BWT zurlick zu T

Definition: LF-Mapping

Sei T ein Text der Lange n und SA das Suffix-Array
von T, dann ist das LF-Mapping eine Permutation

von [1, n], so dass

5/9

19

LF(i) =) <= SA[j] = SA[i] —1

2024-01-16 Florian Kurpicz |

Florian Kurpicz:
Ubung 9 — Algorithmen I

2|F

g Ubung

Karlsruher Institut fur Technologie

T

Karlsruher Institut for Technoloaie

= ababcabcabba$

713)712) (1) 7(8) 7(6) 7(3)7{11) 7(2) 7(10)7(7) 7(4) 7(8) 7(5)

F $lalalalala|b|b|b|b|b|c]|c
a 1: b[b|b|bffalalb|c|clala
b Ia alb|c 9/ $|bjalajalb|b
a ’b blalaf@alalc|$|b|b|b]cC
bflafc|$|bjb[blajalblc|ala
clolalalp]c[alo]b]ala]s]b
alJc|b|bfalalb|c|a|$|b|a|b
bfa]c f $|blclajbla|b|bja
cffblalblalblalbjc|blalal|$
BIE clbfalb[blalals|b]a
glalplalals|cla]b[b[afc]b
d bfalb|blalal$|c|c|blala
L albf($|c|c|bfblajalalalb|b
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LF-Mapping (1/2)

® wir mdchten die Zeichen aus der letzten Zeile

auf die erste Zeile abbilden
® warum?
® ermdglicht Mustersuche

® Transformation BWT zurlick zu T

Definition: LF-Mapping

Sei T ein Text der Lange n und SA das Suffix-Array
von T, dann ist das LF-Mapping eine Permutation

von [1, n], so dass

5/9

19

LF(i) =) <= SA[j] = SA[i] —1

2024-01-16 Florian Kurpicz |

Florian Kurpicz:
Ubung 9 — Algorithmen I

2|F

g Ubung

Karlsruher Institut fur Technologie

T

Karlsruher Institut for Technoloaie

= ababcabcabba$

713)712) (1) 7(8) 7(6) 7(3)7{11) 7(2) 7(10)7(7) 7(4) 7(8) 7(5)

F |$|ajalalalalb|(b]|b|b|b|c]c
%ﬁbbbbfaabccaa
b’aabcg/ssbaaabb
a’bbaaaacﬂibbbc
bflafc|$|bjb|blajalblc|ala
clplalalplclalo]p]ala]s]b
alt[obofalalb[clals]b[a]b
ba\c%i;bcababba
cffb\\alb|a|blalbjc|bla|a|$
BIE clbfalb[blalals|b]a
yla alals|{clalb[blalc]b
db\abbaa$ccbaa

L |a|b|$|{c|c|b|bfajalala|b|b
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LF-Mapping (1/2)

® wir mdchten die Zeichen aus der letzten Zeile

auf die erste Zeile abbilden
® warum?
® ermdglicht Mustersuche

® Transformation BWT zurlick zu T

Definition: LF-Mapping

Sei T ein Text der Lange n und SA das Suffix-Array
von T, dann ist das LF-Mapping eine Permutation

von [1, n], so dass

5/9

19

LF(i) =) <= SA[j] = SA[i] —1

2024-01-16 Florian Kurpicz |

Florian Kurpicz:
Ubung 9 — Algorithmen I

2|F

g Ubung

Karlsruher Institut fur Technologie

T

Karlsruher Institut for Technoloaie

= ababcabcabba$

713)712) (1) 7(8) 7(6) 7(3)7{11) 7(2) 7(10)7(7) 7(4) 7(8) 7(5)

F |$|ajalalalalb|(b]|b|b|b|c]c
%ﬁbbbbfaabcca}a
o\plalo]c]d[s[o]alala)h]b
allo|blalalhfalc|s[o[f]b]c
bflafc|$|bjb[blaja|bfc|ala
clplalalplclalo]o)alals]o
altlo[bfalalb]c][A]s][o]a]b
ba\c%i;bcababba
clib\lal/pla|b|a clblalal|$
a| c clola]f[plala]s]|b]a
yla alalsfclalb[blalc]b
db\abbaa$ccbaa

L |a|b|$|{c|c|b|bfajalala|b|b
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Algorithm Engineering



Karlsruher Institut fur Technologie

LF-Mapping (1/2) ﬂT

® wir mdchten die Zeichen aus der letzten Zeile T = ababcabcabba$

auf die erste Zeile abbilden 7(13)7(12) 7(1) 7(9) 7(6) 7(8) 7(11) 7(2) 7(10) 7(7) 7(4) 7(8) 7(5)
F $lalajalalalb|b|b|b|b|c|c
® warum?
%?bkbkbhbafﬁt)ﬁyaja
® ermdglicht Mustersuche b ’a 5 \Q \€ V\? NIABATAD
® Transformation BWT zurlick zu T
a ’b b|a\|la\l[/a\| a\J c| $ )( b|c
- bila|c|$No/Ne No/\afl 2/ bA\c [\a | a
Definition: LF-Mapping XN YA A TR o
Sei T ein Text der Lange n und SA das Suffix-Array I ARAYAYABLIIE
von T, dann ist das LF-Mapping eine Permutation ol alc[#]s [N IsARAR[a]0[d]2
von [1, n], so dass cf o\ alb|albyfa N\ b|a|als
a’ c Clb / @\a|$lbla
LF(i) =j <= SA[j] = SA[]] -1 12 b [a | af s NI A& = e o
{[of o /8 AN he ke he [ [
L |a|b|[$|[cfc|b|b|lajalala|b|b
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Karlsruher Institut fur Technologie

U

LF-Mapping (2/2)

Definition: C-Array und Rang-Function

Sei T ein Text der Lange n Uber dem Alphabet ¥,
a € Xundie [1,n],dann gilt

Cla] = i€ [1,n]: T[i] < «f

und
ranga(i) = |{j € [1,1]: T[j] = o}

® C enthalt die absolute Anzahl kleinerer Zeichen
® rang, enthéalt die Anzahl as in Prafix T[1..i]
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LF-Mapping (2/2)

Definition: C-Array und Rang-Function

Sei T ein Text der Lange n Uber dem Alphabet ¥,
a € Xundie [1,n],dann gilt

Cla] = i€ [1,n]: T[i] < «f

und
ranga (i) = [{j € [1,1]: Tlj] = a}|

® C enthalt die absolute Anzahl kleinerer Zeichen
® rang, enthéalt die Anzahl as in Prafix T[1..i]

6/9 2024-01-16

Florian Kurpicz | Algori 2|F g Ubung

19 Florian Kurpicz:
Ubung 9 — Algorithmen I

Karlsruher Institut fur Technologie

<t

Karlsruher Institut for Technoloaie

T ababcabcabba$
rang 1 1 2 2133244551

® Rénge jetzt auf der BWT

m Cist exklusive Préfixsumme Uber Histogramm
e
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Karlsruher Institut fur Technologie

LF-Mapping (2/2)

Definition: C-Array und Rang-Function T ababcabcabbat

Sei T ein Text der Lange n Uber dem Alphabet ¥, rang 1 1 22133244551

a € Xundie [1,n],dann gilt
® Rénge jetzt auf der BWT

Cle]=liet,n: T[] <o m C ist exklusive Prafixsumme ber Histogramm
sd
und
rango(i) = [{j € [1,1: T} = o} Definition: LF-Mapping (Alt.)

Gegeben die BWT, das C-array, und die

® C enthalt die absolute Anzahl kleinerer Zeichen ) .
rang-Function, dann gilt

® rang, enthéalt die Anzahl as in Prafix T[1..i]
LF(i) = C[BWTIi]] + rangswr(j(i)

6/9 2024-01-16 Florian Kurpicz | i 2|F g Ubung Stri Institut fir Theoretische Informatik, Algorithm Engineering
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Reversing the BWT (1/2)

m Zeichen (bzgl. Text) behalten Reihenfolge in L
und F

® [ F-Mapping gibt vorheriges Zeichen zuriick

719 2024-01-16 Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Fortsetzung Ubung Stringology

19 Florian Kurpicz:
Ubung 9 — Algorithmen Il

K

Karlsruher Institut fur Technologie

IT

Karlsruher Institut for Technoloaie
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Reversing the BWT (1/2)

m Zeichen (bzgl. Text) behalten Reihenfolge in L
und F

® [ F-Mapping gibt vorheriges Zeichen zuriick

719 2024-01-16 Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Fortsetzung Ubung Stringology

19 Florian Kurpicz:
Ubung 9 — Algorithmen Il

K

Karlsruher Institut fur Technologie

IT

Karlsruher Institut for Technoloaie
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Reversing the BWT (1/2)

m Zeichen (bzgl. Text) behalten Reihenfolge in L
und F

® [ F-Mapping gibt vorheriges Zeichen zuriick

719 2024-01-16 Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Fortsetzung Ubung Stringology

19 Florian Kurpicz:
Ubung 9 — Algorithmen Il

K

Karlsruher Institut fur Technologie

IT

Karlsruher Institut for Technoloaie

Institut fir Theoretische Informatik, Algorithm Engineering

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithm Engineering



Karlsruher Institut fur Technologie

Reversing the BWT (1/2) ﬂIT

m Zeichen (bzgl. Text) behalten Reihenfolge in L T = ababcabcabba$

und F F $lalalalalalb|b|b|b|b|c|c

® [ F-Mapping gibt vorheriges Zeichen zuriick al$|bfbfblbjajalbjcfcfala

blala|b|c|c|$|blalala|b|b

alblblalalalalc|[$|b|b|b]C

J bjafc|$|b|bfblaja|blc|a]a

(’1 clolalalb[clalb|balals]b

: | ajc|fbfblalafb|cjal$|[b|a|b

- bla|c|a|$|b|c|al|bla|b|b]|a

: : clblafblalblalbjc|blala|$

= alc[o[clofalb[bofalals]o]a

: : bla|blala|$|c|a|b|bla|c|b

1 : bfbfa|b|b|aflal|$]|c|c|b|aja

- oT L [alo[s[c[c]o][bo]alalalalb]b

LF 2 7 112138 9 3 4 5 6 1011
719 2024-01-16 Florian Kurpicz | i 2|F g Ubung Stri Institut far Theoretische Informatik, Algorithm Engineering
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IT

Karlsruher Institut fur Technologi

Reversing the BWT (1/2) A\‘(IT
® Zeichen (bzgl. Text) behalten Reihenfolge in L

und F F $lalalalalalb|b|b|b|b|c|c

® [ F-Mapping gibt vorheriges Zeichen zuriick A[$ [oX oX oX o) [£ [f [ &[ &A=

b Ia a \) \Q V\} b Ia a\/a b

a ’b b|a\|a\|[/a\| a\J c| $ /}{ b|c

bilafc|$No/Ne No/\afl 2/ bA\c [\a | a

g BN IL/AIA0

1IN ARAYAABLIIE

I EIEFEN % ABLILIE

cliblalb|a]|bya c\ b |allal $

a’ ¢ clb / @\e[$lbla

yla alafs Al B2 \c f\b

{ o o/ AN R he he [ [

L alb|$|cfc|b|blajalala|b]|b

LF 2 7 112138 9 3 4 5 6 1011
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Umkehrung der BWT (2/2)

m Zeichen (bzgl. Text) behalten Reihenfolge in L
und F

® [ F-Mapping gibt vorheriges Zeichen zuriick

8/9 2024-01-16 Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Fortsetzung Ubung Stringology

19 Florian Kurpicz:
Ubung 9 — Algorithmen Il

IT

Karlsruher Institut fur Technologie

KIT

Karlsruher Institut for Technoloaie

1234567 89 0111213
L [a]o]s[c]c]blo]aaTa]a]b]b]
LF [2]7]1]22]13]8]o]3]4]5]6]10]11]
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Umkehrung der BWT (2/2)

® Zeichen (bzgl. Text) behalten Reihenfolge in L 123 456 7809 0111213

BV L [a]e[s[e[c]o]ole alala [ o]
= [ F-Mapping gibt vorheriges Zeichen zuriick LF [2]7]1]22]13]8]o]3]4]5]6]10]11]

® T[n] = $ und T(") in erster Reihe

® wende LF-Mapping auf Ergebnis an und erhalte

Zeichen
T[n—i] = LILF(LF(...(LF(1))...))]
N ——
i—1 times
8/9 2024-01-16 Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Fortsetzung Ubung Stringology Institut fiir Theoretische Informatik, Algorithm Engineering
19 Florian Kurpicz: Institut fiir Theoretische Informatik

Ubung 9 — Algorithmen Il Algorithm Engineering



Umkehrung der BWT (2/2)

m Zeichen (bzgl. Text) behalten Reihenfolge in L
und F

® [ F-Mapping gibt vorheriges Zeichen zuriick

® T[n] = $ und T(") in erster Reihe

® wende LF-Mapping auf Ergebnis an und erhalte

Zeichen
T[n—i] = LILF(LF(...(LF(1))...))]
N————
i—1times
8/9 2024-01-16 Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Fortsetzung Ubung Stringology

19 Florian Kurpicz:
Ubung 9 — Algorithmen Il

1234567 89 0111213
L [a]o]s[c]c]blo]aaTa]a]b]b]
LF [2]7]1]22]13]8]o]3]4]5]6]10]11]

® T[13] = $und k = 1
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Umkehrung der BWT (2/2)

m Zeichen (bzgl. Text) behalten Reihenfolge in L
und F

® [ F-Mapping gibt vorheriges Zeichen zuriick

® T[n] = $ und T(") in erster Reihe

® wende LF-Mapping auf Ergebnis an und erhalte

Zeichen
T[n—i] = LILF(LF(...(LF(1))...))]
N————
i—1times
8/9 2024-01-16 Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Fortsetzung Ubung Stringology

19 Florian Kurpicz:
Ubung 9 — Algorithmen Il

1234567 89 0111213
L [a]o]s[c]c]blo]aaTa]a]b]b]
LF [2]7]1]22]13]8]o]3]4]5]6]10]11]

® T[13] = $und k = 1
® T[12] = L[1] =aund k = LF(1) =2
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Umkehrung der BWT (2/2)

m Zeichen (bzgl. Text) behalten Reihenfolge in L
und F

® [ F-Mapping gibt vorheriges Zeichen zuriick

® T[n] = $ und T(") in erster Reihe

® wende LF-Mapping auf Ergebnis an und erhalte
Zeichen

Tln— i] = LILF(LF(. .. (LF(1))...))]

i—1 times

819 2024-01-16 Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Fortsetzung Ubung Stringology

19 Florian Kurpicz:
Ubung 9 — Algorithmen Il

1234567809 0111213
L [a]o]s]c[c[ofbla]alala]b]e]
LF [2]7]1]22]13]8]o]3]4]5]6]10]11]

® T[13] = $und k = 1

® T[12] = L[1]=aund k = LF(1) =2

® T[1] = L[2] = bund k = LF(2) = 7
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Umkehrung der BWT (2/2)

m Zeichen (bzgl. Text) behalten Reihenfolge in L
und F

® [ F-Mapping gibt vorheriges Zeichen zuriick

® T[n] = $ und T(") in erster Reihe
® wende LF-Mapping auf Ergebnis an und erhalte
Zeichen
T[n—i] = LILF(LF(...(LF(1))...))]
N ——

i—1 times
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Ubung 9 — Algorithmen Il

1234567809 0111213
L [2]e]s]c]<[e]ba]aTala]o]b]

LF [2]7]1]22]13]8]o]3]4]5]6]10]11]

® T[13] =$und k =1

® T[12] = L[1] = aund k = LF(1)
® T[11] = L[2] = bund k = LF(2)
® T[10] = L[7] = b und k = LF(7)

2
7
9

Institut fir Theoretische Informatik, Algorithm Engineering

Institut fiir Theoretische Informatik
Algorithm Engineering



Umkehrung der BWT (2/2)

m Zeichen (bzgl. Text) behalten Reihenfolge in L
und F

® [ F-Mapping gibt vorheriges Zeichen zuriick

® T[n] = $ und T(") in erster Reihe
® wende LF-Mapping auf Ergebnis an und erhalte

Zeichen
T[n—i] = LILF(LF(...(LF(1))...))]
N ——
i—1times
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1234567 89 0111213
L [a]o]s[c]c]blo]aaTa]a]b]b]
LF [2]7]1]22]13]8]o]3]4]5]6]10]11]

® T[13] =$und k =1

T[12] = L[] = aund k = LF(1)
T[11] = L[2] = b und k = LF(2)
T[10] = L[7] = bund k = LF(7)
T[9] = L[9] = aund k = LF(9) = 4

2
7
9
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Umkehrung der BWT (2/2)

m Zeichen (bzgl. Text) behalten Reihenfolge in L
und F

® [ F-Mapping gibt vorheriges Zeichen zuriick

® T[n] = $ und T(") in erster Reihe
® wende LF-Mapping auf Ergebnis an und erhalte

Zeichen
T[n—i] = LILF(LF(...(LF(1))...))]
N ——
i—1times
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19 Florian Kurpicz:
Ubung 9 — Algorithmen I
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KIT

Karlsruher Institut for Technoloaie

1234567 89 0111213
L [a]o]s[c]c]blo]aaTa]a]b]b]
LF [2]7]1]22]13]8]o]3]4]5]6]10]11]

® T[13] =$und k =1
T[12] = L] =aund k = LF(1) =2
T[1] = L[2] = bund k = LF(2) = 7
T[10] = L[7] =bund k = LF(7) =9
T[9] = L[9] = aund k = LF(9) = 4

T[9] = L[4] = cund k = LF(4) = 12
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Umkehrung der BWT (2/2)

m Zeichen (bzgl. Text) behalten Reihenfolge in L
und F

® [ F-Mapping gibt vorheriges Zeichen zuriick

® T[n] = $ und T(") in erster Reihe

® wende LF-Mapping auf Ergebnis an und erhalte
Zeichen

Tln—i] = LILF(LF(... (LF(1))...))]

i—1 times
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1234567 89 0111213
L [a]o]s[c]c]blo]aaTa]a]b]b]
LF [2]7]1]22]13]8]o]3]4]5]6]10]11]

® T[13] = $und k = 1

® T[12] = L[1] = aund k = LF(1) = 2
® T[11] = L[2] =bund k = LF(2) = 7
® T[10] = L[7] = bund k = LF(7) =9
® T[9] = L[9] = aund k = LF(9) = 4

® T[9] = L[4] = cund k = LF(4) = 12
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Karlsruher Institut fur Technologie

T

Eigenschaften von LZ78

Alte Klausuraufgabe

Zeigen Sie, dass die LZ78-Faktorisierung fir einen
Text der Lange n iber einem konstanten Alphabet
bis zu ©(+y/n) Faktoren erzeugt.

Institut fir Theoretische Informatik, Algorithm Engineering

9/9 2024-01-16 Florian Kurpicz | i 2|F g Ubung

19 Florian Kurpicz: Institut fiir Theoretische Informatik
Ubung 9 — Algorithmen I Algorithm Engineering



Karlsruher Institut fur Technologie

T

Karlsruher Institut for Technoloaie

Eigenschaften von LZ78

Alte Klausuraufgabe

Zeigen Sie, dass die LZ78-Faktorisierung fir einen
Text der Lange n iber einem konstanten Alphabet
bis zu ©(+y/n) Faktoren erzeugt.

® Bei welchen Eingaben erzeugen wir méglichst

viele Faktoren?
® Alphabet darf keine Rolle spielen
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Karlsruher Institut fur Technologie

T

Eigenschaften von LZ78

Alte Klausuraufgabe

Zeigen Sie, dass die LZ78-Faktorisierung fir einen
Text der Lange n iber einem konstanten Alphabet
bis zu ©(+y/n) Faktoren erzeugt.

® Bei welchen Eingaben erzeugen wir méglichst
viele Faktoren?

® Alphabet darf keine Rolle spielen

aT=3a""$%
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Karlsruher Institut fur Technologie

T

Eigenschaften von LZ78

Alte Klausuraufgabe

Zeigen Sie, dass die LZ78-Faktorisierung fir einen
Text der Lange n iber einem konstanten Alphabet
bis zu ©(+y/n) Faktoren erzeugt.

® Bei welchen Eingaben erzeugen wir méglichst
viele Faktoren?

® Alphabet darf keine Rolle spielen
aT=3a""$%

® Wie sieht die LZ78-Faktorisierung davon aus?

Institut fir Theoretische Informatik, Algorithm Engineering
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Karlsruher Institut fur Technologie

T

Eigenschaften von LZ78

Alte Klausuraufgabe

Zeigen Sie, dass die LZ78-Faktorisierung fir einen
Text der Lange n iber einem konstanten Alphabet
bis zu ©(+y/n) Faktoren erzeugt.

® Bei welchen Eingaben erzeugen wir méglichst
viele Faktoren?

® Alphabet darf keine Rolle spielen
aT=3a""$%

® Wie sieht die LZ78-Faktorisierung davon aus?
® T = alaalaaal . ..
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Karlsruher Institut fur Technologie

AT

Eigenschaften von LZ78

Alte Klausuraufgabe ® Kénnen wir das genauer sagen?

Zeigen Sie, dass die LZ78-Faktorisierung fir einen
Text der Lange n iber einem konstanten Alphabet
bis zu ©(+y/n) Faktoren erzeugt.

® Bei welchen Eingaben erzeugen wir méglichst
viele Faktoren?

® Alphabet darf keine Rolle spielen
aT=3a""$%

® Wie sieht die LZ78-Faktorisierung davon aus?
® T = alaalaaal . ..
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Karlsruher Institut fur Technologie

AT

Eigenschaften von LZ78
Alte Klausuraufgabe ® Kénnen wir das genauer sagen?
Zeigen Sie, dass die LZ78-Faktorisierung fiir einen ® T = alaalaaa| ... |d ! |a|a"Kkt1)/2

Text der Lange n iber einem konstanten Alphabet
bis zu ©(+y/n) Faktoren erzeugt.

® Bei welchen Eingaben erzeugen wir méglichst
viele Faktoren?

® Alphabet darf keine Rolle spielen
aT=3a""$%

® Wie sieht die LZ78-Faktorisierung davon aus?
® T = alaalaaal . ..
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Karlsruher Institut fur Technologie

AT

Eigenschaften von LZ78
Alte Klausuraufgabe ® Kénnen wir das genauer sagen?

Zeigen Sie, dass die LZ78-Faktorisierung fiir einen ® T = alaalaaa| ... |d ! |a|a"Kkt1)/2

Text der Lange n Giber einem konstanten Alphabet w fir k(k+1)/2 < n

bis zu ©(+y/n) Faktoren erzeugt.

® Bei welchen Eingaben erzeugen wir méglichst
viele Faktoren?

® Alphabet darf keine Rolle spielen
aT=3a""$%

® Wie sieht die LZ78-Faktorisierung davon aus?
® T = alaalaaal . ..
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Eigenschaften von LZ78

Alte Klausuraufgabe

Zeigen Sie, dass die LZ78-Faktorisierung fir einen
Text der Lange n iber einem konstanten Alphabet
bis zu ©(+y/n) Faktoren erzeugt.

® Bei welchen Eingaben erzeugen wir méglichst
viele Faktoren?

® Alphabet darf keine Rolle spielen
aT=3a""$%

® Wie sieht die LZ78-Faktorisierung davon aus?
® T = alaalaaal . ..

9/9 2024-01-16 Florian Kurpicz | i 2|F g Ubung

19 Florian Kurpicz:
Ubung 9 — Algorithmen I
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® Kénnen wir das genauer sagen?

® T = alaalaaa| ... |d ! |a|a"Kkt1)/2
® fir k(k+1)/2<n

® also fir k € ©(+/(n))
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Ende!

Karlsruher Institut fur Technologie

»

Feierabend!
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