Name: Klausur-ID: ‘\\‘ag

Vorname:
Matrikelnummer:
Karlsruher Institut far Technologie
Institut far Theoretische Informatik
Prof. Dr. P. Sanders 24.09.2021
Klausur Algorithmen |l
Aufgabe 1.  Kleinaufgaben 12 Punkte
Aufgabe 2. Randomisierte Algorithmen: Hashtabellen 8 Punkte
Aufgabe 3.  Approximationsalgorithmen: Scheduling 12 Punkte
Aufgabe 4.  Flussalgorithmen: Steinbruchlogistik 9 Punkte
Aufgabe 5.  FPT Algorithmen: Feedback Vertex Set 11 Punkte
Aufgabe 6.  Geometrische Algorithmen: Interval Point Cover 8 Punkte

Bitte beachten Sie:

 Als Hilfsmittel ist nur ein DIN-A4 Blatt mit Ihren handschriftlichen Notizen zugelassen.
Schreiben Sie auf alle Blitter der Klausur und Zusatzblitter Ihre Klausur-ID.

Merken Sie sich Ihre Klausur-ID auf dem Aufkleber fiir den Notenaushang.

Die Klausur enthilt 18 Bliitter.

Zum Bestehen der Klausur sind 20 Punkte hinreichend.



Klausur-ID: /\
. e
Klausur Algorithmen II, 24.09.2021 Blatt y/ o“?’c/
N
a2

Aufgabe 1. Kleinaufgaben [12 Punkte]

a. Gegeben sei ein leerer Radix-Heap mit K = 3, aus dem zuletzt das Element O entfernt wurde.
Fiihren Sie nacheinander die Operationen insert (5), insert (7) und insert (5) auf
dem Heap aus und geben Sie im Anschluss den Zustand des Heaps an. Fiihren Sie anschlie3end
eine deleteMin () Operation aus und geben Sie erneut den Zustand des Heaps an. [2 Punkte]

Lésung
Einfiigen:
575 min=0
—1 (0] 1 2 3
Loschen:
5 7 min=>5
—1 (0] 1 2 3

b. Fiir ein bestimmtes Graphenproblem habe der bisher beste bekannte sequentielle Algorith-
mus Laufzeit Tyeq = O (ny/m), wobei n die Anzahl der Knoten und m die Anzahl der Kan-
ten ist. Als Algorithmiker haben Sie nun einen neuen parallelen Algorithmus mit Laufzeit
Toar(p) = O <%) entworfen. Geben Sie den absoluten Speedup lhres Algorithmus an. Auf
welchen Graphen (in Abhédngigkeit von n und m) erreicht Ihr Algorithmus den besten absoluten
Speedup?

Hinweis: Uberlegen Sie sich, welcher Algorithmus auf welchen Graphen der beste sequentielle

Algorithmus fiir das Problem ist.
[3 Punkte]

Lésung

Je nach Eingabegraph hat der beste sequentielle Algorithmus Laufzeit Tieq oder Thar(1). Der
absolute Speedup betrigt daher

S(p) = { Tpar(1)/Tpar(p), n < y/mlogn

Tieq/ Tpar (), sonst

® (v/p), n < \/mlogn
- ®<\/ﬁ~@), sonst '

Der absolute Speedup ist auf Graphen mit n < y/mlogn am besten.




c. Gegeben sei ein gerichteter und gewichteter Graph G = (V,E), bei dem jede Kante ent-
weder Gewicht 1 oder 2 hat. Geben Sie einen Algorithmus an, welcher mit einer Laufzeit in
O(|V|+ |E|) den kiirzesten Weg zwischen zwei Knoten berechnet. [2 Punkte]

Lésung

Ausfiihrung des Dijkstra-Algorithmus mit Bucket Queue aus der Vorlesung hat Laufzeit
O(|E|+|V|C), wobei C das Gewicht der schwersten Kante ist = O (|V|+ |E|).

Alternativliosung:

In einem Graphen bei dem alle Kanten Gewicht 1 haben, kann der kiirzeste Weg zwischen zwei
Knoten mit Hilfe einer Breitensuche in einer Laufzeit von &'(|V|+ |E|) berechnet werden. Im
Folgenden transformieren wir jede Kante mit Gewicht 2 in Kanten mit Gewicht 1, indem wir
Hilfsknoten in den Graphen einfiigen.

O(|E|) zusdtzlicher Speicher: Fiir jede Kante e = (u,v) mit Gewicht 2 fiigen wir einen Hilfs-
knoten ¢’ und zwei Kanten (u,¢’) und (¢’,v) mit Gewicht 1 ein. Insgesamt fiigen wir maximal
|E| neue Knoten und |E| neue Kanten ein. Fiir die Laufzeit der Breitensuche ergibt sich

o((IVI+EN+(E|+[E]) = (VI +|E]).

O(|V]) zusditzlicher Speicher: Fiir jeden Knoten u fiigen wir einen Hilfsknoten «’ ein. Fiir jede
Kante (u,v) mit Gewicht 2 fiigen wir zwei neue Kanten (u,u) und («',v) mit Gewicht 1 ein und
loschen die Kante (#,v) aus dem Graphen. Insgesamt fiigen wir [V | neue Knoten und maximal
|V| neue Kanten hinzu (die neue Kante ist (u,u'), (u,v) wird durch («/,v) ersetzt). Fiir die
Laufzeit der Breitensuche ergibt sich

o((IVI+ V) +(EI+[V]) = O(VI+IE]).




d. Markieren Sie im nachfolgenden Graphen alle starken Zusammenhangskomponenten (SCCs)
und geben Sie den Schrumpfgraphen an. [2 Punkte]

Lésung

Starke Zusammenhangskomponenten:

Schrumpfgraph:




e. Geben Sie das Suffix-Array, das inverse Suffix-Array und das LCP-Array fiir die Zeichenkette
vimvivim$ an. [3 Punkte]

Lésung

Indices 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Text | Vv | i | m | v i v i | m | $

Suffix-Array 8 6 1 4 7 2 5 0 3

Inverses Suffix-Array 7 2 5 8 3 6 1 4 0

LCP-Array | -1 0 2 1 0 1 0 3 2
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Aufgabe 2. Randomisierte Algorithmen: Hashtabelle [8 Punkte]

a. Gegeben sei eine Cuckoo Hashtabelle der Groe 10 mit den beiden Hashfunktionen A (x) =
xmod 10 und 43(x) = | ;] mod 10. Neue Elemente werden immer erst mit /; eingefiigt. Die
Hashtabelle enthilt bereits die Elemente 42 und 64. Fiigen Sie nacheinander die Elemente 107,
7, 27 in die Hashtabelle ein und geben Sie nach jeder Einfiigeoperation den aktuellen Zustand
der Tabelle an. [2 Punkte]

Lésung

3.1 7 27 42 64 107

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Bemerkungen: Losungen, die ein neues Element x in /;(x) einfiigen, wenn /4 (x) schon belegt
ist, sind auch richtig.

b. Geben Sie ein weiteres Element an, das bei Einfiigung einen Neubau der Hashtabelle er-
zwingt. Begriinden Sie Thre Antwort kurz. [1 Punkt]

Lésung

Zum Beispiel 60, denn i und h; bilden {7,27,42,60,64,107} auf {0,2,4,6,7} ab. Also exist-
iert nach dem Schubfachprinzip keine giiltige Zuordnung der Elemente auf die Eintridge der
Hashtabelle.




¢. Wir betrachten nun eine Hashtabelle der GroBe m mit Verkettung, die wie folgt funktioniert:
Die Hashtabelle benutzt zwei unabhingig zufillige Hashfunktionen 4 und h;. Jeder Eintrag
speichert eine verkettete Liste. Ein neues Element x wird immer in die kiirzere Liste der Eintra-
ge hy(x) oder hy(x) eingefiigt. Sollten beide Listen gleich viele Elemente enthalten, wird es an
eine beliebige der beiden Listen angehingt. Eine Einfiigeoperation verursacht eine Kollision,
falls beide Listen nichtleer sind.

Zeigen Sie, dass die erwartete Anzahl an Kollisionen beim Einfiigen von n Elementen in eine
leere Hashtabelle der Groe m = n+/n nach oben mit % beschrénkt ist.

Hinweis: Finden Sie eine geeignete Abschitzung fiir die Wahrscheinlichkeit, dass das i-te Ele-

ment eine Kollision verursacht.
Hinweis: Z;’;ll 2 = %(n —1)(2n—1)n. [3 Punkte]

Lésung

N2
Die Wahrscheinlichkeit, dass das i + 1-te Element kollidiert, ist p; = <%\/Igntmge> . Da

N2
# belegte Eintriige < i, folgt p; < <ﬁﬁ) , also

n-l1 n—1
[E [Anzahl Kollisionen] = Z E [i + 1-te Element kollidiert] = Z Di
i=0 i=0

n—1 : 2 . _ 3
<y ( i ) _(n 1)(23n 1)n§2_n3:l.
= \nyn 6n on’ 3

d. Wir verallgemeinern die Hashtabelle aus Teilaufgabe ¢ wie folgt: Statt zwei Hashfunktionen
nutzen wir nun k unabhéngig zufillige Hashfunktionen £y, ..., k. Ein neues Element x wird
immer an die kiirzeste Liste der Eintrige & (x),...,h(x) angehingt. Sollte es mehrere kiirzeste
Listen geben, wird es an eine beliebige der kiirzesten Listen angehingt. Eine Kollision liegt vor,
wenn ein Element eingefiigt wird und alle k Listen bereits nichtleer sind.

Zeigen Sie, dass die erwartete Anzahl an Kollisionen beim Einfiigen von n Elemente in eine
leere Hashtabelle der GroBBe m = n+/n nach oben mit 1 beschrinkt ist. [2 Punkte]

Lésung

Nk
Analog zu Teilaufgabe c erhilt man p; < <#> und damit

ni/n
n—1 n—1
[E [Anzahl Kollisionen| = Y E[i+ 1-te Element kollidiert] = Z pi
i=0 i=0

n—1 : k k+1
i (n—1)
< < <1.
<X () =" s
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Aufgabe 3. Approximationsalgorithmen: Scheduling [12 Punkte]
Im Folgenden betrachten wir das Scheduling Problem fiir eine Instanz & := (11,...,t, | m): Ge-
geben seien n unabhingige Rechenjobs mit Nummern 1,...,n und Ausfithrungszeitenzy,...,z,.

Fiir die Ausfiihrungszeiten der Rechenjobs nehmen wir an, dass diese in absteigender Reihen-
folge sortiert sind (d.h. #; > ... > ¢,). AuBerdem gibt es m identische Maschinen mit Nummern
1,...,m. Gesucht ist eine Aufteilung u : {1,...,n} — {1,...,m} der Rechenjobs auf die Ma-
schinen, welche die MAKESPAN

n
Comax = max C; mit C;:= Z
ie{l,...m} =1

lj
u(j)=i

minimiert. Im Folgenden bezeichnen wir mit Copt die MAKESPAN einer optimalen Aufteilung
fiir eine Scheduling Instanz & = (ty,...,t, | m).

a. Begriinden Sie, dass fiir eine beliebige Scheduling Instanz & = (1y,...,t, | m) gilt:
1. max;f:] tj < CopT
2. %2?21 tj < Copr
[2 Punkte]

Losung

1. Die optimale MAKESPAN ist mindestens solange wie die langste Ausfithrungszeit eines
Rechenjobs.

1
2. Angenommen Copr < EZ?:1 tj

n m m n
- Zl‘j:ZCiS ZCOPT:m'COPT< th
j=1 i=1 j=1 =




Zum Berechnen einer Aufteilung p fiir eine beliebige Scheduling Instanz &2 = (ty,...,t, | m),
verwenden wir nun den Longest Processing Time Algorithmus (LPT Algorithmus). Der Algo-
rithmus ist im folgenden Pseudocode dargestellt.

Algorithmus 1 LPT (& = (t1,...,t, | m))
w(j) <L firalle j € {1,...,n}
for j € {1,...,n} in absteigender Reihenfolge der Ausfiihrungszeitenz; do >t > ... >1,

i < argmin;’ | C; > Maschine mit geringster Auslastung
w(j)«i > Zuweisung von Rechenjob j zu Maschine i
return U

b. Sei Cipax die MAKESPAN fiir eine Aufteilung ut, welche durch den LPT Algorithmus fiir eine
Scheduling Instanz & = (ty,...,t, | m) berechnet wurde. Des Weiteren sei i die Maschine mit
maximaler Ausfiihrungszeit, d.h. Cinax = C; und es sei ¢; die Ausfiihrungszeit des Rechenjobs,
den der LPT Algorithmus als letztes zu Maschine i hinzugefiigt hat. Zeigen Sie, dass

Ciax —tj < Copr.
Hinweis: Verwenden Sie 2) aus Teilaufgabe a. [3 Punkte]

Lésung

Zum Zeitpunkt an dem der LPT Algorithmus den Rechenjob j zu Maschine i hinzugefiigt hat,
muss i die Maschine mit der geringsten Auslastung gewesen sein.

1
— ( Y tk)—tjg—Ztk
(k)= M=

Hieraus ergibt sich

1S 1 e
Cinax — 1 = I —th—ZtkS— t; < Copr
m m
u(o=i = =




c. Zeigen Sie, dass fiir eine Scheduling Instanz & = (11,...,t, | m) gilt:
2ty 41 < Copr.

Anmerkung: Die Ausfithrungszeiten der n Rechenjobs sind in absteigender Reihenfolge sortiert
(dh.ty;1 >...>21). [3 Punkte]

Lésung

Die optimale Losung fiir die ersten m Rechenjobs ist es, diese jeweils einzeln auf die ersten
m Maschinen zu verteilen. Daher muss der m + 1-te Rechenjob zu einer Maschine zugewiesen
werden auf der bereits ein Rechenjob lduft. Sei 7; die Ausfiihrungszeit dieses Rechenjobs. Da
die Rechenjobs in absteigender Reihenfolge sortiert sind, gilt: 7,1 < ;. Hieraus folgt:

CopT = tj+ i1 = 2tmy1

d. Zeigen Sie, dass der LPT Algorithmus eine %—Approximation fiir eine beliebige Scheduling
Instanz & = (1y,...,t, | m) berechnet.
Hinweis: Benutzen Sie Teilaufgabe b und c. [4 Punkte]

Lésung

Sei i die Maschine mit der lingsten Ausfithrungszeit, d. h. Ciyax = C; und es sei ¢; die Ausfiih-
rungszeit des Rechenjob den der LPT Algorithmus als letztes zu Maschine i hinzugefiigt hat.
Wir nehmen im Folgenden an, dass zu Maschine i mindestens zwei Rechenjobs zugewiesen
worden sind, ansonsten wire Cpax optimal. Daher gilt #; < t,,,1, da die Ausfiihrungszeiten in
absteigender Reihenfolge sortiert sind. Es folgt:

b. 1 <tmi1 d. 3
Cmax = (Cmax —tj) +t; < Copr+1t; < Copr+tms1 < 5 -CopT
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Aufgabe 4. Flussalgorithmen: Steinbruchlogistik [9 Punkte]

a. Betrachten Sie das unten abgebildete Flussnetzwerk. Die Kanten sind mit ihren Kapazititen
beschriftet. Berechnen Sie mit dem Edmonds Karp Algorithmus den maximalen Fluss von der
Quelle s zur Senke 7. Geben Sie dabei fiir jeden Schritt den augmentierenden Pfad in Form einer
Knotenliste und den Fluss den Sie iiber diesen Pfad schieben an. Geben Sie zusitzlich den Wert
des maximalen Flusses nach der Ausfiihrung an.

Anmerkung: Der Edmonds Karp Algorithmus augmentiert den Fluss immer iiber den kiirzesten
Pfad von der Quelle s zur Senke ¢ im Residualgraphen (die Lénge eines Pfades ist die Anzahl
an Knoten in dem Pfad). [3 Punkte]

@%@

AN

SR
()=~(D—~()

Losung

Der Edmond Karp Algorithmus augmentiert immer auf dem kiirzesten Pfad.
l. pi=s—b—e—t,f(p1)=1
2.pp=s—a—e—t f(pr)=1
3. p3=s—b—f—g—tf(p3)=1
4. pp=s—a—d—e—sb—c—f—g—tf(ps)=1

Schritt 1 und 2 konnen auch vertauscht werden. Der maximale Fluss hat den Wert 4.




Aus einem Steinbruch sollen Steine zu einer Fabrik transportiert werden. Fiir den Transport ste-
hen dem Steinbruch x LKW zur Verfiigung. Jeder LKW soll pro Tag genau einmal zu der Fa-
brik fahren und jeder LKW soll mit genau dem gleichen Gewicht an Steinen beladen werden.
Das StraBennetzwerk kann durch einen gerichteten und gewichteten Graphen G = (V,E, ®)
mit Kantengewichtsfunktion  : E — N dargestellt werden. Da das StraBennetzwerk in einem
schlechten Zustand ist, kann iiber jede Strafie ¢ € E nur maximal o(e) Kilogramm an Stei-
nen pro Tag transportiert werden. Der Steinbruch befindet sich am Knoten s und die Fabrik am
Knoten 7.

b. Geben Sie einen Algorithmus an, welcher mit Hilfe eines maximalen Flusses in einem Fluss-
netzwerk entscheidet, ob jeder der x LKW mit k Kilogramm an Steinen pro Tag beladen werden
kann. Begriinden Sie die Korrektheit Ihres Algorithmus. [3 Punkte]

Lésung

Wir transformieren den Graphen G = (V, E, ®) in ein Flussnetzwerk .4/ = (V. E ¢, s,t) mit Ka-
w(e)
k

pazititsfunktion c(e) = | =] fiir alle Kanten e € E. Die Kapazitit einer Kante gibt nun an, wie
viele LKW, welche mit k& Kilogramm an Steinen beladen sind, die entsprechende Straf3e pro Tag
befahren konnen. Ein maximaler Fluss zwischen s und ¢ in .4 ist dquivalent zu dem minimalen
(s,1)-Schnitt. Das Gewicht des minimalen (s,7)-Schnittes stellt die maximale Anzahl an LKW
dar, welche an einem Tag von dem Steinbruch zur Fabrik fahren konnen. Ist dieses Gewicht
grofler oder gleich x, dann ist es moglich, dass alle LKW mit £ Kilogramm pro Tag beladen
werden konnen. Andernfalls nicht.

c. Der Steinbruch aus Teilaufgabe b kann pro Tag maximal N € N> Kilogramm an Steinen
produzieren. Um die Lagerhaltung der Steine zu vermeiden, soll die Produktionsmenge so an-
gepasst werden, dass alle produzierten Steine pro Tag zu der Fabrik transportiert werden kon-
nen. Wie in Teilaufgabe b stehen dem Steinbruch x LKW fiir den Transport der Steine zur
Verfiigung, die alle mit genau dem gleichen Gewicht beladen werden sollen. Geben Sie einen
Algorithmus an, welcher das maximale Gewicht in Kilogramm an Steinen bestimmt, die der
Steinbruch pro Tag ohne Lagerhaltung produzieren kann. Die Laufzeit Thres Algorithmus soll
in O(log(N)Thow) liegen, wobei Tqoyw die Laufzeit eines Flussalgorithmus ist.

Anmerkung: Es sind nur ganzzahlige Produktionsmengen moglich. [3 Punkte]

Losung

Wir fithren eine binédre Suche nach der maximalen Produktionmenge X in Kilogramm aus und
nutzen Teilaufgabe b, um zu entscheiden, ob diese Produktionsmenge pro Tag von dem Stein-
bruch zu der Fabrik transpotiert werden kann. Fiir die bindre Suche initialisieren wir L = 0 und
R = N. In jedem Schritt testen wir mit Teilaufgabe b, ob es moglich ist, jeden LKW mit genau
k= %’ Kilogramm zu beladen, wobei M = L%R. Falls es moglich ist, setzen wir L = M. An-
dernfalls R = M — 1. Die binire Suche wird ausgefiihrt solange L + 1 < R. Am Ende geben wir
L als Losung aus.
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Aufgabe 5. FPT Algorithmen: Feedback Vertex Set [11 Punkte]

Fiir einen ungerichteten Graphen G mit Knoten V(G) und Kanten E(G) bezeichnen wir eine
Knotenteilmenge X C V(G) als Feedback Vertex Set falls G — X ein Wald ist (dabei bezeichnet
G — X den von V(G) \ X induzierten Subgraphen von G)

Das Problem Feedback Vertex Set entscheidet, gegeben einen ungerichteten Graphen
G und eine Zahl k € Ny, ob in G ein Feedback Vertex Set X der Grofle maximal k existiert
(X] <.

a. Geben Sie fiir den folgenden Graphen ein Feedback Vertex Set der Grofe 3 an.  [2 Punkte]

Vg V10

vr

Vg

Losung

Zum Beispiel X = {vi,vs,v9} oder X = {vy,v4,vg}.

b. Sei G ein ungerichteter Graph und X ein Feedback Vertex Set in G. Zeigen Sie, dass

) d(v) > [E(G)|-|V(G)].

veX

Hinweis: Verwenden Sie, dass G — X ein Wald ist, also |V(G —X)| > |E(G — X)| erfiillt.
[2 Punkte]

Lésung

Es gilt
Z},{d >IE - EG—x)| ¥ [E©G) - V(O

denn (i) jede Kante in E(G) \ E(G — X) ist inzident zu einem Knoten in X und (ii) |V(G)| >
V(G—-X)| > |E(G—X)|,da G—X ein Wald ist.




Im Folgenden bezeichnen wir mit vy, . .., v, die nach absteigendem Grad sortierten Knoten einer
Probleminstanz (G,k), d.h. d(v;) > --- > d(v,). Die 5k Knoten mit dem hochsten Grad in G
bezeichnen wir mit Vs := {vy,...,vs; }.

c. Sei (G,k) mit |[V(G)| > 5k eine Probleminstanz mit Feedback Vertex Set X, |X| < k. An-
genommen, X enthalte keinen Knoten aus Vs;. Zeigen Sie mit Teilaufgabe b, dass dann die
Ungleichung

Y d Zdv, + Y d(vi) > 6|E(G)| — 6|V (G)|
veV(G) i=1 i>5k
erfuillt ist. [2 Punkte]

Losung

Da jeder Knoten in V5, einen Grad mindestens so hoch wie der hochste Grad in X hat, folgt
Yok, d(vi) > 5|E(G)|—5|V(G)| mit Teilaufgabe b. AuBerdem ist ¥~ 5. d(vi) > |E(G)| — |V (G)],
denn nach Annahme ist X C V(G) \ Vsy.

Fiir das Feedback Vertex Set Problem steht Thnen eine Reduktionsregel & zur Verfii-
gung, die eine Probleminstanz (G,k) in polynomieller Zeit auf eine Probleminstanz (G,k’)
reduziert, wobei G’ keinen Knoten von Grad < 2 enthilt und kK’ < k. In G’ gibt es genau dann
ein Feedback Vertex Set der GroBe k’, wenn es in G ein Feedback Vertex Set der GroBe k gibt.
Eine Probleminstanz, die bereits mit & reduziert wurde, bezeichnen wir als reduzierte Problem-
instanz.

d. Sei (G, k) mit |V(G)| > 5k eine reduzierte Probleminstanz, d. h. jeder Knoten in G hat min-
destens Grad 3. Sei weiter X mit |X| < k ein Feedback Vertex Set in G. Zeigen Sie, dass X
mindestens einen Knoten aus Vs; enthilt.

Hinweis: Fiihren Sie einen Widerspruchsbeweis mit Teilaufgabe c.
Hinweis: ¥,y () d(v) = 2|E(G)|. [2 Punkte]

Lésung

Da jeder Knoten mindestens Grad 3 hat, gilt 2|E(G)| = ¥,cy(6)d(v) > 3|V(G)| (x) Zusammen
mit Teilaufgabe c folgt

2|E(G Z )d ) >6|E(G)|—6|V(G)| = 6|V(G)| > 4|E(G)| §)6|V(G)],
veV(G

ein Widerspruch.




e. Geben Sie einen FPT Algorithmus fiir das Feedback Vertex Set Problem an. Begriin-
den Sie, wieso Ihr Algorithmus fixed parameter tractable ist.
Hinweis: Verwenden Sie die Reduktionsregel % und das Ergebnis von Teilaufgabe d. [3 Punkte]

Losung

Sei (G, k) die zu 1osende Probleminstanz. Wir wenden zunichst Reduktionsregel % an und
erhalten die reduzierte Probleminstanz (G',k’). Falls X = 0 und G’ kein Wald ist, geben wir
Nein zuriick. Falls £ > 0 und G’ ein Wald ist, geben wir Ja zuriick. Ansonsten verzweigen
wir: falls es in G’ ein Feedback Vertex Set der GroBe k' gibt, dann enthilt es nach Teilaufgabe d
mindestens einen Knoten aus Vsp (oder der Graph hat weniger als 5k Knoten). Das nutzen
wir, indem wir jeden Knoten v € Vs, probeweise in unser Feedback Vertex Set aufnehmen und
rekursiv die Probleminstanz (G’ — v,k — 1) 1dsen.

Das ist ein fixed parameter tractable Algorithmus nach dem Prinzip des beschrinkten Such-
baums. Der Verzweigungsgrad betrdgt maximal 5k und die Tiefe ist maximal k. Insgesamt

ergibt sich Laufzeit & <(5k)knﬁ(1)> . Also ist das Problem fixed parameter tractable.
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Aufgabe 6. Geometrische Algorithmen: Interval Point\CoVer [8 Punkte]

Gegeben sei eine Menge an Intervallen I = {Iy,...,I,}. Jedes Intervall [; € I ist von der Form
I; = [li,ri] mit [; < r; und l;,r; € N>. Das Interval Point Cover Problem ist wie folgt definiert:
Finden Sie eine minimale Anzahl an Punkten P = {p,...,px} mit p; € N>g, sodass jedes
Intervall mindestens einen Punkt aus P enthilt. Formaler, V[I,r] € [: 3p € P: 1 < p < rund |P|
minimal.

a. Zeichnen Sie im folgenden Beispiel eine optimale Lsung fiir das Interval Point Cover Pro-
blem ein. [1 Punkt]

Losung




b. Geben Sie einen Greedy Algorithmus an, welcher das Interval Point Cover Problem in einer
Laufzeit von &'(nlog(n)) mit n = |I| 16st. Beweisen Sie, dass Thr Algorithmus eine optimale
Losung findet.

Hinweis: Sie konnen einen Induktionsbeweis verwenden. [5 Punkte]

Lésung

Algorithmus 2 ITntervalPointCover (I = {I},...I,})
P+0
for [/, r] € I in aufsteigender Reihenfolge der Endpunkte r do
if P =0 oder max(P) < [ then
P+ P U {r}

return P

Wir fiihren einen Induktionsbeweis iiber die in aufsteigender Reihenfolge ihrer Endpunkte sor-
tierten Intervalle. Fiir I = {I, } liefert der Algorithmus offensichtlich die optimale Losung. Wir
nehmen nun an, dass die aktuelle Losung Py unseres Algorithmus eine optimale Losung fiir
die ersten k Intervalle ist. Zu zeigen ist, dass die Losung immer noch optimal ist, nachdem wir
das Intervall I = [, r] verarbeitet haben. Falls / < max(P;), dann wird r nicht in P, aufge-
nommen und somit ist P, immer noch eine optimale Losung fiir die ersten k + 1 Intervalle, da
maX(Pk) € Iry1-

Es sei nun [ > max(F;), dann wird r in P, aufgenommen. Jedes Intervall, dessen Endpunkt
in P, aufgenommen wurde, ist disjunkt zu allen anderen Intervallen, deren Endpunkt in Py
aufgenommen wurde, da sonst der Endpunkt des einen Intervalls innerhalb des Anderen liegen
miisste, was der Konstruktion des Algorithmus widerspricht. Da P, eine optimale Losung fiir die
ersten k Intervalle ist, gibt es || disjunkte Intervalle. Da [ > max(P) gilt, ist Iy, | disjunkt zu
allen Intervallen, deren Endpunkt in P, aufgenommen wurde. Somit existieren |Py| + 1 disjunkte
Intervalle, fiir die mindestens |P;|+ 1 Punkte in P, | bendtigt werden.




An einem Strandabschnitt sollen Mobilfunkmasten aufgestellt werden, um eine naheliegende
Inselgruppe mit mobilen Daten zu versorgen. Die Grenze zwischen Meer und Strand verlduft
geradlinig und die Mobilfunkmasten sollen genau an dieser Grenze aufgestellt werden. Die
Inseln I = {I,...,I,} sind so klein, dass sie als zweidimensionale Punkte modelliert werden
konnen. Die Mobilfunkmasten versorgen alle Inseln in einem Radius » mit mobilen Daten.
Sie konnen im Folgenden annehmen, dass jede Insel iiber einen Mobilfunkmasten mit mobi-
len Daten versorgt werden kann. Der Sachverhalt wird in der unten abgebildeten Illustration
dargestellt.

: : : : : : Meer
Mobilfunkmast Strand

c. Geben Sie einen Algorithmus an, welcher in einer Laufzeit von &'(nlog(n)) die minimale
Anzahl an Mobilfunkmasten bestimmt, die am Strand aufgestellt werden miissen, um alle Inseln
mit mobilen Daten zu versorgen. [2 Punkte]

Lésung

Wir zeichnen um jede Inseln einen Kreis mit Radius r. Die Schnittpunkte mit dem Strand defi-
niert einen Intervall auf dem ein Mobilfunkmast aufgestellt werden muss, um die entsprechen-
de Insel mit mobilen Daten zu versorgen. Somit haben wir das Problem auf das Interval Point
Cover Problem reduziert und konnen den Algorithmus aus Teilaufgabe b verwenden, um die
minimale Anzahl an Mobilfunkmasten zu bestimmen.

Sonderfall: Der Kreis um eine Insel schneidet den Strand an einem Punkt p. In diesem Fall
konnen wir das Interval [p, p] hinzufiigen, da der Algorithmus aus Teilaufgabe b damit umgehen
kann.




