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Lempel-Ziv 77 [ZL77]

Definition: LZ77-Faktorisierung

Sei T ein Text der Lange n Giber dem Alphabet ¥,
dann ist die LZ77-Faktorisierung

® eine Menge aus z Faktoren fi, f,...,f, € ¥,
so dass

® T=ff.. f,undfiraleie[1,z]

® f; ist ein einzelnes Zeichen, welches nicht in
fy ... fi_q vorkommt oder

@ der langste Substring, der mindestens zweimal
in f; ... f; vorkommt
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T = abababbbbaba$

Sei T ein Text der Lange n Giber dem Alphabet ¥,
dann ist die

® eine Menge aus z Faktoren fi, f, ..., f, € LT,
so dass

@ T=ff...Lundfirallei e [1,2]

® f; ist ein einzelnes Zeichen, welches nicht in
fy ... fi_q vorkommt oder

@ der langste Substring, der mindestens zweimal
in fi ... fi vorkommt
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Lempel-Ziv 77 [ZL77]

Definition: LZ77-Faktorisierung

Sei T ein Text der Lange n Giber dem Alphabet ¥,
dann ist die LZ77-Faktorisierung
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® eine Menge aus z Faktoren fi, f,...,f, € ¥,

so dass

® T=ff.. f,undfiraleie[1,z]

® f; ist ein einzelnes Zeichen, welches nicht in
fy ... fi_q vorkommt oder

@ der langste Substring, der mindestens zweimal
in f; ... f; vorkommt
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Definition: LZ77-Faktorisierung T = abababbbbaba$

Sei T ein Text der Lange n Giber dem Alphabet ¥,
dann ist die LZ77-Faktorisierung

a f1 = =

® eine Menge aus z Faktoren fi, f, ..., f, € ¥, ®Hh=b
so dass

® T=hh.. fundfirallei€ [1,2]

® f; ist ein einzelnes Zeichen, welches nicht in
fy ... fi_q vorkommt oder

@ der langste Substring, der mindestens zweimal
in f; ... f; vorkommt
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Definition: LZ77-Faktorisierung T = abababbbbaba$

Sei T ein Text der Lange n Giber dem Alphabet ¥,

dann ist die LZ77-Faktorisierung ®fi=a
® eine Menge aus z Faktoren fi, f, ..., f, € ¥, ®Hh=b
so dass @ f3 = abab

® T=ff.. f,undfiraleie[1,z]

® f; ist ein einzelnes Zeichen, welches nicht in
fy ... fi_q vorkommt oder

@ der langste Substring, der mindestens zweimal
in f; ... f; vorkommt
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Definition: LZ77-Faktorisierung T = abababbbbaba$
Sei T ein Text der Lange n Giber dem Alphabet ¥,
dann ist die LZ77-Faktorisierung ®fi=a ® f; = bbb
® eine Menge aus z Faktoren fi, f, ..., f, € ¥, ®Hh=b
so dass | f; = abab

® T=ff.. f,undfiraleie[1,z]

® f; ist ein einzelnes Zeichen, welches nicht in
fy ... fi_q vorkommt oder

@ der langste Substring, der mindestens zweimal
in f; ... f; vorkommt
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Definition: LZ77-Faktorisierung T = abababbbbaba$
Sei T ein Text der Lange n Giber dem Alphabet ¥,
dann ist die LZ77-Faktorisierung ®fi=a ® f; = bbb
® eine Menge aus z Faktoren f;, f, ..., f, € ¥, ®hH=b ® f5 = aba
so dass | f; = abab

® T=ff.. f,undfiraleie[1,z]

® f; ist ein einzelnes Zeichen, welches nicht in
fy ... fi_q vorkommt oder

@ der langste Substring, der mindestens zweimal
in f; ... f; vorkommt
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Definition: LZ77-Faktorisierung T = abababbbbaba$
Sei T ein Text der Lange n Giber dem Alphabet ¥,
dann ist die LZ77-Faktorisierung ®fi=a ® f; = bbb
® eine Menge aus z Faktoren f;, f, ..., f, € ¥, ®hH=b ® f5 = aba
so dass W f; = abab af=3%

® T=ff.. f,undfiraleie[1,z]

® f; ist ein einzelnes Zeichen, welches nicht in
fy ... fi_q vorkommt oder

@ der langste Substring, der mindestens zweimal
in f; ... f; vorkommt
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Sei T ein Text der Lange n Giber dem Alphabet ¥,
dann ist die

® eine Menge aus z Faktoren fi, f, ..., f, € LT,
so dass

@ T=ff...Lundfirallei e [1,2]
® f; ist ein einzelnes Zeichen, welches nicht in
fy ... fi_q vorkommt oder

@ der langste Substring, der mindestens zweimal
in fi ... fi vorkommt
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® f, = bbb
@ f; = aba
w =%
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Reprasentation der Faktoren

@ Faktoren werden als Tupel repréasentiert

(4, pi)

/=0
® Faktor kodiert einzelnes Zeichen
& Zeichen kann in p; kodiert werden
/>0
® Faktor kodiert Substring der Lange /;
® f = T[pi..pi + £i)
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Reprasentation der Faktoren
@ Faktoren werden als Tupel reprasentiert T =ab bbbaba$
a f1 = a
e
(i, pi) . h=b
® /=0 w =
® Faktor kodiert einzelnes Zeichen ® f, = bbb
& Zeichen kann in p; kodiert werden ‘
Qf=
. (>0 5 = aba
®fe=5%

® Faktor kodiert Substring der Lénge ¢;
w f=T[p..pi + &)
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Reprasentation der Faktoren
@ Faktoren werden als Tupel repréasentiert T=ab bbbaba$
@ ff=a=(0,a
(4, pi) 1 (0.2)
® i =b=(0,b)
® /=0 w= = (4,1)
® Faktor kodiert einzelnes Zeichen ® f, = bbb = (3 6)
® Zeichen kann in p; kodiert werden ) ’
. = = =
.00 5 = aba = (3,1) =(3,3)
af=3$= (O, $)

® Faktor kodiert Substring der Lénge ¢;
w f=T[p..pi + &)
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Reprasentation der Faktoren
@ Faktoren werden als Tupel repréasentiert T=ab bbbaba$
@ ff=a=(0,a
(4, pi) 1 (0.2)
®f,=Db=(0,b)
® /=0 w= = (4,1)
® Faktor kodiert einzelnes Zeichen ® f, = bbb = (3 6)
® Zeichen kann in p; kodiert werden ) ’
. = = =
.00 5 = aba = (3,1) =(3,3)
af=3$= (O, $)

® Faktor kodiert Substring der Lénge ¢;
w f=T[p..pi + &)
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Previous- und Next-Smaller-Values (1/2)

Definition: Previous- und

1 2 3 4 5 6 8 9 10 11 12 13

Next-Smaller-Value-Arrays = . s b o . c abbas

Sei A[1..n] ein Array aus Zahlen, dann ist G B 21 96 8 29 405

® PSVIi] = maxij € [1,0): Alj] < Alil} PSV 0 0 0 3 3 3 6 3 8 8 8 11 11
» NSV[i] = min{j € (i, n]: Alj] < Ali]}

NSV 2 3 oo 5 6 8 8 oo 10 11 oo 13

LCP 0 01 2 2 5 02 1 1 4 0 3
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Previous- und Next-Smaller-Values (1/2) e i B et

Definition: Previous- und

1 2 3 4 5 6 8 9 10 11 12 13
Next-Smaller-Value-Arrays = . s b o . c abbas
Sei A[1..n] ein Array aus Zahlen, dann ist G B 21 96 8 29 405
® PSVIi] = maxij € [1,0): Alj] < Alil} PSV 0 0 0 3 3 3 6 3 8 8 8 11 11

» NSV[i] = min{j € (i, n]: Alj] < Ali]}
NSV 2 3 oo 5 6 8 8 oo 10 11 oo 13
Mit Bezug auf das SA LCP 0 01 2 2 5 02 1 1 4 0 3

4/22

@ in der Nahe im SA

® |exikographisch &hnlich

@ |angstes moglichstes Préfix

® vor dem Suffix in Textreihenfolge
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Previous- und Next-Smaller-Values (1/2)
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Definition: Previous- und 1 23456 8 9 10 11 12 13
Next-Smaller-Value-Arrays = . s b o . c abbas
Sei A[1..n] ein Array aus Zahlen, dann ist G B 21 96 8 29 405
IPSV[i]:max{jE[1,i):AU]<A[i]} PSV 0 0 0 3 3 3 6 3 8 8 8 11 11
® NSV[i] = min{j € (i, n]: A}j] < Ali]}
NSV 2 3 o5 6 8 8 oo 10 11 o0 13 ™

MitBezugaufdasSA LCP 0 0 1 2 2 5 0 2 1 1 4 0 3
® in der Ndhe im SA

® lexikographisch ahnlich = 5% PINGO Welche Laufzeit hat die

a Ié'lngstes méglichstes Préafix NS‘V/PSV.Vorberechnung?

® vor dem Suffix in Textreihenfolge
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Previous- und Next-Smaller-Values (2/2)

[ N
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® beide Arrays kdnnen in Linearzeit konstruiert
werden

® betrachte PSV-Array

@ flige —oo als Index 0 an

Function ComputePSV(SA mit —oco):
fori=1,...,ndo
j=i—1
while j > 1 und SA[i] < SA[j] do
| j=PSV[]]
PSVI[i] = j
return PSV
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[ N
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® beide Arrays kdnnen in Linearzeit konstruiert
werden

® betrachte PSV-Array

@ flige —oo als Index 0 an

Function ComputePSV(SA mit —oco):
fori=1,...,ndo
j=i—1
while j > 1 und SA[/] < SA|j] do
| j=PSV[]]
PSVI[i] =j
return PSV
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folge schon berechneten Werten
dazwischen kann nicht PSV sein
vergleiche jedes Element maximal zweimal
berechne PSV und NSV in O(n) Zeit
Beispiel an der Tafel
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RMQs und das LCP-Array

Sei A[1..m) ein Array. Eine
fur den Bereich ¢ < r € [1, n) ergibt

RMQa(¢, r) = arg min{A[K]: k € [¢, ]}

® jcp(i,j) = max{k: T[i.i+k)=T[j.j+k)} =
LCP[RMQycp(i +1,))]

® RMQs kénnen in O(1) Zeit beantwortet werden
und

® bendtigen O(n) Worter Platz

@ werden in Advanced Data Structures behandelt
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
T a b a b c ab c ab b a
SA 1312 1 9 6 3 11 2 10 7 4 8 5
LCP 0 01 2 2 5 0 2 1 1 4 0
$ a a a a a b b b b b c c
$ b b b b a ab c c a a
a b c c $ b a a a b b
b a a a c $ b b b c
cC $ b b a b c a a
a b ¢ b a a $ b
b a a C $ b b
C $ b a b a
a b b a $
b a b $
b $ a
a $
$
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LZ77-Faktorisierung mit SA, ISA, LCP, NSV, PSV und RMQs A\‘(IT

Function LZ77(T, SA, ISA, LCP, RMQ, PSV, NSV):

1 pos = 1

2 while pos < ndo

3 psv = SA[PSV[ISA[pos]]]

4 nsv = SA[NSV[ISA[pos]]]

5 if Icp(pos, psv + 1) > Icp(pos + 1, nsv) then
6 | ¢ = Icp(pos, psv + 1) und p = psv
7 else

8 | ¢ = Icp(pos + 1, nsv) und p = nsv
9 if £ = 0 then p = T[pos]

10 neuer Faktor (¢, p)

11 pos = pos + max{/{, 1}

@ Beispiel fir Kompression und Dekompression an der Tafel
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Die LZ77-Faktorisierung von einem Text der Lange n
kann in O(n) Zeit berechnet werden

® SA, LCP, PSV, NSV, RMQ, cp kénnen in O(n)
Zeit berechnet werden

a fiir jedes Zeichen maximal O(1) Zeit
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Lempel-Ziv 78 [ZL78]

Definition: LZ78-Faktorisierung

Sei text T ein Text der Lange n Uber dem Alphabet
2, dann ist die LZ78-Faktorisierung

® eine Menge aus z Faktoren fi, f,...,f, € T,
so dass

@ T=ffh...f,,fy =eundflralle i € [1, Z] gil,
dass

® wenn f;...fi_y = T[1..j — 1], dann ist f; das
langste Préafix T[j..n], so dass

Jk e [0,i),a € ZU{$}: fk = fix
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Lempel-Ziv 78 [ZL78]

T = abababbbbaba$

Sei text T ein Text der Lange n Giber dem Alphabet

>, dann ist die
® eine Menge aus z Faktoren fi, f, ..., f, € T,
so dass
@ T=ffh...f,,fy =eundflralle i € [1, Z] gil,
dass

® wenn f;...fi_y = T[1..j — 1], dann ist f; das
langste Préafix T[j..n], so dass

Jk e[0,i),a e ZU{$}: fk = fx
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Lempel-Ziv 78 [ZL78]

T = abababbbbaba$

Sei text T ein Text der Lange n Giber dem Alphabet

¥, dann ist die " fi=a
® eine Menge aus z Faktoren fi, f,...,f, € T,
so dass
@ T=ffh...f,,fy =eundflralle i € [1, Z] gil,
dass

® wenn f;...fi_y = T[1..j — 1], dann ist f; das
langste Préafix T[j..n], so dass

Jk e[0,i),a e ZU{$}: fk = fx
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Definition: LZ78-Faktorisierung T = abababbbbaba$

Sei text T ein Text der Lange n Uber dem Alphabet
Y, dann ist die LZ78-Faktorisierung ®fi=a
® eine Menge aus z Faktoren fi, f,...,f, € T,
so dass

@ T=ffh...f,,fy =eundflralle i € [1, Z] gil,
dass

® wenn f;...fi_y = T[1..j — 1], dann ist f; das
langste Préafix T[j..n], so dass

Jk e [0,i),a € ZU{$}: fk = fix
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Lempel-Ziv 78 [ZL78]

Definition: LZ78-Faktorisierung T = abababbbbaba$
Sei text T ein Text der Lange n Uber dem Alphabet

¥, dann ist die LZ78-Faktorisierung ®fi=a
® eine Menge aus z Faktoren fi, f, ..., f, € ¥, k=l
so dass W fz=ab
® T=*fb...f fh=cundfiralle e [1,2] gil,
dass

® wenn f;...fi_y = T[1..j — 1], dann ist f; das
langste Préafix T[j..n], so dass

Jk e [0,i),a € ZU{$}: fk = fix
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Lempel-Ziv 78 [ZL78]

Definition: LZ78-Faktorisierung T = abababbbbaba$
Sei text T ein Text der Lange n Uber dem Alphabet

¥, dann ist die LZ78-Faktorisierung ®fi=a
® eine Menge aus z Faktoren fi, f, ..., f, € ¥, k=l
a f3 = ab
so dass .=
® T=fh...f, fy=cundfirallei e [1,2] git, e
dass

® wenn f;...fi_y = T[1..j — 1], dann ist f; das
langste Préafix T[j..n], so dass

Jk e [0,i),a € ZU{$}: fk = fix
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Lempel-Ziv 78 [ZL78]

Definition: LZ78-Faktorisierung T = abababbbbaba$
Sei text T ein Text der Lange n Uber dem Alphabet

Y, dann ist die LZ78-Faktorisierung ®fi=a ® f5 = bb
® eine Menge aus z Faktoren f;, f, ..., f, € ¥, " R=b
a f3 = ab
so dass A
® T=fh...f, fy=cundfirallei e [1,2] git, e
dass

® wenn f;...fi_y = T[1..j — 1], dann ist f; das
langste Préafix T[j..n], so dass

Jk e [0,i),a € ZU{$}: fk = fix

9/22 2021-11-16 Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Kapitel 11: Stringology Teil 3 Institut fir Theoretische Informatik, Algorithm Engineering



AIT

Lempel-Ziv 78 [ZL78]

Definition: LZ78-Faktorisierung T = abababbbbaba$
Sei text T ein Text der Lange n Uber dem Alphabet

¥, dann ist die LZ78-Faktorisierung ®fi=a ® f5 = bb
® eine Menge aus z Faktoren fi, f,...,f, € T, : :2 i bb ® fs = aba
so dass . f3 = abb
® T=fh...f, fy=cundfirallei e [1,2] git, e
dass

® wenn f;...fi_y = T[1..j — 1], dann ist f; das
langste Préafix T[j..n], so dass

Jk e [0,i),a € ZU{$}: fk = fix
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Lempel-Ziv 78 [ZL78]

Definition: LZ78-Faktorisierung T = abababbbbaba$
Sei text T ein Text der Lange n Uber dem Alphabet

Y, dann ist die LZ78-Faktorisierung ®fi=a ® f5 = bb
® eine Menge aus z Faktoren fi, f,...,f, € T, : :2 i bb ® fs = aba
so dass . f3 = abb .
@ T=fif...f,, b, = cundfiralle € [1,2] gilt = 7=
dass

® wenn f;...fi_y = T[1..j — 1], dann ist f; das
langste Préafix T[j..n], so dass

Jk e [0,i),a € ZU{$}: fk = fix
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Lempel-Ziv 78 [ZL78]

Definition: LZ78-Faktorisierung T = abababbbbaba$
Sei text T ein Text der Lange n Uber dem Alphabet

¥, dann ist die LZ78-Faktorisierung ®fi=a ® f5 = bb
® eine Menge aus z Faktoren fi, f,...,f, € T, : :2 i bb ® fs = aba
so dass 3 =34
. , . a f, = abb af=3
@ T=ffh...f,,fy =eundflralle i € [1, Z] gil,
dass

, _ ® T = abababbbbaba$
® wenn f;...fi_y = T[1..j — 1], dann ist f; das
langste Préafix T[j..n], so dass

Jk e [0,i),a € ZU{$}: fk = fix
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LZ78-Faktorisierung in Linearzeit

Lemma:

Die LZ78-Faktorisierung fir einen Text der Lange n
kann in O(n) Zeit berechnet werden
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LZ78-Faktorisierung in Linearzeit

Die LZ78-Faktorisierung fur einen Text der Lange n
kann in O(n) Zeit berechnet werden

® jedes Zeichen wird im Trie maximal einmal
gesucht

® jedes Zeichen wird im Trie maximal einmal
eingeflgt
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Burrows-Wheeler-Transformation [BurrowsW1994BWT]

Sei T ein Text der Lange n und SA das Suffix-Array
von T. Furi € [1, n] ist die
definiert als

T[SA[] — 1] SA[i] > 1

BWTI = {$ SA[] = 1
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Burrows-Wheeler-Transformation [BurrowsW1994BWT]

Sei T ein Text der Lange n und SA das Suffix-Array
von T. Furi € [1, n] ist die

definiert als
o J T[SA[i] —1] SA[i] > 1
BWTIi = {$ SA[i] = 1
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1 2 4 5 6 8 9 10 11 12 13
T a b b c a c ab b a$
SA 13 12 9 6 3 11 2 10 7 4 8 5
LCP 0 O 2 25 0211 4 0 3
BWT a b c ¢c b b aaaabb
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Burrows-Wheeler-Transformation [BurrowsW1994BWT]

Sei T ein Text der Lange n und SA das Suffix-Array
von T. Furi € [1, n] ist die

definiert als
o J T[SA[i] —1] SA[i] > 1
BWTIi = {$ SA[i] = 1

@ Zeichen vor dem Suffix in SA-Reihenfolge
@ wahle Zeichen zyklisch
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definiert als
o J T[SA[i] —1] SA[i] > 1
BWTIi = {$ SA[i] = 1

@ Zeichen vor dem Suffix in SA-Reihenfolge
@ wahle Zeichen zyklisch

® BWT kann in O(n) Zeit berechnet werden
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Burrows-Wheeler-Transformation [BurrowsW1994BWT]

Sei T ein Text der Lange n und SA das Suffix-Array
von T. Furi € [1, n] ist die

definiert als
o J T[SA[i] —1] SA[i] > 1
BWTIi = {$ SA[i] = 1

@ Zeichen vor dem Suffix in SA-Reihenfolge
@ wahle Zeichen zyklisch

® BWT kann in O(n) Zeit berechnet werden
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1 2 83 4 5 6 8 9 10 11 12 13
T a b ab c a c a b b a$
SA 1312 1 9 6 3 11 2 10 7 4 8 5
LCk 0 01 2 2 5 0 2 1 1 4 0 3
BWT a b $ c c b b a a a a b b

® aus der BWT kann der Text zurlickgewonnen
werden &
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Kompression der BWT: Run-Length-Kompression

Definition: Run-Length Encoding

Sei T ein Text. Représentiere jeden maximalen Run 1 2 3 456 7 8 9 0 111213
T[i..i + ¢) als Tupel BWT [a[b[s][c[c[o][b]a]a]aa]b]b]

(T, ) ® (a1)
= (b1)
= (s1)
" (c,2)
® (b,2)
= (a4)
= (b2
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Kompression der BWT: Move-to-Front ﬂ(IT

Sei T ein Text tGiber dem Alphabet = [1, ¢]. Das

MTF(T) wird wie folgt berechnet:
starte mit der Liste X = X[1],X[2],...,X[o]
scanne den Text von links nach rechts und fiir
jedes Zeichen T[]

® flige Position von T[i] in X an MTF(T) an
® verschiebe T[/] an den Anfang von X

MTF-Encoding einfach zu dekodiert
besteht aus vielen kleinen Zahlen
Runs bleiben erhalten

kann mit Huffman weiter komprimiert werden
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Kompression der BWT: Move-to-Front ﬂ(IT

T = ababcabcabba$
Sei T ein Text Uber dem Alphabet ¥ = [1, o]. Das L2242 @7y ydliEis
MTF(T) wird wie folgt berechnet: BWT [a[b[s|c[c[b[b[afaala[b]b]
starte mit der Liste X = X[1],X[2],...,X[o]
scanne den Text von links nach rechts und far
jedes Zeichen T[]

® flige Position von T[i] in X an MTF(T) an
® verschiebe T[/] an den Anfang von X

MTF-Encoding einfach zu dekodiert
besteht aus vielen kleinen Zahlen
Runs bleiben erhalten

kann mit Huffman weiter komprimiert werden
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Kompression der BWT: Move-to-Front ﬂ(IT

T = ababcabcabba$

Sei T ein Text Uber dem Alphabet ¥ = [1, o]. Das L2242 @7y ydliEis
MTF(T) wird wie folgt berechnet: BWT [a[b[s|c[c[b[b[afaala[b]b]
® starte mit der Liste X = X[1],X[2],...,X[0] ® X =3$ab,c
® scanne den Text von links nach rechts und fir

jedes Zeichen T[]

® flige Position von T[i] in X an MTF(T) an
® verschiebe T[/] an den Anfang von X

MTF-Encoding einfach zu dekodiert
besteht aus vielen kleinen Zahlen
Runs bleiben erhalten

kann mit Huffman weiter komprimiert werden
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Kompression der BWT: Move-to-Front ﬂ(IT

T = ababcabcabba$

Sei T ein Text iber dem Alphabet ¥ = [1, 0]. Das 1234567829 0111213
MTF(T) wird wie folgt berechnet: BWT [a[b[s[c[c[b[b[afa]afa]b]b]
® starte mit der Liste X = X[1],X[2],..., X[o] ® X =$a,b,c
® scanne den Text von links nach rechts und fir @« MTF=2und X = a.$.b, ¢

jedes Zeichen T[]

® flige Position von T[i] in X an MTF(T) an
® verschiebe T[/] an den Anfang von X

MTF-Encoding einfach zu dekodiert
besteht aus vielen kleinen Zahlen
Runs bleiben erhalten

kann mit Huffman weiter komprimiert werden
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Kompression der BWT: Move-to-Front ﬂ(IT

T = ababcabcabba$

Sei T ein Text iber dem Alphabet ¥ = [1, 0]. Das 1234567829 0111213
MTF(T) wird wie folgt berechnet: BWT [a[b[s[c[c[b[b[afa]afa]b]b]
® starte mit der Liste X = X[1],X[2],..., X[o] ® X =$a,b,c
® scanne den Text von links nach rechts und fir @« MTF=2und X = a.$.b, ¢

jedes Zeichen T[]

® flige Position von T[i] in X an MTF(T) an
® verschiebe T[/] an den Anfang von X

@& MTF =23und X =b,a,$,c

MTF-Encoding einfach zu dekodiert
besteht aus vielen kleinen Zahlen
Runs bleiben erhalten

kann mit Huffman weiter komprimiert werden
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Kompression der BWT: Move-to-Front ﬂ(IT

T = ababcabcabba$

Sei T ein Text iber dem Alphabet ¥ = [1, 0]. Das 1234567829 0111213
MTF(T) wird wie folgt berechnet: BWT [a[b[s[c[c[b[b[afa]afa]b]b]
® starte mit der Liste X = X[1],X[2],..., X[o] ® X =$a,b,c
® scanne den Text von links nach rechts und fir @« MTF=2und X = a.$.b, ¢

jedes Zeichen T[]
a fiige Position von T[i] in X an MTF(T) an - WIS = ZBINE 0= 1,6,8,
® verschiebe T[i] an den Anfang von X ® MTF =233und X = $,b,a,c

MTF-Encoding einfach zu dekodiert
besteht aus vielen kleinen Zahlen
Runs bleiben erhalten

kann mit Huffman weiter komprimiert werden
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Kompression der BWT: Move-to-Front ﬂ(IT

T = ababcabcabba$

Sei T ein Text Uber dem Alphabet ¥ = [1, o]. Das L2242 @7y ydliEis
MTF(T) wird wie folgt berechnet: BWT [a[b[s|c[c[b[b[afaala[b]b]
® starte mit der Liste X = X[1],X[2],...,X[0] ® X =3$ab,c
® scanne den Text von links nach rechts und fir

jedes Zeichen TTi] " MTF=2und X =a,3,b,c
® flige Position von T[i] in X an MTF(T) an IS S EEUIE o8 = 5,8, 5@
® verschiebe T[i] an den Anfang von X ® MTF =233und X = $,b,a,c
@ MUTF =2334und X =c,$,b,a
MTF-Encoding einfach zu dekodiert
besteht aus vielen kleinen Zahlen
Runs bleiben erhalten
kann mit Huffman weiter komprimiert werden
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Kompression der BWT: Move-to-Front ﬂ(IT

T = ababcabcabba$

Sei T ein Text iber dem Alphabet ¥ = [1, 0]. Das 1234567829 0111213
MTF(T) wird wie folgt berechnet: BWT [a[b[s[c[c[b[b[afa]afa]b]b]
® starte mit der Liste X = X[1],X[2],..., X[o] ® X =$a,b,c
@ scanne den Text von links nach rechts und fiir MTF =2und X = a,$.b,

jedes Zeichen T[]

® flige Position von T[i] in X an MTF(T) an
® verschiebe T[/] an den Anfang von X

MTF =23 und X =b,a,$,c
MTF =233 und X = $,b,a,c
MTF =2334und X =c,$,b,a
MTF =23341und X =c,$,b,a

MTF-Encoding einfach zu dekodiert
besteht aus vielen kleinen Zahlen
Runs bleiben erhalten

kann mit Huffman weiter komprimiert werden
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Kompression der BWT: Move-to-Front ﬂ(IT

T = ababcabcabba$

Sei T ein Text Gber dem Alphabet ¥ = [1, o]. Das L2242 @7y ydliEis
MTE(T) wird wie folgt berechnet: BWT [a[b]s[c]c]b[b[afafala]b]b]
® starte mit der Liste X = X[1],X[2],...,X[0] ® X =$a,b,c
® scanne d_en Text von links nach rechts und far ® MTF=2und X = a, $,b, c
jedes Zeichen T[]
® flige Position von T[i] in X an MTF(T) an IS S EEUIE o8 = 5,8, 5@
® verschiebe T[i] an den Anfang von X ® MTF =233und X = $,b,a,c
@ MTF =2334und X =c,$,b,a
MTF-Encoding einfach zu dekodiert ® MTF =23341und X =c,$,b,a
besteht aus vielen kleinen Zahlen @ MTF =233411und X =c,$,b,a

Runs bleiben erhalten

kann mit Huffman weiter komprimiert werden
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Kompression der BWT: Move-to-Front ﬂ(IT

T = ababcabcabba$

Sei T ein Text Uber dem Alphabet ¥ = [1, o]. Das L2242 @7y ydliEis
MTF(T) wird wie folgt berechnet: BWT [a[b[s|c[c[b[b[afaala[b]b]
® starte mit der Liste X = X[1],X[2],...,X[0] ® X =3$ab,c
® scanne den Text von links nach rechts und fir

MTF =2und X = a, $,b,c

MTF =23 und X =b,a,$,c

MTF =233 und X = $,b,a,c
MTF =2334und X =c,$,b,a
MTF =23341und X =c,$,b,a
MTF =233411und X =c, $,b,a

jedes Zeichen T[]

® flige Position von T[i] in X an MTF(T) an
® verschiebe T[/] an den Anfang von X

MTF-Encoding einfach zu dekodiert
besteht aus vielen kleinen Zahlen

Runs bleiben erhalten

kann mit Huffman weiter komprimiert werden
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Kompression der BWT: Move-to-Front

T = ababcabcabba$

Sei T ein Text Uber dem Alphabet ¥ = [1, o]. Das L2242 @7y ydliEis
MTF(T) wird wie folgt berechnet: BWT [a[b[s|c[c[b[b[afaala[b]b]
® starte mit der Liste X = X[1],X[2],...,X[0] ® X =3$ab,c
® scanne den Text von links nach rechts und fir

MTF =2und X = a, $,b,c

MTF =23 und X =b,a,$,c

MTF =233 und X = $,b,a,c
MTF =2334und X =c, $,b,a
MTF =23341und X =c,$,b,a
MTF =233411und X =c, $,b,a

jedes Zeichen T[]

® flige Position von T[i] in X an MTF(T) an
® verschiebe T[/] an den Anfang von X

MTF-Encoding einfach zu dekodiert
besteht aus vielen kleinen Zahlen
Runs bleiben erhalten

kann mit Huffman weiter komprimiert werden MTF =23341131411121
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Rank- und Select-Anfragen

® zum Abschluss noch einen Index
® Anwendung als Textindex und
& fiir Bereichsanfragen

Sei T ein Text der Lé&nge n liber einem Alphabet
Y =[1,0]und a € ¥, dann ist

® rank, (i) = |{j € [1,1): T|j] = o}
® select, (i) = min{j € [2,n+ 1]: ranka(j) = i} — 1

® rank: Wie oft kommt ein Zeichen vor mir vor?
® select: Position des j-ten Vorkommens.
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Rank-Anfragen in Bit-Vektoren (1/2) A\‘(IT

rank, (/) # an as vor Position i
Position des j-ten «
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Rank-Anfragen in Bit-Vektoren (1/2) A\‘(IT

rank, (/) # an as vor Position i
Position des j-ten «

ranko(5)
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Rank-Anfragen in Bit-Vektoren (1/2) A\‘(IT

rank, (/) # an as vor Position i
Position des j-ten a

ranko(5)

o |w
RN
R o
oo
[N
o |
o |©

15/22 2021-11-16 Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Kapitel 11: Stringology Teil 3 Institut fir Theoretische Informatik, Algorithm Engineering



Rank-Anfragen in Bit-Vektoren (1/2) A\‘(IT

rank, (/) # an as vor Position i
Position des j-ten a

ranko(5)

o |w
RN
R o
oo
[N
o |
o |©

15/22 2021-11-16 Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Kapitel 11: Stringology Teil 3 Institut fir Theoretische Informatik, Algorithm Engineering
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Rank-Anfragen in Bit-Vektoren (1/2) A\‘(IT
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Rank-Anfragen in Bit-Vektoren (1/2) A\‘(IT

rank, (/) # an as vor Position i
Position des j-ten a

ranko(5)
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Rank-Anfragen in Bit-Vektoren (1/2)

rank, (/) # an as vor Position i
Position des j-ten a

ranko(5)

# an Oen bzgl.
super-block

o
-
SN RS
o |w
(I
R o
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NN
o |
o |©

Block I t t t
# an Oen
-Block f \ i 5‘
Super-Bloc + bzgl. BV
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rank, (/) # an as vor Position i
Position des j-ten a
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Rank-Anfragen in Bit-Vektoren (2/2)

® = PINGO Wie viel Platz bendtigt eine
Rank-Datenstruktur mit O(1) Anfragezeit
mindestens?
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Rank-Anfragen in Bit-Vektoren (2/2)

® = PINGO Wie viel Platz bendtigt eine
Rank-Datenstruktur mit O(1) Anfragezeit
mindestens?

® flir einen Bitvektor der Lange n betrachte
® Blocke der Lange s = L'ET”J

® Super-Blocke der Lange s' = s> = O(lg® n)
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Rank-Anfragen in Bit-Vektoren (2/2)

® = PINGO Wie viel Platz bendtigt eine
Rank-Datenstruktur mit O(1) Anfragezeit
mindestens?

® flir einen Bitvektor der Lange n betrachte
® Blocke der Lange s = L'%”J

® Super-Blocke der Lange s' = s> = O(lg® n)

® firalle | 5 | Super-Bldcke, speichere Anzahl an
Oen von Anfang des Bitvektors bis zum Ende
des Super-Blocks

® n/s’-lgn= O(y;) = o(n) Bits Platz
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Rank-Anfragen in Bit-Vektoren (2/2)

:é%‘s PINGO Wie viel Platz benétigt eine
Rank-Datenstruktur mit O(1) Anfragezeit
mindestens?

& f{ir einen Bitvektor der Lange n betrachte
Blacke der Lange s = | 2" |

Super-Blocke der Lange s’ = s2 = ©(Ig? n)

fir alle | & | Super-Blocke, speichere Anzahl an
Oen von Anfang des Bitvektors bis zum Ende
des Super-Blocks

n/s"-lgn= O(g5) = o(n) Bits Platz
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® fir alle [ 7] Blocke, speichere Anzahl an Oen
von Anfang des Super-Blocks bis zum Ende
des Blocks

®n/s-lgs = O("'Fg'ﬁ”) = o(n) Bits Platz
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® fir alle [ 7] Blocke, speichere Anzahl an Oen
von Anfang des Super-Blocks bis zum Ende
des Blocks

®n/s-lgs = O("'é'ﬁ”) = o(n) Bits Platz

® fir alle Bitvektoren der Lange s, speichere fur
jede Position i die Anzahl der Oen bis zu der
Position

a ZIETH .S- |g S =
Platz

O(+/nlgnlglgn) = o(n) Bits
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Rank-Datenstruktur mit O(1) Anfragezeit
mindestens?

& f{ir einen Bitvektor der Lange n betrachte
Blacke der Lange s = | 2" |

Super-Blocke der Lange s’ = s2 = ©(Ig? n)

fir alle | & | Super-Blocke, speichere Anzahl an
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n/s"-lgn= O(g5) = o(n) Bits Platz
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AT

Karlsruher Institut fir Technologie

® fir alle [ 7] Blocke, speichere Anzahl an Oen
von Anfang des Super-Blocks bis zum Ende
des Blocks

®n/s-lgs = O("'é'ﬁ”) = o(n) Bits Platz

® fir alle Bitvektoren der Lange s, speichere fur
jede Position i die Anzahl der Oen bis zu der
Position

a ZIETH .S- |g S =
Platz

O(+/nlgnlglgn) = o(n) Bits

® ranky(i) = i — rank (i)
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Select-Anfragen in Bitvektoren

® Select-Anfragen auch in O(1) Zeit und
® o(n) Bits Platz
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Wie fur GroBere Alphabete? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Yy ={0,1,2,3,4,5,6,7}
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Wie fur GroBere Alphabete? ﬂ(IT

¢ Institut fur Technologie

Yy ={0,1,2,3,4,5,6,7}

MsB |00 |1[1|0|1|1|0|1|0

tse |[06]1]0|1|1|1|]0|0|0O|1
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¢ Institut fur Technologie
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ranks(9)
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Wie fur GroBere Alphabete? ﬂ(IT

¢ Institut fur Technologie

Yy ={0,1,2,3,4,5,6,7}
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Karlsruher Institut fur Technologie

Yy ={0,1,2,3,4,5,6,7}

MSB | O | O 1/0(1|1]|0 0

'_I
@
pro Level

Lse | 0|1 1/1{1|{0/|0 1
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Wavelet-Trees [GGV03] (1/2) ﬂIT

Definition: Wavelet-Tree

Fir einen Text T der Lange n Uber dem Alphabet X = [1, o] ist ein Wavelet-Tree ein Binarbaum, bei dem
jeder Knoten Zeichen in [¢, r] C [1, o] reprasentiert

® das linke und rechte Kind eines Knotens der Zeichen in [¢, r] reprasentiert

u représentieren Zeichen in [4, (¢ + r)/2) und [(¢ + r)/2, r]

® ein Knoten ist ein Blatt, wenn £ -2 > r
a
a

Zeichen werden durch ein Bit in einem Bitvektor reprasentieren
Eintrag ist 1, wenn Zeichen im rechten Kind reprasentiert wird, sonst 0
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Wavelet-Trees (2/2) A\‘(IT
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0|1(6]|7[1(5]|4(2]|6(3
o|lo|1f1|{ef1|1|0|1|0
[0,7]
o|lo|1|1|{efo|o|1|1|1
0 1 6 7 1 5] 4 2 6 3 6|1|e|1|1f1|e6|0|06|1
0 |1]1(0 1|1 1|0
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Wavelet-Trees (2/2)

20/22 2021-11-16

AT

Karlsruher Institut fir Technologie

0(1|6|7|1(5(4(2]|6]|3
ofej1f1fej1f1fe|j1]o
ofoe|1f1fejefoef1|1(|1
ofl1jef1f1|j1fefoe|o|1l

0.7]
0 1 6 7 1 5 4 2 8]
0 1 1 0 1 1 0 0
0.3] / \ [4,7]
0 1 1 2 3 6 7 5] 4 6
0 0 0 1 1 1 1 0 0 1

Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Kapitel 11: Stringology Teil 3

Institut flir Theoretische Informatik, Algorithm Engineering



Wavelet-Trees (2/2)

20/22 2021-11-16

AT

Karlsruher Institut fir Technologie

0(1|6|7|1(5(4(2]|6]|3
ofej1f1fej1f1fej1]o
o|lo|1|1|{efo|o|1|1|1
ofl1jef1f1|j1fefoe|o|1l

0.7]
0 1 6 7 1 5 4 2 8]
0 1 1 0 1 1 0 0
0.3] / \ [4,7]
0 1 1 2 3 6 7 5] 4 6
0 0 0 1 1 1 1 0 0 1

Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Kapitel 11: Stringology Teil 3

Institut flir Theoretische Informatik, Algorithm Engineering



Wavelet-Trees (2/2)

20/22 2021-11-16

AT

Karlsruher Institut fir Technologie

0(1|6|7|1(5(4(2]|6]|3
ofej1f1fej1f1fej1]o
oloj1f1{efeje|1|1|1
ofl1jef1f1|j1fefoe|o|1l

0.7]
0 1 6 7 1 5 4 2 8]
0 1 1 0 1 1 0 0
0.3] / \ [4,7]
0 1 1 2 3 6 7 5] 4 6
0 0 0 1 1 1 1 0 0 1

Florian Kurpicz | Algorithmen 2 | Kapitel 11: Stringology Teil 3

Institut flir Theoretische Informatik, Algorithm Engineering



Wavelet-Trees (2/2)

AT
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Wavelet-Trees (2/2)

20/22

[0,7]
0 1 6 7 1 5] 4 2 6 3
|06 |1(1|06 |1 |10 |1]|®0
0,3] / \ [, 7]

0 1 1 2 3 6 7 5 4 6
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2 3 5 4 6 7
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AKIT

Wavelet-Trees: Konstruktion und Anfragen Cotrer s s el

Der Wavelet-Tree

® kann naiv in O(nlg o) Zeit konstruiert werden

® kann in O(nlg o /+/1g n) Zeit konstruiert werden
[Bab+15; MNV16] &

® benétigt n[lgo](1 + o(1)) Bits Platz

® Rank- und Select-Anfragen konnen in O(lg o)
Zeit beantwortet werden

® Zugriff auf Zeichen in O(lg o) Zeit moglich
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