Stefan Walzer
\ ITI Prof. Sanders
[\ Wintersemester 2023/2024

Karlsruher Institut fur Technologie

Ubungsblatt 5 - Randomised
Complexity Classes

Randomisierte Algorithmik

Aufgabe 1 - Beziehungen zwischen Komplexitatsklassen

Begriinde folgende Inklusionen:

(i) ZPP C RP und ZPP C co—RP
(ii) P C ZPP
(iii) RP € NP und co—RP C co-NP
(iv) RP € BPP und co—RP C BPP
(v) BPP C PP
Losung 1
(i) Gilt nach Definition von ZPP := RP N co—RP.

(ii)

(iii)

Sei L € P. Zu zeigen ist L € ZPP. Sei T eine P-DTM fiir L. Wir nutzen das ,typecasting”
der Vorlesung. Aus T wird somit formal eine RTM (die nicht mehr wirklich randomisiert
ist), die immernoch L entscheidet und immernoch polynomielle Laufzeit hat. Insbeson-
dere bezeugt diese RTM, dass L € RP ist. Weil P = co—P gilt, ist L € P und nach dem
Argument von eben daher auch L € RP. Also gilt L € co—RP. Zusammen ergibt sich
L € RPN co—RP =ZPP.

Sei L € RP und T eine RP-PTM fiir L. Durch ,Vergessen® der Wahrscheinlichkeiten
entsteht eine NTM T’. Weil fiir jedes w € L galt, dass Pr[T(w) = YES] > % existiert
insbesondere eine akzeptierende Berechnung fiir w. Also gilt T’(w) = vEs. Fir jedes
w ¢ L galt, dass Pr[T(w) = YEs] = 0. Also existiert keine akzeptierende Berechnung
fir w. Also gilt T’(w) = No. Also wird L von T’ entschieden. Also gilt L € NP. Weil L

beliebig war folgt RP C NP.

Fiir den symmetrischen Fall konnen wir nun auch schlussfolgern:

Leco-RPe LeRP=LecNPoLeco-NP.



(iv) Sei L € RP und T eine RP-PTM fiir L. Wenn T’ die PTM ist, die T dreimal hinterein-
ander ausfithrt (mit unabhangigem Zufall) und akzeptiert, wenn mindestens eine der
Berechnungen von T akzeptiert, dann gilt fiir alle Worter w € L:

Pr[T’(w) = No] = Pr[T(w) = No]°.
Firw € L ergibt sich:
Pr[T’(w) = YEs] =1 - Pr[T"(w) =no] =1 -Pr[T(w) = no]®

=1—(1—Pr[T(w):YES])321—(1—%)3=1—%>Z.

Firw ¢ L ergibt sich:
1
Pr[T’(w) =vEs] =1 -Pr[T'(w) =nNo] =1 -Pr[T(w) =no]*=1-1>=0 < "

Also ist T" eine BPP-PTM fiir L. Somit gilt L € BPP. Weil L beliebig war folgt RP C
BPP.

Der symmetrisch Fall ist wieder analog weil BPP = co—BPP gilt.

(v) Hier ist iberhaupt nichts zu tun. Jede BPP-PTM ist auch eine PP-PTM, weil die Anfor-
derungen lediglich heruntergeschraubt werden. Also gibt es fiir jede Sprache L, fiir die
es eine BPP-PTM gibt, auch eine PP-PTM.

Aufgabe 2 - Las Vegas Algorithmus fiir L impliziert L € ZPP

Sei LV (fiir Las Vegas) die Klasse aller Sprachen L, fiir die eine probabilistische Turingma-
schine T mit folgenden Eigenschaften existiert:

+ T entscheidet L. (Das heifit L liefert fiir alle x € L stets die Ausgabe 1 und fiir alle x ¢ L
stets die Ausgabe 0.)

« Es gibt ein Polynom p(n), sodass die erwartete Laufzeit von T bei Eingabe x durch

p(|x|) beschrankt ist.

In der Vorlesung haben wir bewiesen, dass ZPP C LV gilt. Zeige nun, dass auch LV C ZPP
gilt. die beiden Klassen sind also identisch.
Hinweis: Definition von ZPP, Markov-Ungleichung.

Losung 2

Sei L € LV. Wir zeigen zunichst L € RP. Sei nun also T eine LV-TM fiir L mit zugehorigem
Polynom p(n). Wir betrachten folgende Turingmaschine T”:



Algorithm T’ (w):
tmax < 2p(Jw|)
simuliere T auf Eingabe w fir ty,,x Schritte
if T hat mit Ausgabe r terminiert then
‘ returnr
else // T hat noch nicht terminiert
| return No

Wir zeigen nun, dass T’ eine RP-TM fiir L ist. Durch die Verwendung von ty,,y ist klar, dass
sich die Laufzeit von T’(w) durch ein Polynom q(|w|) beschrianken lasst. Zu den Ausgaben
von T’ is zu sagen:

« Firw ¢ L ist die Ausgabe von T’ (w) stets No, entweder, weil T das so entschieden hat
oder weil wir im else-Fall angekommen sind. Also: Pr[T’(w) = YEs] = 0.

« Firw € L betrachten wir die zufallige Laufzeit t(w) von T auf w. Nach Vorraussetzung
gilt E[t(w)] < p(Jw]). Mit der Markov Ungleichung folgt:

_Elt@)] _ pwD) _

1
Pr[t(w) > tmax] < " < () ~ >

Also terminiert T aufw mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1/2 innerhalb des gesetzten
Zeitlimits (mit dem richtigen Ergebnis). Also gilt Pr[T’(w) = YEs] > %

Also ist T eine RP-TM fiir L. Also gilt L € RP. Analog folgt auch L € co—RP (indem man
die Ausgabe bei nicht-Terminierung auf YEs setzt) und somit L € ZPP. Weil L beliebig war
gilt LV C ZPP.

Aufgabe 3 - Bonus: Probability Amplification fiir BPP

Recherchiere auf Wikipedia, was es mit der Komplexitatsklasse P/poly auf sich hat. Zeige,
dass BPP C P/poly gilt. Diese Einsicht heifit auch Adlemans Satz.

Hinweis: Mache die Fehlerwahrscheinlichkeit kleiner als 27". ,Caste“ die PTM dann in
eine DTM und zeige, dass es einen Zufallsstrings gibt, der fiir alle Eingaben zum richtigen
Ergebnis fiihrt.

Losung 3

Keine Musterldsung fiir Bonusaufgabe.



