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Randomisierte Algorithmik

Aufgabe 1 - Deterministisches Schilen in Linearzeit

(a) Der Algorithmus constructByPeeling ist nichtdeterministisch (in der Wahl von i in der
While-Schleife). Zeige, dass dennoch fiir zwei mogliche Ausfiihrungen von constructBy-
Peeling stets die gleiche Menge von Schliisseln unplatziert bleibt. (Insbesondere beein-
flusst der Nichtdeterminismus nicht Erfolg/Misserfolg.)

(b) Verfeinere den Pseudocode so, dass ein deterministischer Algorithmus herauskommt, der
erkennbar Laufzeit O (n) hat. Nutze geeignete Hlifsdatenstrukturen deiner Wahl.

Aufgabe 2 - Peeling mit 2 Hashfunktionen

Angenommen wir verwenden den Schéilalgorithmus constructByPeeling in einem Setting mit
nur zwei Hashfunktionen h; und h,. Wir gehen vereinfachend davon aus, dass hy(x) # hy(x)
fir alle x € D gilt und unter dieser Einschrankung die Paare (h(x), hy(x)) uniform zufallig
und fiir verschiedene x € D unabhingig sindE] Zeige:

(a) Es werden alle Schliissel platziert genau dann wenn folgender Graph kreisfrei ist:

G = ([m], {{ho(x), h1(x)} [ x € S})
Beachte: G ist als Multigraph zu verstehen.

(b) Sei @ > 0 eine Konstante und n = |am]. Zeige, dass es (fiir m — oo0) mit Wahrschein-
lichkeit Q(1) einen Kreis gibt.
Hinweis: Es gentigt nach Kreisen der Lange 2 (also Doppelkanten) zu fanden.
Siehe https://en.wikipedia.org/wiki/Birthdayproblem#Arbitrarynumberofdays.

Es gibt damit keinen Schalbarkeitsschwellwert, wie es ihn fiir k > 3 gibt, denn fiir kein
a = ©(1) hat constructByPeeling mit hoher Wahrscheinlichkeit Erfolg.

1Um das sicherzustellen konnen wir zum Beispiel hy(x) := (h1(x) + hgig(x)) mod m definieren fiir ein hg :
D — [m-1].


https://en.wikipedia.org/wiki/Birthday_problem#Arbitrary_number_of_days

Aufgabe 3 - Der Schilalgorithmus bleibt nicht erst spét steckenf

Fiir eine Schliisselmenge S C D der Gréf8e n = |S| und Hashfunktionen hy, hy, hs ~ U([m]P)
betrachten wir den Cuckoo Graphen wie in der Vorlesung:

G = Gshyhyhy = (S, [m], {(x, hi(x)) | x € S,i € [3]})

Wir nehmen lediglich @ = - < 1 an. Sei S C S die Menge der Schliissel, die vom Schélal-
gorithmus nicht entfernt werden konnen (es gilt |S’| € {0,...,n}). Wir wollen zeigen, dass
Pr[|S’] € {1,...,0m}] = O(1/m) ist fiir eine Konstante § > 0 (die spater gewahlt wird).

Intution: Entweder gilt S’ = @ oder |S’| ist Q(m); alles dazwischen ist unwahrscheinlich.
(a) Beobachte: |S’| =1 ist nicht moglich.

(b) Zeige: IN(S")| < %|S’|. Hierbei ist N(S’) die Menge aller Nachbarn von $’ in G.

(c) Zeige, dass es eine Konstante C gibt, sodass fiir s € {2,. .., n} folgendes gilt:

s/2
ps=Pr[AX C S, [X| =s:3Y C [m],|Y] = |3s] : N(X) € Y] < (c- i) .
m

Hinweis: Einfach brutal Union-Bound tiber alle Méglichkeiten von X und Y verwenden.
Niitzlich ist auBerdem die Abschitzung () < (%)* fiir Binomialkoeffizienten. Ignoriere
die Gaussklammern, das machen alle so.

Vi m((20)
(d) Zeige (i) po + ps + pa+ps = O(1/m), (i) Y ps=0(1/m), (i) > ps=0(1/m).
$=6 s=ym

(e) Wahle § = 1/2C und zeige Pr[|5'| € {1,...,6m}] < X" p, = O(1/m).

2Diese Aufgabe ist etwas aufwindig. Sie ist vor allem auf dem Blatt weil sonst der Beweis der Vorlesung
unvollstindig ware.



