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Aufgabe 1 - Ein Kinderspiel

Alice und Bob spielen ein asymmetrisches Spiel auf einer Reihe von Feldern 0, 1,2, ..., n. Zu
Beginn liegen k Tokens auf Feld 0. Jede Runde lauft wie folgt ab.

1. Alice wahlt zwei disjunkte Menge T und T, von Tokens.

2. Bob wihlt darauthin i € {1, 2}.

3. Die Tokens aus T; werden entfernt.

4. Die Tokens aus T;_; bewegen sich jeweils ein Feld nach rechts.

Alice gewinnt, sobald ein Token Feld n erreicht. Sie verliert, sobald sie zwei leere Mengen
wahlt. Lose folgende Aufgaben.

()
(i)

(iii)

Gib eine Strategie fiir Alice, mit der sie fiir k > 2" gewinnt.

Benutze die probabilistische Methode, um zu zeigen, dass es eine Gewinnstrategie fiir
Bob gibt wenn k < 2".

Bonus: Konstruiere eine Gewinnstrategie fiir Bob (ohne probabilistische Methode).

Losung 1

(i)

(ii)

Ohne Einschriankung sei k = 2", denn Alice kann zusétzliche Tokens ignorieren. Alices
Strategie ist es, die verbleibenden Tokens stets gleichmaflig auf T; und T, aufzuteilen.
Dann wird stets die Hélfte der Tokens weiterwandern und die andere Halfte wird ent-
fernt. Eine einfache Induktion zeigt, dass nach 0 < i < n Runden genau 2"~ Tokens auf
Feld i liegen. Also hat Alice nach n Runden gewonnen.

Bob spielt uniform zufallig. Fiir Alice betrachten wir eine beliebige Strategie. Wir konnen
das Spiel nun aus Sicht eines einzelnen Tokens t betrachten. Jedes mal, wenn ¢ von Alice
ausgewahlt wird, wandert es mit Wahrscheinlichkeit 1/2 einen Schritt nach rechts und
wird mit Wahrscheinlichkeit 1/2 entfernt. Wir konnen uns ohne Einschrankung vorstel-
len, dass Alice nie verliert (d.h. zwei leere Menge wiahlt) solange noch Tokens existieren
und weiterspielt selbst wenn sie bereits gewonnen hat. Dann ist die Wahrscheinlichkeit,
dass Token t jemals Position i € N erreicht exakt 27. Die Wahrscheinlichkeit, dass ¢
jemals Position n erreicht ist damit 27". Die erwartete Anzahl von Tokens die Position n



erreichen ist damit 27" - k, was nach Vorraussetzung < 1 ist. Damit ist es moglich, dass
kein Token Position n erreicht. Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass Bob gewinnt po-
sitiv. Also ist Alices Strategie keine Gewinnstrategie. Weil Alices Strategie beliebig war,
gibt es keine Gewinnstrategie fiir Alice. Also gibt es eine Gewinnstrategie fiir Bob.

(iii) Wir stellen uns vor, dass ein Token, das auf Feld i liegt, einen Wert von 2! hat, das heif3t
der Wert eines Tokens verdoppelt sich wenn es ein Feld nach rechts wandert. Wenn
Alice nun zwei Mengen T; und T, wihlt, von Wert w; und w,, dann sollte Bob stets die
Menge der Tokens von grofierem Wert entfernen. Ohne Einschrankung sei das T;. Er
lasst damit zu, dass sich der Wert der Tokens in T, verdoppelt. Weil fiir w; > w, aber
2w, < wy+w, gilt kann der Gesamtwert nicht gewachsen sein. Weil am Anfang ein Wert
von k vorhanden ist und ein Sieg von Alice einen Wert von mindestens 2" vorraussetzt,
kann Alice nicht gewinnen falls k < 2" gilt.

Aufgabe 2 - Grolere|unabhingige Mengen

Sei G = (V, E) ein Graph mit n Knoten und m Kanten. Zeige mithilfe der probabilistischen
Methode, dass G eine unabhingige Menge der Grofle 3, .y m besitzt.

Hinweis: Zufillige Permutation der Knoten.

Losung 2

Wir permutieren die Knoten zufallig. Sei anschlieflend
I ={v € V| v kommt in der Permutation vor all seinen Nachbarn}.

Es diirfte klar sein, dass I eine unabhiangige Menge ist. Es ist ebenfalls klar, dass v mit Wahr-
scheinlichkeit W in I aufgenommen wird, denn dafiir muss v in der zufélligen Permu-
tation unter deg(v) + 1 Knoten der Erste sein. Damit gilt

BN =E[Y pen] =Y pPpen=) m.
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Nach dem Expectation Argument existiert also insbesondere eine unabhéngige Menge der
geforderten Grofle.

IBemerkung: Sei d = sz der Durchschnittsgrad der Knoten. In der Vorlesung haben wir eine unabhingige
Menge der Grofie 55 konstruiert. Fiir die Grofle U der unabhangigen Menge, die durch diese Aufgabe ga-
rantiert ist, gilt mithilfe einer Ungleichung iiber arithmetische und harmonische Mittel:
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Das ist grofer als 55 fiir d > 1

2“Aber was ist wenn d < 1 gilt?” Dann ist der Satz der Vorlesung gar nicht anwendbar.



Aufgabe 3 - Reprise: Unabhingige Regenbogenmengen

Sei G = (V,E) ein Graph mit |V| = kc Knoten, die mit ¢ Farben gefiarbt sind, wobei jede
Farbe genau k mal vertreten ist. Der Maximalgrad sei A. Zeige: Falls k > 8A so gibt es eine
unabhingige Regenbogenmenge.

Losung 3

Bei dieser Aufgabe handelt es sich um eine einfache Verallgemeinerung der Perlenketten-
Analyse der Vorlesung.

Wir wihlen die Regenbogenmenge R wieder, indem wir aus jeder Farbklasse einen Kno-
ten uniform zufallig ziehen. Ziel ist zu zeigen, dass R mit positiver Wahrscheinlichkeit eine
unabhéngige Menge ist.

Dafiir definieren wir ein schlechtes Ereignisse By, fiir jede Kante {u,v} des Graphen, das
besagt, dass sowohl u als auch v in R gelandet sind. Es gilt wieder Pr[By,,,] < # = p.

Ein anderes Ereignis By, ,/} kann mit By, nur dann zu tun haben, wenn u’ oder v’ eine
Farbe hat, die auch u oder v hat. Es gibt also hochstens d = 2kA — 2 solche Ereignisse (2
relevante Farben, jeweils k relevante Knoten, jeweils A inzidente Kanten, wobei {u,v} selbst
von u und v aus jeweils nicht mitgezahlt wird).

Damit gilt 4pd = 475 (2kA - 2) < % < 1. Damit konnen wir Lovasz Local Lemma anwen-
den.



