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Übungsblatt 3 – Important Random
Variables and How to Sample Them

Randomisierte Algorithmik

Aufgabe 1 – Ber(1/3) aus Ber(1/2)
Entwerfe einen Algorithmus der, gegeben eine Folge 𝐵1, 𝐵2, . . . ∼ Ber(1/2) von Zufallsbits in
erwarteter Zeit O(1) ein Sample 𝐵 ∼ Ber(1/3) berechnet.

Aufgabe 2 – Ber(𝒑) und U({1, . . . , 𝒏}) aus U([0, 1])

Wir nehmen nun ein Maschinenmodell an in dem reelle Zahlen verarbeitet werden können
und indem wir𝑈 ∼ U([0, 1]) sampeln können. Zeige, dass wir auch 𝐵 ∼ Ber(𝑝) für 𝑝 ∈ [0, 1]
und 𝑋 ∼ U({1, . . . , 𝑛}) für 𝑛 ∈ N sampeln können.

Hinweis: Für den Rest des Blattes und des Semesters nehmen wir Voraussetzung und
Ergebnis dieser Aufgabe als gegeben an.

Aufgabe 3 – Rejection Sampling Allgemein
Seien D1 und D2 Verteilungen auf einer endlichen Menge 𝐷 . Wir nehmen an:

1. Wir können in Zeit O(1) ein Sample 𝑋 ∼ D1 erzeu-
gen.

2. Wir können wir ein gegebenes 𝑥 ∈ 𝐷 in Zeit O(1) die
Wahrscheinlichkeiten 𝑝1(𝑥) := Pr𝑋∼D2 [𝑋 = 𝑥] und
𝑝2(𝑥) := Pr𝑋∼D1 [𝑋 = 𝑥] berechnen.

3. Es existiert 𝐶 > 0 sodass für alle 𝑥 ∈ 𝐷 gilt:

𝑝2(𝑥) ≤ 𝐶 · 𝑝1(𝑥).
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Mögliches Histogramm für D1
(blau, links) und D2 (rot, rechts).
Es gilt stets “rot ≤ 2 · blau”, also
ist Bedingung (3) mit 𝐶 = 2
erfüllt.

Entwerfe einen Algorithmus, der in erwarteter Zeit O(𝐶) ein Sample 𝑌 ∼ D2 erzeugt.

Aufgabe 4 – 𝑮 ∼ Geom1(𝒑) mit Inverse Transform Sampling
Entwerfe einen Algorithmus der für gegebenes 𝑝 ∈ (0, 1] eine Zufallsvariable𝐺 ∼ Geom1(𝑝)
in Zeit O(1) sampelt.
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Aufgabe 5 – Ziehen ohne Zurücklegen
Wir betrachten Algorithmen, die für 𝑘, 𝑛 ∈ N mit 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛/2 eine Menge 𝑆 ⊆ [𝑛] der Größe
𝑘 berechnen, die aus allen Teilmengen von [𝑛] der Größe 𝑘 uniform zufällig gewählt ist.

(a) Warum dürfen wir 𝑘 ≤ 𝑛/2 ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen?

(b) Beschreibe einen Algorithmus, der eine erwartete Laufzeit von O(𝑘 log𝑘) hat.
Hinweis: Rejection Sampling und Suchbaum.

(c) Bonus: Entwerfe einen Algorithmus, der eine Worst-Case Laufzeit von O(𝑘 log𝑘) hat.

(d) Bonus: Recherchiere, wie man eine Worst-Case Laufzeit von O(𝑘) erreichen kann:
https://stackoverflow.com/a/67850443
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