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Randomisiertes Approximieren

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels fithren wir Begriffe fiir verschiedene Varianten sogenannter
polynomieller Approximationsschemata ein. Im zweiten Abschnitt stellen wir randomisierte
polynomielle Approximationsschemata fiir das Problem vor, die Anzahl erfiillender Belegungen
der Variablen einer Formel in DNF zu bestimmen.

11.1

11.1

11.2

11.3

11.4

11.5

Polynomielle Approximationsschemata

Im Folgenden sei stets IT ein ,, Zdhlproblem®, das fiir jede Eingabe x eine gewisse Anzahl #y(x)
(oder kurz #(x)) von ,Losungen” besitzt.

Jedem solchen Zahlproblem IT entspricht ein Entscheidungsproblem Ey, bei dem es um die Frage
geht, ob es fiir eine Eingabe x eine Losung gibt, d. h. ob #(x) > 0 ist.

DEerINITION Ein Problem IT gehort zur Klasse #P, wenn es eine nichtdeterministische Turingma-
schine gibt, die in Polynomialzeit arbeitet und fiir jede Eingabe x genau #r7(x) akzeptierende
Berechnungen besitzt.

Ein Problem TT ist #P-vollstindig, wenn jedes Problem TT’ € #P von einer Turingmaschine in
Polynomialzeit auf IT reduziert werden kann. &

Unter den #P-vollstindigen Problemen finden sich unter anderem:

Wieviele erfiillende Belegungen hat eine Formel, die in DNF gegeben ist?
Wieviele erfiillende Belegungen hat eine 2sat-Formel?

Wieviele perfekte Matchings hat ein gegebener bipartiter Graph?

Was ist die Permanente einer gegebenen Booleschen Matrix?

Wieviele topologische Sortierungen eines gegebenen DAG gibt es?

Dabei ist es insbesondere erstaunlich, dass die zugehorigen Entscheidungsvarianten der beiden
ersten Probleme sehr einfach sind.

LemMA. Kann man ein #P-vollstandiges Problem deterministisch in Polynomialzeit 16sen, dann
ist P = NP.

Es ist daher naheliegend, sich fiir Algorithmen zu interessieren, die Zdhlprobleme jedenfalls
ndherungsweise l0sen:

DEerINITION Ein Approximationsschema (AS) fiir T1 ist ein deterministischer Algorithmus A, der fiir
jede Eingabe x der Grofle n = [x| und fiir jedes ¢ > 0 eine Ausgabe A(x) erzeugt, fiir die gilt:

(T—e)#(x) < A(x) < (14 e)#(x) .

A(x) heifit dann eine e-Approximation von #(x).

Ein polynomielles Approximationsschema (PAS) ist ein AS, dessen Laufzeit polynomiell in n ist.
Ein voll polynomielles Approximationsschema (FPAS) ist ein AS, dessen Laufzeit polynomiell in n
und 1/¢ ist. <&
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Fiir #P-vollstandige Probleme kennt man keine PAS oder gar FPAS. Die Situation wird besser,
wenn man Approximationsschemata mit Zufallsentscheidungen erlaubt:

DEerINITION Ein randomisiertes Approximationsschema (RAS) fiir 11 ist ein randomisierter Algorith-
mus A, der fiir jede Eingabe x (der Grofle n = [x|) und fiir jedes ¢ > 0 eine Ausgabe A(x,¢)

erzeugt, fur die gilt:

P((1— c)#x) < Alx,e) < (14400 > 5
Ein polynomielles randomisiertes Approximationsschema (PRAS) ist ein RAS, dessen Laufzeit poly-
nomiell in n ist. Ein voll polynomielles randomisiertes Approximationsschema (FPRAS) ist ein RAS,

dessen Laufzeit polynomiell in n und 1/¢ ist. <&

Die Wahl der Wahrscheinlichkeit 3/4 in Definition 11.6 ist bis zu einem gewissen Grad willkiirlich.
Man iiberlege sich als Ubungsaufgabe, dass jede Konstante echt grofer 1/2 ,,genauso gut” ist.

DEerINITION Ein (¢, 8)-FPRAS fiir T1 ist ein randomisierter Algorithmus A, der fiir jede Eingabe x
(der Grofie n = [x|), fiir jedes ¢ > 0 und fiir jedes & > 0 eine Ausgabe A(x, ¢, ) erzeugt, fiir das
gilt

P((1—e)#(x) <A(xed) <(T+e)#x)=>1-5

und dessen Laufzeit polynomiell in n, 1/¢ und log 1/5 ist. &

Ein PRAS fiir ein Zahlproblem TT kann man in einen randomisierten Algorithmus fiir das
Entscheidungsproblem umwandeln, der zeigt, dass Ey in BPP liegt.

Hiétte man ein PRAS fiir ein NP-vollstindiges Problem, so ware NP C BPP. Experten erwarten
nicht, dass letzteres der Fall ist, und sie erwarten daher auch nicht, dass man ein PRAS fiir ein
NP-vollstindiges Problem findet.

11.2

11.9

11.10

11.11

Zihlen von Losungen von Formeln in DNF

ProBLEM. Es sei F(x1,...,xn) = C1 V- VCummit Cy =L 1A Al ..., Cn =Lt A
-++/\, lin,r,, eine Formel in DNF, so dass jedes Literal 1; ; eine Variable xy oder ihre Negation X
ist und jede Variable in jeder Klausel C; hochstens einmal (sei es normal oder negiert) vorkommt.
Essein>lundm>1.

Es bezeichne #F die Anzahl der F erfiillenden Variablenbelegungen x : {x1,...,xn} — {0,1}.
Die zu losende Aufgabe besteht darin, zu gegebenem F die Zahl #F zu bestimmen.

Man weifs, dass dieses Problem #P-vollstindig ist. Die Existenz eines deterministischen Algorith-
mus dafiir, der in Polynomialzeit arbeitet, wird daher (analog wie bei NP) von vielen bezweifelt.
Wir werden im Folgenden aber ein (¢, 5)-FPRAS vorstellen und analysieren.

Dazu gehen wir zunéchst zu der folgenden allgemeineren Problemstellung iiber und untersuchen
einen ersten einfachen Algorithmus.

Es sei U ein endliches , Universum” und G C U eine Teilmenge, deren Grofie bestimmt werden
soll. G sei gegeben mittels der charakteristische Funktion g : U — {0,1} von G; es sei also
g(u) =1 < u € G. Gelegentlich benutzen wir die Abkiirzung p = |G| /[U].

Wir machen folgende Annahmen:

19. Dezember 2019 © Th. Worsch 2000-2019





11. Randomisiertes Approximieren 92

e g ist schnell zu berechnen, d.h. die Frage der Zugehorigkeit eines u zu G ist schnell zu
entscheiden.
e Man kann schnell zuféllig gleichverteilt ein u aus U auswéhlen.

Im Falle der Bestimmung von #F ist U die Menge aller 2™ méglichen Variablenbelegungen x und
die Abbildung g ist gerade die durch die Auswertung F(x) vermittelte.

11.12 ALGORITHMUS.
z < 0 (Variable zum Zihlen der Losungen)
fori< 1to N do
u < (zufillig gleichverteilt aus U ausgewdihltes Element)
if g(u) =1 then
zZz+1
fi
od
return g -[U]

Wir gehen zundchst kurz darauf ein, dass dieser Algorithmus sinnvoll ist. Anschlieflend wird
aber plausibel gemacht werden, dass er leider noch einen Nachteil hat.

11.13 LemMma. Es sei Y; die Zufallsvariable mit

Y — {1 falls im i-ten Schleifendurchlauf g(u) = 1 ist

0 sonst

und Z = % ZiN:] Y;. Dann ist E [Z] = |G|.

11.14 Bewers. Offensichtlich ist E [Y;] = |G|/ [U|. Wegen der Linearitit des Erwartungswertes ist E [Z] =
u u G
MM EM] = "N‘lu}flGl n

Durch dieses Lemma noch nicht beantwortet ist aber die Frage, wie groff man die Anzahl N
der Schleifendurchldaufe wihlen sollte, damit die Wahrscheinlichkeit fiir ein ,stark” von |G|
abweichendes Ergebnis ,klein” ist.

Darauf gibt der folgende Satz einen Hinweis:

11.15 Satz. Es seien & und € aus dem Intervall (0;1]. Algorithmus 11.12 liefert mit einer Wahrscheinlichkeit
grofer oder gleich 1 — & eine e-Approximation fiir |G|, falls gilt:

D2
T e2p 6
11.16 Bewers. Es seien 6 und ¢ beliebig aber fest. Es sei Y = ZiN:1 Y; und folglich Z = [U| Y/N.
Y ist binomialverteilt mit Erwartungswert Np und auf Y sind die Ergebnisse tiber Chernoff-
Schranken anwendbar, z. B. Korollar 4.21. Damit erhilt man:

P((1T—¢)[GI<Z < (T+¢)[G])
= P((1—e)Np <Y< (1+¢)Np)
= T—P((1T—¢)Np>Y)—P(Y > (1+¢)Np)
176—52Np/276—£2Np/5
1—2e7¢"NP/5

VoV
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Setzt man hier den oben angegebenen Wert fiir N ein, ergibt sich im Exponenten

2 2 2
R Np :_e 5p1n6 :—lngzlné
5 €205 5 2
und daher P((1—¢)|G| < Z< (14+¢)|G]) > 1-2. n

Der obige Satz besagt, dass man eine ,,gute” Approximation erhilt, wenn man unter anderem N
umgekehrt proportional zu p = |G| /|U| wéhlt. Man beachte, dass in der eingangs betrachteten
Bestimmung von #F dieser Wert 2~ ™ sein kann. Dies bedeutete dann eine exponentielle Laufzeit
des Algorithmus.

Und , bedauerlicherweise” sind die Chernoff-Schranken recht gut. Das heifit, solch grofse Lauf-
zeiten sind nicht nur hinreichend, sondern bei obigem einfachen Algorithmus auch notwendig.

Um zu einem polynomiellen RAS zu kommen, muss man also etwas anders vorgehen. Der
problematische Fall oben liegt dann vor, wenn G sehr klein im Vergleich zu U ist. Wir werden
im Folgenden daher auf einen Algorithmus hinarbeiten, bei dem U von vorne herein kleiner ist.
Fiir das DNF-Problem heifit das, dass man u. U. nicht mehr alle Variablenbelegungen in Betracht
zieht, sondern nur manche.

Es sei V ein endliches Universum, von dem m Teilmengen Hy, ..., Hyyy € V derart gegeben seien,
dass gilt:

o Fiir alle i ist |[H;| in Polynomialzeit berechenbar.
o Fiir alle i kann man aus H; zufillig gleichverteilt ein Element auswahlen.
e Fiir alle v € V und alle i kann man in Polynomialzeit feststellen, ob v € H; ist oder nicht.

Die Aufgabe besteht darin, die Gréfle von H = H; U - - - U Hiy, zu bestimmen.

Im Fall unseres DNF-Problems werden spiter als H; diejenigen Variablenbelegungen gewéhlt
werden, die die Klausel C; erfiillen. Da die Formel F in DNF vorliegt, ist dann |H| gerade die
Gesamtzahl von Variablenbelegungen, die T erfiillen.

Es sei U = HiU---UHy, die disjunkte Vereinigung aller Hj, also etwa U = {(v,i) | v € Hj}.
Offensichtlich ist [U| > [H|. (Da die H; nicht paarweise disjunkt sein miissen, werden manche
Elemente mehrfach gezihlt.)

Es sei cov(v) ={(v,1) | (v,1) € U}. Offensichtlich gilt:

e Es gibt genau [H| nichtleere Mengen cov(v).

e Die Mengen cov(v) sind paarweise disjunkt, partitionieren also U.
o Ul =Y [cov(v).

e Fiir alle v € Vist [cov(v)| < m.

Essei f: U — {0, 1} mit

f((v, 1) =

1 fallsi=min{j | v € Hj}
0 sonst

und es sei G = {(v,1) | f((v,1)) =1}
Dann ist |G| = [H|, denn in G wird jedes v € H genau einmal gezdhlt, ndmlich fiir das kleinste i
mit v € Hi. Zur Veranschaulichung ist die Situation in Abbildung 11.1 an einem Beispiel skizziert.

Um die Grofie von H C V zu bestimmen, kann man also auch die GrofSe von G C U berechnen.
Der entscheidende Punkt ist, dass im letzteren Fall die Grofienverhiltnisse , giinstiger” sind.

LEmMaA. p=|G|/|U]l > 1/m.
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Abbildung 11.1: Ein Beispiel zu Punkt 11.19. Die Elemente von U, die zu G gehoren, sind rot
gekennzeichnet.

Zum Beweis muss man nur beachten, dass [U| = } |, oy lcov(v)| < }_,cy m = m[H| = m|G] ist.

11.21 ArcoritHMUS. Wir wenden nun das obige Schema an, um das DNF-Problem zu l6sen. Als
H; wihle man die Menge aller Variablenbelegungen, die Klausel C; erfiillen, und wende den
Algorithmus wie in 11.12 beschrieben auf die Mengen G und U an, wie sie in Punkt 11.19 definiert
wurden.

(F=Cy V-V Cy mit Klauseln Cy =1;1 /\--- Ay, sei die vorgelegte Formel)
(5 und ¢ seien die vorgegebenen Approximationsparameter)
sizell < 0
fori<«+ 1tomdo
sizeHi - 2™ Ti
sizell < sizell + sizeHi
od
N 58—1}‘ ln%
z+0
fork < 1to N do
i < (zufillig aus [1; m| mit Wahrscheinlichkeit sizeHi/sizelUl ausgewihltes Element)
x < (Variablenbelegung; zufillig gleichverteilt ausgewdihlt aus denen, die Klausel C; erfiillen)
if =3j <1i:x € H; then xeG?)
z4z+1
fi
od
return & -sizell

11.22 Sarz. Algorithmus 11.21 ist ein (e, §)-FPRAS fiir das DNF-Problem.

11.23 Bewers. Die Grofle der Eingabe liegt in Q(n 4+ m) und in O(nm). Nach Lemma 11.20 ist p > 1/m.
Wir wollen nun Satz 11.15 anwenden, um folgern zu kénnen, dass Algorithmus 11.21 tatsachlich
ein (g, 8)-FPRAS fiir das DNF-Problem ist.
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Als H; wird die Menge aller Variablenbelegungen benutzt, die Klausel C; erfiillen. Es ist
also [H;| = 2™ Ti. Damit muss noch bewiesen werden, dass in der zweiten Schleife durch die
Zuweisungen an i und x stets zuféllig ein Element aus U gleichverteilt ausgewdhlt wird. Die
Wabhrscheinlichkeit, ein bestimmtes (x,1) auszuwihlen, ist aber gerade [H;i| /) [Hil-1/[H;| =
1/ ¥ Hil =1/1ul.

Also ist Algorithmus 11.21 tatsédchlich ein Spezialfall von Algorithmus 11.12.

Die Anzahl Schleifendurchlaufe ist N = 58—2‘ In %, also polynomial in 1/¢, log 1/6 und in der
Problemgrofie. Wegen der Voraussetzungen aus Punkt 11.19 ist daher auch die Gesamtlaufzeit
polynomial in den genannten Parametern. ]
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Content ﬂ(l'l'

Karlsruhe Institute of Technology

1. What is Randomised Approximation?

2. Approximately counting satisfying assignments for Boolean formulas
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Randomised Approximate Counting ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technolog
Definition

A randomised algorithm A approximates a quantity f(x) if for any input x the output A(x) satisfies:

Pr{A(x) — f(x)] < & f(x)] > 1 — 4.

The parameters are the relative error € and the failure probability o.
only A(z) = 0 is acceptable if f(z) =0

/ interval for A(x) interval for A(y) (e=1)
8 — : ‘|‘ ,
f(x) fy)

Remark: Related Complexity Classes

PRAS. Problems admitting A with running time polynomial in |x|, but not necessarily in % (for 6 = 1/4).
FPRAS. Problems admitting A with running time polynomial in |x| and 1 (for § = 1/4).
Note: Also defined where f(x) is not a number. For instance: Want to compute a vertex cover with a size close to optimal.
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Counting Satisfiable Assignments of Boolean Formulas ﬂ(l'l'

Karlsruhe Institute of Technology

A counting problem

For Boolean formula B(x, . .., x,) let #B be the 3 3
number of satisfying assignments: B=(xiVx)A(XVx)

B =1{(0,0,0),(0,0,1),(1,0,1),(1,1,1)}| = 4
#B=|{(x1,..., %) €{0,1}"| B(xy,...,X,) = 1}|. il b 2 bt 4

Approximation algorithm for #B in general? Unlikely.
Assume A satisfies Pr[|A(B) — #B| < e(#B)] <1 —4dfore = J and § = }. Then

Bis UNSAT < #B =0 < Pr[A
Bis SAT < #B > 0 < Pr[A

B) =

( 0
(B) >0

_._.
(ALY
INTRIFNT

If Ais polynomial time then A is BPP algorithm for SAT.
Then SAT € BPP and NP C BPP. Hard to believe. ..
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What could be a tractable special case? ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

UNSAT TAUT
'
0 T j on
#Bi #B>
We must distinguish: Bis UNSAT & #B =0 from Bis SAT & #B > 1.

We need not distinguish:  Bis TAUT < #B =2" from Bis NON-TAUT < #B < 2",

CNF is hard on the wrong end DNF looks good

(4 VX VX)) A...A(XGV X3V Xa7) (G AXe AXa) V...V (X1 A X3 A Xa7)
Deciding UNSAT is NP-hard. Deciding UNSAT is easy.
Deciding TAUT is easy. < only empty DNF-formula is UNSAT.
< only empty CNF-formula is TAUT. Deciding TAUT is hard.

Goal: Approximate #B for DNF formula B.

(Equivalently: Approximate 2" — #B for CNF formula B.)
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Intuition: Approximating 7
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Intuition: Approximate |S| for S C D by sampling from D

8/13
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compute the size of D

sample uniformly from D

decide for x € D whether x € S
soft requirement:

should not be too small

KIT
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For this to work we must be able to
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Approximate |S| for S C D by sampling from D ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Algorithm approxSetSize:
hits <~ 0

fori =1t Ndo Simple Theorem
sample x ~ U(D) Let D be a finite set and S C D such that we can efficiently
hits < hits + 1xcs

, compute |D|
return Ot . | D) sample uniformly from D
decide for x € D whether x € S
Chernoff Let p = |S|/|D|. Then approxSetSize with N = %ﬁ/‘s) approximates |S|
For ¢ € (0,1) and X ~ Bin(N, p): with relgtlve error € and failure probability .
—> Special Case €, = ©(1): Need N = Q(1/p) samples.

Pr[|X — E[X]| > eE[X]] < 2exp(—£E[X]/3).
Proof: Apply Chernoff to hits ~ Bin(N, p).
Pr[fail] = Pr[[result — |S|| > ¢|S[] = Pr[| % - |D| - |S|| > &[S]] = Pr[|nits — [3IN| > e{5{N]
= Pr[|hits — pN| > pN] = Pr[|hits — E[hits]| > cEfhits]] < 2 exp(—¢E[hits]/3) = 2exp(—£°pN/3) = 4.
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Approximate |S| for S C D by sampling from D ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Algorithm approxSetSize:

hits < 0 :

fori =1t Ndo Simple Theorem
sample x ~ U(D) Let D be a finite set and S C D such that we can efficiently
hits < hits + 1xcs

, compute |D|
return Ot . | D) sample uniformly from D
decide for x € D whether x € S
Chernoff Let p = |S|/|D|. Then approxSetSize with N = %ﬁ/‘s) approximates |S|
For ¢ € (0,1) and X ~ Bin(N, p): with relgtlve error € and failure probability .
—> Special Case €, = ©(1): Need N = Q(1/p) samples.

Pr[|X — E[X]| > eE[X]] < 2exp(—£E[X]/3).

Application to #B

® S = satisfying assignments of B ap= % = #;5 a N = Q(2") required
® D={0,1}" ® We may have p = 1/2" .
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No Surprise ﬂ(l'l'

Karlsruhe Institute of Technology

Of course this didn’t work

Did not exploit that B is in DNF.
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Approximating #B for B in DNF ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Assume B=C; V...V Cp a D :={xe{0,1}"| Ci(x) =1} (satisfying assignments of C;)
where C; contains /; literals. wD:={(i,x)|ie[m,xeD} (=D . . Dy

111 4@ @ S:={(i,x)|ie[m,xe€Dyx¢DyU...Di_1}

110 4@ LR

101 A Claim: We can approximate |S| = #B by sampling from D
100 + ®

011 1 o B We can compute |Dj| = 2" % and |D| = Y., |Dj|. v/

010 A R We can efficiently sample (/, X) ~ U(D) v/

001 1 ® sample / such that Pr[/ = i] = ‘D’l

000 - ® ® sample X ~ U(D))

< set variables appearing in C; as required sample others from Ber(1/2).

VECRVES) ® Yields Pr{(/, X) = (i,)] = 120 . 1 = & forall (i, x) € D.
1 I (| . 1

IR, We can efficiently decide “is (i, x) € S?”" v/

< < < — just plug x into all clauses Cy, ..., C; // time O(mn)
<% R 18]

P = {5 satisfies p > .. v/
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Takeaway ﬂ(l'l'

Karlsruhe Institute of Technology

Theorem

If Bis in DNF, then we can approximate #B in polynomial time (using N = m - w samples)
with relative error € and failure probability .

Intuition: Why did this work?

Naive strategy: Improved strategy:
{0, 13"
D
Problem: |S|/|{0, 1}"| may be exponentially small Advantage: |S|/|D| is Q(1/m).

12/13 WS 2025/2026 Stefan Walzer: Approximation Algorithms ITI, Algorithm Engineering



Conclusion ﬂ(l'l'

Karlsruhe Institute of Technology

Randomised Approximation is Powerful

For B in DNF:
@ Computing #B exactly is #P-complete.
® no deterministic approximation algorithm for such problems is known

® we analysed an efficient randomised approximation algorithm
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Appendix: Possible Exam Questions A\‘(IT

Karlsruhe Institute of Technology

@ What is a randomized approximation algorithm (for a counting problem)?
® We considered the counting problem # B for Boolean formulas. Did we succeed in the general case? Why
not?
® Which special case did we focus on? Why does the problem of general case not apply?
® We studied an algorithm that estimates the size of | S| for two sets S C D.
@ Under which assumptions is this applicable?
@ How did the algorithm work?
® How does the number of required samples depend on |S| and |D|?
a To estimate #B for a DNF formula B, we learned a more clever approach.

a® How did this approach work?
® How does it avoid the problem of the naive approach?
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