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1. Vorwort

Die vorliegende Arbeit untersucht eine unter dem Namen ,Lokale Suche in variabler
Tiefe* bekannte Optimierungsstrategie fiir algorithmisch schwierige Probleme. Diese
Untersuchung wird unter anderem anhand des Traveling Salesman Problems durchge-
fithrt, welches zu den klassischen Problemen der kombinatorischen Optimierung gehort.
Der Schwerpunkt liegt auf dem Spezialfall des symmetrischen Traveling Salesman Pro-
blem, das in der Praxis viele Anwendungen hat. Beispielsweise kommt es in der VLSI
Chipprooduktion oder der Olbohrindustrie vor und betrifft auch ganz alltigliche Fra-
gestellungen, wie die optimale Aufgabenreihenfolge fiir Servicetechniker der Deutschen
Telekom AG im Ausseneinsatz. Das Problem an sich ist NP-hart und unter der allge-
mein als wahr vermuteten Behauptung, dass P # NP hat jeder neue Algorithmus, der
das Problem optimal 16st, eine Laufzeit, die schneller steigt als jedes Polynom. Diese
Tatsache ist Haupttriebkraft bei der Suche nach guten Schéatzverfahren, die zwar ei-
ne gute Losung nur abschétzen, dies aber vergleichsweise schnell tun. In der Realitét
reicht eine gute Schitzung in vielen Féllen schon aus.

Ein gerne gewéhlter Ansatz zur Schitzung ist die lokale Suche. Diese benutzt die
Vorstellung, dass es in der ,N&he* einer Losung wohl noch eine bessere gibt und dann
von dort aus weitere suchten, bis eine Losung vorliegt, die ein lokales Optimum ist. Die
Hoffnung ist hierbei, dass das lokale schon fast oder sogar ganz dem globalen Optimum
entspricht. Mit wachsender Nachbarschaftsgrofse wachst allerdings auch die Laufzeit
und wird schnell unhandhabbar. 1970 stellen Shen Lin und Brian Kernighan [LK73]|
eine besonders effektive Variante dieses Suchverfahrens fiir das Traveling Salesman Pro-
blem vor. Ihre Arbeit ist eine Verallgemeinerung eines Verfahrens, das sie kurze Zeit
zuvor schon erfolgreich am ebenfalls AP-harten Problem der Graph-Partitionierung
anwandten und veré6ffentlichten. Sie geben die Nachbarschaftsgréfie nicht von vorn her-
ein fest an, sondern lassen das Verfahren im Lauf selbst entscheiden. Die nach ihnen
benannte Lin-Kernighan Heuristik z&hlt auch heute nach fast 35 Jahren noch zu den
effektivsten Verfahren zur Approximation des Traveling Salesman Problems, so wie es
in vielen Anwendungen auftritt.

Das Traveling Salesman Problem hat eine lange Historie. Bereits 1832 wird es im
Buch Der Handlungsreisende - Wie er sein soll und was er zu thun hat, um Auftrige
zu erhalten und eines glicklichen FErfolgs in seinen Geschdiften zu sein - Von einem
alten Commis-Voyageur erwahnt. Die Formalisierung des Problems und die intensive
wissenschaftliche Forschung begannen in den dreifsiger Jahren des letzten Jahrhunderts.
Fiir eine detaillierte historische Betrachtung des Problems empfiehlt sich das Buch von
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Applegate et al. [ABCCOT].

Diese Arbeit untersucht neben einigen Varianten der Lin-Kernighan Heuristik auch
die Frage, ob sich die Optimierungsstrategie auch auf andere schwere Probleme an-
wenden ldsst. Namentlich ist dies das Problem MAX2SAT, ein Spezialfall aus der
Familie der Erfiillbarkeitsprobleme. Dieses Optimierungsproblem fragt bei einer gege-
benen Formel in 2CNF nach der maximalen Zahl erfiillbarer Klauseln. Dabei ist die
Tatsache interessant, dass das zugrunde liegende Problem 2SAT, also die Frage ob eine
Formel in 2CNF komplett erfiillbar ist, sogar einfach zu l6sen ist. Ganz im Gegensatz
zu MAX2SAT, von dem bekannt ist, dass es schwer ist.

Zu diesen Fragestellungen werden im Verlauf Lésungsverfahren entwickelt und experi-
mentell untersucht. In diesem Zuge werden zusétzlich offene und thematisch verwandte
Probleme identifiziert.
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2.1. Das Traveling Salesman Problem (TSP)

Das Traveling Salesman Problem gehort zu den bekanntesten Optimierungsproblemen.
Das Problem lésst sich anschaulich sehr einfach formulieren: Gegeben sind eine Menge
von Stadten und die Distanzen zwischen diesen Stddten. In der einfachsten Version
unterliegen diese Distanzen keinen Randbedingungen. Sie sind beliebig. Gesucht ist
nun eine Tour iiber alle Stddte mit minimaler Gesamtlidnge, d.h. ausgehend von einer
Anfangsstadt wird eine Tour iiber alle Stddte gesucht, die an ihrem Anfang auch wie-
der endet und jede Stadt genau einmal besucht. Dies bedeutet insbesondere auch, dass
keine Stadt mehrfach besucht wird. Obwohl dieses Problem auf den ersten Blick sehr
leicht anmutet, ist diese Leichtigkeit triigerisch. Es ist bis heute nicht gelungen, ein
effizientes Losungsverfahren zu entwickeln.

Optimale Losungen fiir dieses allgemeine Traveling Salesman Problem sind von ei-
nem Losungsalgorithmus allerdings auch nicht zu erwarten. Fiir das allgemeine TSP
gibt es sogar ein negatives Resultat, was die Schitzung einer Losung betrifft. Nur
wenn gewisse Einschriankungen fiir die Kantengewichte exisiteren, werden Schétzver-
fahren moglich sein. Die Sprachversion des TSP, also die Frage, ob es eine Rundreise
gibt, deren Kosten durch eine Konstante beschrankt sind, ist AP-hart und gehort zu
den meist erforschten Problemen in der Komplexitdtstheorie. Allgemein wird davon
ausgegangen, dass die Laufzeit aller AN'P-harten Probleme exponentiell ist [Weg03].
Allerdings handelt es sich hier nur um eine Vermutung und ein Beweis ist noch zu
erbringen. Nicht ohne Grund sind diese Fragestellung und ihre Verwandten ein Feld
intensiver Forschung.

Fiir viele reale Anwendungen des TSPs sind Schitzungen aber ausreichend. So wé-
re ein Geschéftsmann zufrieden, wenn er fiir eine zeitaufwéndige Dienstreise durch
verschiedene Léander vielleicht nicht die schnellsten Flugverbindungen benutzt, aber
auf jeden Fall sicher sein konnte, dass die geplante Route ihm nicht mehr Reisetage
zumutet als wirklich notwendig. Die Suche nach Approximationen, fiir die bestimmte
Giiteaussagen gelten, ist also kein Vorgang von rein theoretischer Natur, sondern fin-
det seine Berechtigung auch durch die praktischen Anwendungen.

Eine Approximation A produziert fiir eine zulissige Eingabe x € X eine ebenso zu-
lissige Losung s(xz) € S (kurz: s € S), wobei X die Menge aller Eingaben und S die
Menge aller Losungen ist. Jeder Losung s wird ein Wert f(z, s) zugewiesen. Fiir viele
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Probleme ist dieser Wert ganzzahlig. Diese Giite einer Losung ist anschaulich die Néhe,
die sie zur optimalen Losung opt(x) fiir die Eingabe z hat. Fiir Optimierungsprobleme
ist die Approzimationsgiite einer Losung s und zugehoriger Eingabe x definiert als

X{opt(x) f(s,x)} ' (2.1)

f(s,x)" opt(x)
Sie wird auch synonym als Approzimationsfaktor bezeichnet. Eine Approximation kann
also daran gemessen werden, ob ihre Giite durch eine Konstante k fiir alle méglichen
Eingabeinstanzen garantiert, also nach oben beschrankt werden kann und wie nah k£ an
1 ist. Fiir £ = 1 wird offensichtlich das Optimum gefunden und je néher die Konstante
an 1 ist, desto besser. Existiert ein solcher konstanter Faktor k£, dann wird auch von
einer k-Approximation gesprochen.

Im allgemeinen Traveling Salesman Problem ist ein vollstdndiger, gewichteter Graph
G mit n Knoten gegeben. Die Kanten kénnen in Hin- und Riickrichtung unterschied-
liche, ja beliebige Langen haben. Gesucht ist eine Tour iiber alle Knoten in G mit
minimaler Summe ihrer Kantengewichte. Fiir das allgemeine TSP gibt es aber leider
ein negatives Resultat von Sahni und Gonzalez [SGT6], dass keine Hoffnung auf einen
Approximationsalgorithmus besteht.

Satz 1 (Nichtapproximierbarkeit des allgemeinen TSP)
Solange nicht P = NP gilt, gibt es keine k-Approximation des allgemeinen TSP fiir
beliebiges k > 1.

Der Beweis beruht auf einer Reduktion auf das Hamiltonkreisproblem, das als NP-
vollsténdig bekannt ist [Weg03|. Es wird nun angenommen, dass es einen Algorithmus
A gébe, der eine k-Approximation sei und in Polynomialzeit liefe. Gegeben sei wei-
terhin ein Graph G = (V, E) als Eingabe fiir die Entscheidungsvariante des Hamil-
tonkreisproblems gegeben. Aus diesem wird eine Instanz fiir das allgemeine TSP mit
n = |V| Knoten und den Kantengewichten ¢ : E — Zy wie folgt konstruiert:

o 1,  fiir (i,j) € E
c(é, j) = I
n-k, fur (i,7) ¢ FE

G enthédlt genau dann einen Hamiltonkreis, wenn es in der konstruierten Instanz ei-
ne TSP Tour mit Lénge n gibt. Zudem enthélt G genau dann keinen Hamiltonkreis,
wenn jede mogliche TSP Tour in der konstruierten Instanz langer als n - k ist. Eine
k-Approximation fiir das allgemeine TSP koénnte also das Hamiltonkreisproblem ent-
scheiden. Dies wiirde allerdings P = NP implizieren und fithrt zum Widerspruch der
Annahme. ([

Trotz dieses sehr erniichternden Resultats, ist noch nicht alles verloren. Die meisten
Instanzen, die in der Realitat auftauchen, sind nicht nur symmetrisch, sondern erfiillen
auch die Dreiecksungleichung, gehoéren somit zur metrischen Variante des TSP. Kurz
gesagt, die Kantengewichte werden so eingeschriankt, dass sie eine Metrik definieren.
Fiir diese Variante werden sich durchaus k-Approximationen finden lassen.
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Definition 1 (Das metrische Traveling Salesman Problem)

Gegeben sei ein gewichteter, ungerichteter Graph G = (V, E). V.= {1,...,n} ist die
Menge der Knoten und E = {(i,j)|i,j € N} die Menge der Kanten. Der Grad eines
Knoten ist die Anzahl der zu ithm inzidenten Kanten.

Jede Kante (i,7) bekommt tber eine Kostenfunktion ¢ : V x V +— N ein Gewicht
c(i,j) zugeordnet. Die Distanzmatriz D, mit c(i,j) = D; ; ist eine andere Schreibwei-
se der Kostenfunktion, die der Distanz von Knoten i bis Knoten j entspricht. Die
Kantenlingen sind symmetrisch und erfillen die Dreiecksungleichung.

FEin Pfad ist eine Kantenmenge {(i1,1%2), (42,%3), ..., (ik—1, %)}, mit iy #iq, V p # q.
Ein Kreis ist eine Kantenmenge {(i1,12), (i2,13), ..., (ix, 01)}, mit i, # iq, fir p # q.
Eine Tour ist ein Kreis mit k = n. Sie besucht jeden Knoten genau einmal.

Fir eine gegebene Untermenge S C E ist die Linge I(S) definiert als

1(S) = clij)-

(4,5)€S

Eine optimale Tour T € T in G ist ein Kreis minimaler Linge. Damit ldsst sich nun
das eigentliche Problem formulieren.

Gegeben ist ein gewichteter Graph G. Finde eine optimale Tour T in G. Bestimme
also:

min c(i,j) + c(vnr,v1,r) (2.2)
TeT
(i,j)er
Ein Graph heisst weiterhin zusammenhéngend, wenn es fiir jedes beliebige Knotenpaar
(i,7) einen Pfad zwischen den Knoten gibt. Ein Baum ist ein zusammenhéngender
Graph ohne Kreis und ein Spannbaum ist ein Baum der Groéfse n — 1, also mit n — 1
Kanten aus G. Ein minimaler Spannbaum ist ein Spannbaum minimaler Lénge.

Fiir den Fall, dass das Problem mit roher Rechengewalt, durch simples Ausprobie-
ren aller Moglichkeiten, gelost werden soll, liefte sich ein einfacher Algorithmus finden.
Alle Losungsmoglichkeiten wiirden aufgezihlt und einfach nacheinander ausprobiert.
Zum Schluf wiirde die beste gesehene Tour nur noch einmal ausgegeben. Allerdings
ist die schiere Anzahl der moglichen Lésungen selbst im symmetrischen TSP viel zu
grof, als dass sich dieses Vorgehen auch nur ansatzweise lohnen wiirde.

Die Anzahl moglicher Touren im symmetrischen Traveling Salesman Problem betragt
(n — 1)!/2. Dies lasst sich mit einem einfachen induktiven Argument zeigen:

Angenommen, es existiert bereits eine Aufzdhlung aller Touren fiir n — 1 Stddte und
diese habe die Kardinalitét 7'(n). Daraus lésst sich eine Aufzahlung aller Touren fiir n
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Stadte leicht konstruieren. Eine n-Stadte Tour 7, entsteht, indem in eine n — 1-Stadte
Tour 7,-1 ein Umweg zur n-ten Stadt eingebaut wird. Dafiir gibt es nun offensichtli-
cherweise n — 1 mogliche Stellen, die aufgetrennt werden kénnen. Fiir diese einfache
Konstruktion lésst sich auch eine Rekursionsgleichung angeben. Die Anzahl mdglicher
Touren {iber n Stédte ist gleich

T(n)=T(n—1)-(n—1). (2.3)

Dazu verdeutlicht Abbildung noch einmal die Konstruktion an einem Beispiel.

V2 U3

/ n — 1 Knoten.

\
| Eine Tour 7,1 tber
/

\ Der Knoten v,, wird
w hinzugenommen. Die
! resultierende Tour 7,

\
Unil // \\ ,Un74 o .
\ / lauft tiber n Knoten.

. ¥A|;bildung 2.1.: Tour Konstruktion

Die kleinste Zahl an Stadten, zu der sich Touren konstruieren lassen, ist offensichtlicher-
weise 3. Touren in umgekehrter Reihenfolge gelten ebenso wie Touren, deren Anfang
um ein Offset verschoben ist, als dquivalent. Fiir n = 3 Stddte gibt es eine Tour, fiir
n = 4 Stadte gibt es nach obiger Konstruktion schon 3 mdgliche Touren und fiir n = 5
sind es bereits 12 mogliche unterschiedliche Touren. Fiir n = 100 ergibt sich die Schwin-
del erregende Zahl von T'(100) = 4.66631077 - 101> moglicher Touren. Zum Vergleich:
Die geschiitzte Anzahl Atome im Universum liegt in der GréRenordnung von etwa, 1078.
Es ergibt sich nun recht offensichtlich fiir n Stadte T'(n) = 3-4-5-...-(n—1) = (n—1)!/2.
Aus obiger Betrachtung folgt also:

Satz 2 (Anzahl Touren im symmetrischen TSP)
Die Anzahl der Touren im symmetrischen Traveling Salesman Problem betrdgt
T(n)=(n—1)!/2.
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Im weiteren Verlauf wird das metrische Traveling Salesman Problem zur Vereinfachung
der Schreibweise oft nur als Traveling Salesman Problem bezeichnet. Beide Namen sind
fiir diese Arbeit dquivalent, sofern im Text nicht anders angegeben.

2.2. Algorithmen

Die Gruppe der Losungsalgorithmen fiir das Traveling Salesman Problem lasst sich
grob in drei Gruppen einteilen:

e Exakte Algorithmen
e [terative Methode

e Heuristische Methoden

2.2.1. Exakte Algorithmen

Exakte Algorithmen garantieren beweisbar das Ergebnis ihrer Berechnungen. Sie fin-
den die optimale Losung in einer vorher bekannten Anzahl von Schritten. Derzeit eig-
nen sich exakte Verfahren fiir die Losung von Instanzen mit einigen hundert Stédten.
Es gibt auch schon erste Berichte iiber die Losung von Traveling Salesman Instanzen
mit wenigen tausend Stadten [Hel00].

Alle Methoden, die mit roher Gewalt optimale Losungen durch Ausprobieren ausrech-
nen, gehoren trivialerweise zu den exakten Algorithmen. Das naheliegendste Verfahren
ist die Aufzdhlung aller Permutationen und die Ausgabe der giinstigsten Rundreise.
Dieser Algorithmus hat aber eine praktisch unbrauchbare Laufzeit von O(n-n!). Dieses
naive Verfahren kann durch dynamisches Programmieren allerdings verbessert werden.

Die Grundidee ist die folgende. O.b.d.A. beginne eine optimale Rundreise im Kno-
ten 1 und besuche dann den Knoten k. Dann muss der Riickweg von k£ nach 1 {iber die
Knoten {2, -+ ,n}—{k} auch optimal sein. Sei dazu die Distanzmatrix M gegeben und
g(i,S) als die Lénge des kiirzesten Weges, der bei Knoten ¢ beginnt und alle Knoten
in der Menge S genau einmal besucht, um dann im Knoten 1 zu enden. Diese Lénge
lasst sich durch folgende rekursive Gleichung fiir alle Teilmengen S C {2,...,n} und
alle Knoten ¢ ¢ S angeben:

. mi, wenn S = ()
90:) = Y minmi; + 95,5 — (7)), wemn 5 £0 .
J

Daraus ergibt sich folgender Algorithmus, der die Eintréige einer Tabelle g mit g[i, S| =
g(i,S) speichert.
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Algorithmus 1 Losung des TSP mit Hilfe des dynamischen Programmierens
Eingabe: Distanzmatrix M
Ausgabe: Optimale Lésung

1: for i =2 ton do

2 gli, 0] = mij

3: end for

4: Berechne g[1,{2,...,n}]

Alle entstehende Teilprobleme kénnen mit Hilfe von Gleichung gelost werden. Das
Verfahren hat hochsten n - 2™ Teilprobleme, die jeweils in linearer Zeit gelost werden
kénnen. Der Zeitaufwand dieses Verfahrens zur Losung des allgemeinen TSP ist also
O(n?-2") und der Platzbedarf fiir die Tabelle g betriigt Q(n -2"). Dies ist zwar immer
noch kein praktisch nutzbarer Ressourcenbedarf, aber schon deutlich besser als der
naive Losungsalgorithmus.

2.2.2. lterative Methoden

Eine weitere Moglichkeit zur Losung des Traveling Salesman Problems ist die lineare
Programmierung. Sie ist eines der Standardverfahren zur Losung grofer Problemin-
stanzen. Mit einer starken Anwendung im Operations Research entstanden, ist sie
dort eines der Hauptverfahren zur Losung linearer Probleme, indem sie eine sehr all-
gemeine Vorgehensweise zur Verfiigung stellt, um auch Probleme 16sen zu kénnen, fiir
die noch keine speziellen Verfahren bekannt sind.

Die lineare Programmierung geht so vor, dass sie das betrachtete Problem als System
linearer Ungleichungen modelliert. Fiir das symmetrische Traveling Salesman Problem
lasst sich eine solche Formulierung finden. Gegeben ist eine Menge von n Stddten und
ein Kostenvektor ¢ € R™"~1)/2 Dies entspricht der Zeile einer Distanzmatrix. Eine
Tour wird weiterhin als Inzidenzvektor z € S C {0,1}"»~1/2 aus der Menge der
moglichen Touren S angegeben. Der Vektor gibt dabei in der i-ten Komponente an,
ob Kante ¢ in der Tour enthalten ist. Damit lassen sich die Kosten einer Tour berech-
nen durch ¢’z und eine dquivalente Formulierung des TSPs ist daher die Suche nach
min (ch), mit X € S. Diese Formulierung hat aber den Nachteil, dass sie so nicht
ohne weiteres l6sbar ist. Daher werden die Bedingungen relaxiert, was nichts anderes
bedeutet als, dass sie anschaulich ein bifschen weniger streng beachtet werden. Das

entstehende und einfacher zu handhabende Problem ist die Suche nach
min (CT:L‘) , mit Az <b . (2.5)

Az < b ist ein lineares Ungleichungssystem, das von allen x € S erfiillt wird. Das
heisst, dass jede Losung des urspriinglichen Problems auch eine Lésung von Unglei-
chung ist, aber nicht zwingend umgekehrt. Die neue Formulierung hat eventuell
einen groferen Losungsraum, da nur die Forderung erfiillt wird, dass die urpsiirungli-
chen Losungen im neuen Losungsraum enthalten sind. Nun kann diese Formulierung
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als lineares Programm aber beispielsweise mit dem Simplex-Algorithmus berechnet
werden und das Ergebnis ist eventuell zu klein. Fiir eine berechnete Losung x’ gibt
es zwei Moglichkeiten. Entweder ist 2’ € S, womit eine optimale Tour gefunden wire,
oder es ist nur eine untere Schranke. Im zweiten Fall existiert wegen der Konvexitéit
des Losungsraum eine weitere lineare Ungleichung, die zwar von allen Punkten aus S
erfiillt wird, aber eben nicht von z’. Diese Ungleichung wird als Schnittebene bezeich-
net und wird dem Ungleichungssystem Ax < b hinzugefiigt. Dieses Vorgehen wird nun
iterativ soweit fortgesetzt, bis der Losungraum so weit beschnitten ist, dass nur noch
die optimale Tour als Losung gefunden wird. Das Problem ist also, geeignete Schnit-
tebenen zu finden. Gerne werden hier sogenannte Hypergraphen-Schnitte verwendet,
die Kanten erlauben, die iiber mehrere Kanten eines Graphen gehen. Ein Beispiel hier-
fiir sind die subtour inequalities.

Es gibt effiziente Moglichkeiten, das Ergebnis der vorherigen Berechnungen bei Hin-
zunahme einer weiteren Ungleichung in dem Ungleichungssystem weiterzuverwenden
und so iterativ zu einer Losung des symmetrischen TSPs gelangen.

Viele Anwendung der Linearen Programmierung sind, wie eingangs erwahnt, im Ope-
rations Research beheimatet. Zu Thnen zdhlen ganz alltdgliche Dinge wie die optimale
Verteilung von Containern auf Frachtschiffen unter Einbeziehung von Nebenbedingun-
gen wie gesetzliche Bestimmungen, maximale Beladung oder Positionen, um bei Zwi-
schenstationen der Reise schnell umgeladen werden zu kénnen.

2.2.3. Heuristische Methoden

Im Vergleich zu den exakten Algorithmen liefern heuristische Verfahren nur ,,gute” und
nicht zwingend optimale Losungen, dafiir aber in relativ kurzer Zeit. Sie garantieren
aber nicht, dass das Optimum wéahrend des Laufs gefunden wird. Diese Verfahren sind
oft weniger komplex als exakte Algorithmen und die Laufzeiten sind um Gréfenord-
nungen kiirzer. Man unterscheidet zwischen speziell auf das Problem zugeschnittenen
Heuristiken und sogenannten Meta-Heuristiken. Letztere bieten einen generischen Ab-
lauf, der in Teilschritten nur noch an das zu optimierende Problem angepasst werden
muss. Bekannte Vertreter sind beispielsweise Simulated Annealing oder auch die Evo-
lutiondren Algorithmen.

Die Menge der heuristischen Verfahren speziell fiir das Traveling Salesman Problem
wird gerne in die folgenden drei Unterklassen aufgeteilt:

e Algorithmen zur Tourkonstruktion
e Algorithmen zur Tourverbesserung
e Gemischte Verfahren

Algorithmen zur Tourkonstruktion berechnen eine Tour Knoten fiir Knoten. In jedem
Schritt werden zu einer entstehenden Tour weitere Stédte hinzugefiigt. Algorithmen
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zur Tourverbesserung optimieren eine bereits bestehende Tour Schritt fiir Schritt durch
bestimmte Ersetzungen und Austausche. Die gemischten Verfahren vereinigen beide
vorherigen Ideen. Der in einem solchen gemischten Verfahren benutzte Algorithmus
zur Tourkonstruktion wird auch salopp als Startheuristik bezeichnet.

Die einfachste Herangehensweise konstruiert eine Tour fiir das metrische TSP in li-
nearer Zeit. Gegeben sei eine Instanz G = (V| E) fiir das metrische TSP. Daraus wird
ein Eulerscher Graph durch eventuelles Verdoppeln von Kanten erzeugt, so dass jeder
Knoten geraden Grad hat. Eine Eulertour E(G) wird berechnet und mehrfache Vor-
kommen von Knoten auf dieser Tour werden bis auf das erste Vorkommen ignoriert.
Da die Dreiecksungleichung gilt, ist die Gesamtlange dieser konstruierten Tour hoch-

stens [(E(G)).

Die besten Ergebnisse liefern allgemein die Tourverbesserungsalgorithmen, die aus-
gehend von einer Starttour nach Verbesserungen suchen. Interessanterweise gibt es
auch Ansétze, exakte Algorithmen und heuristischen Verfahren zu kombinieren, um
erfolgreich die Laufzeit auf der Suche nach dem Optimum zu beschranken.

2.3. Heuristiken

Nach dem einfiihrenden Beispiel, iiber den Umweg einer FEulertour eine zuléssige Lo-
sung fiir das metrische TSP zu konstruieren, liegen mehrere einfache Heuristiken nahe.
Eine der bekanntesten ist die Nearest Neighbor Heuristik.

2.3.1. Nearest Neighbor

Bei dieser Heuristik wird mit einem beliebigen Knoten begonnen. Der Grundgedanke
ist, dass benachbarte Knoten auf der Tour auch moglichst nahe im Eingabegraphen
beieinander liegen. Daher wird bei der Konstruktion der Tour per Nearest Neighbor
immer der vom zuletzt hinzugefiigten Knoten der Tour am néchsten liegende noch
nicht besuchte Knoten im Graphen als neuer Knoten in die Tour aufgenommen. Die-
ses Schétzverfahren ist jedoch oft zu gierig. Die zuerst gefundenen Distanzen sind
relativ kurz, aber zum Ende des Algorithmus werden sie immer langer. Die Nearest
Neighbor Heuristik liefert nur recht schlechte Ergebnisse, wie erste Simulationen, als
auch eine theoretische Worst-Case-Analyse zeigen.

Die Simulationen wurden mit je 5000 unabhéngigen und randomisierten Laufen auf
den Instanzen lin318 und berlin52 aus der TSBLIB |Rei91] durchgefiihrt. Die Ergeb-
nisse der Laufe wurden in einer Liste gespeichert und mit dem Statistiktool GNU R
[gnu07] aufbereitet.

In beiden Simulationen ist die Ndherung an das Optimum nur sehr grob. Selbst das in
den Testlaufen jeweils gefundene Minimum weist eine deutliche Differenz zum bekann-
ten Optimum auf. Fiir die Instanz berlin52 sind dies etwa 8,5% und fiir 1in318 bereits



2.3. Heuristiken 13

Optimum Minimum Median Mittelwert Maximum

lin318 42029 49201 52680 52580 58850
berlin52 7542 8181 9290 9374 10298

Tabelle 2.1.: Ergebnis der Simulationen auf den Instanzen lin318 und berlin52

das Zweifache mit knapp 17%. Dabei ist anzumerken, dass das gesehene Minimum der
Testlaufe nur selten auftaucht und, wie in Tabelle zu sehen ist, im Mittel durch-
aus noch schlechtere Ergebnisse zu erwarten sind. Die Abbildungen und zeigen
die Histogramme der Testldufe auf beiden Instanzen. Die haufigsten Ergebnisse sind
deutlich schlechter als das Optimum und streuen zuden auch noch iiber einen grofen
Bereich. Wie es scheint, sinkt die Qualitat der berechneten Losungen mit steigender
Grofe der Eingabeinstanzen.
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Ergebnis

Abbildung 2.2.: Histogramm der 5000 Laufe auf der Instanz 1lin318

Neben der experimentellen gibt es fiir die Giite der Nearest Neighbor Heuristik auch
noch eine theoretische Worst-Case-Analyse, die diese schlechten Ergebnisse erklért.
Insbesondere der Verdacht, dass die Nearest Neighbor Heuristik mit wachsender Kno-
tenanzahl immer schlechtere Ergebnisse liefert, wird erhértet.

Satz 3 (Approximationskomplexitit der Nearest Neighbor Heuristik)

Die Nearest Neighbor Heuristik ist eine W-Appmximation fiir das metrische Tra-
veling Salesman Problem auf vollstindigen, ungerichteten Graphen der Grifie n.

Bemerkenswert ist die Tatsache, dass die Anzahl der Knoten bei der Abschitzung
des Worst-Case eine deutliche Rolle spielt. Der Beweis dieser Aussage ldsst sich nach
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Abbildung 2.3.: Histogramm der 5000 Laufe auf der Instanz berlin52

[ILLRKS85] herleiten:

Beweis: Die Losung der Nearest Neighbor Heuristik ist eine Permutation m der Knoten,
die der Reihenfolge der Rundreise entspricht. (71, ..., m,) entspricht in offensichtlicher
Weise der Tour ¢t = (71,..., 7y, 7). Nun wird folgendes definiert:

l(n(s)) =c(m(s),m(s+1)),1<s<n-1

l(m(n)) := ¢(m(n), (1))

Jedem Knoten ¢ wird die Lange (Kosten) ¢(7) derjenigen Kante der Tour ¢ € T' zuge-
ordnet, die in t den Knoten ¢ verldsst und zu seinem Tournachfolger fiihrt. Da jede

Kante der Tour in der Menge {l(1),...,{(n)} genau einmal vorkommt, entspricht die
Lange der Tour

1(t) =) ). (2.6)
=1

Dadurch wird implizit die Funktion [ : {1,...,n} — N definiert. Fiir diese Funktion
lassen sich nun die drei folgenden Eigenschaften zeigen:
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Beweise zu

a: Sei (4, j) eine Kante in der Tour ¢. Es gibt also s und r mit 7(s) =i und 7 (r) = j.
0.B.d.A sei s < . Der Knoten ¢ wird also von der Nearest Neighbor Heuristik
vor dem Knoten j in die Tour eingefiigt. Zu dem Zeitpunkt, zu dem 7(s) (Knoten
i) fixiert wird, ist 7(r) (Knoten j) noch als freier Knoten vorhanden und wird
irgendwann in die Liste der Tour mitaufgenommen. Die Kante (i, j) ist zu diesem
zeitpunkt noch zu bestimmen. Die Heuristik wihlt nun eine Kante (7(s), m(s+1))
mit der Lange I(7(s)) = I(7). Es gilt 1(i) < ¢(7,j), denn entweder ist w(s+1) = 7,
wobei dann (i) = ¢(i,j) offensichtlich gelten muss, oder 7(s + 1) # j, wobei
dann 1(7) < (3, j) gilt.

Der Fall r < s ergibt sich analog.

b: Sei Tp,p eine optimale Tour mit der Lénge I(7,,¢). Die Knoten ¢ und j liegen

irgendwo auf dieser Tour. Die optimale Tour kann in zwei Teilwege Tolpt und TOth
zerlegt werden, die ¢ und j verbinden. Teilweg Tolpt lduft dabei von Knoten ¢ nach
7 und Tgpt von j nach i. Aus der Dreiecksungleichung folgt, dass die direkte Kante
(4,7) nicht langer sein kann, als Tolpt (bzw. T, fpt). Die Summe beider Teilwege ist

gerade [(T,p¢), daher gilt 2 - (¢, j) < [(Tope) und es folgt die Behauptung.

c: Es gibt offensichtlich eine Nummerierung der Knoten, so dass folgende Eigen-
schaft gilt: [(1) > ... > [(n) Diese Nummerierung wird im weiteren Verlauf
angenommen. Es gelte nun auch folgende Hilfsbehauptung:

WTopt) 2. > i), k=1...,n (2.7)
k<i<2kn

Es wird iiber die I(7)-Werte in Blocken im Intervall einer Zweierpotenz summiert.
Diese Blocke sind die folgenden: [1], [2], [3,4], [5,6,7,8], [9, ..., 16], usw. bis zum
letzten Block [2X71 4+ 1,...,n] mit L = [log n]. Fiir den ersten Block [1] gilt
nun {(T,p) > 2-1(1), was aus b. folgt. Fiir jeden der L = [log n| vielen anderen
Blécke wird hochstens § - {(T,p) zur Summe > ;. [(i) hinzuaddiert. Durch
Aufsummierungen wird nun deutlich, dass folgende Beziehung gilt:

(L+1) - 5UTo) > 1)+ Y S )= ),

1<s<L \25-1<i<min{25n} 1<i<n

woraus die Behauptung c. folgt. Bleibt noch zu zeigen, dass Hilfsbehauptung [2.7]
gilt:

Angenommen, es gilt 2k < n. T;,,; sei wieder eine optimale Tour mit 75, =
(m(1),...,7(n),7(1)) und der Lénge [(Typ). Auf dieser Tour kommen die Kno-
ten 1,...,2k in irgendeiner Reihenfolge vor. Es gibt daher iy < --- < 49 mit
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{m(i1),...,m(iox)} = {1,...,2k}. Werden nur diese Knoten betrachtet, so ergibt
sich durch Weglassen der iibrigen Knoten eine abgekiirzte Rundreise:

Ky = (n(i1), ..., m(i2k), 7(i1))

Aus der Dreiecksungleichung folgt, dass die Gesamtlange der 2 - k vielen Kanten
in K} nicht grofer sein kann als die Gesamtliange der urspriinglichen Rundreise
K, also:

2k

UTopt) > Y Win(in),mivy1)} T Wi ian)m(in)}
t=1

Nun lésst sich Ungleichung a. auf jede der Kanten in der obigen Abschitzung
anwenden. Es folgt

2k
(Topt) = Y min{l(m(ir), I(m(irs1))} + min{l(m(ize), U(n(ir))} (2.8)
t=1

In Ungleichung kommt jede Kante aus der gekiirzten Rundreise Kj genau
einmal vor und es wird der jeweils kleinere I-Wert des Knotens zur Summe hin-
zugezahlt. Fiir jeden Knoten ¢ in K}, wird also der Wert [(7) entweder 0-, 1- oder
zweimal zur Summe hinzuaddiert. Der Wert der Summe wird also nicht kleiner,
als die doppelte Summe iiber die k kleinsten [-Werte. Nach der zu Anfang des
Teils c. angenommenen Ordnung sind dies gerade die Werte I(k + 1),...,1(2k).
Also folgt insgesamt:

2k
WTopt) = Y 2-1(w(it))
t=k+1

Fir den Fall 2k < n entspricht dies genau der Hilfsbehauptung Der Fall
2k > n ergibt sich analog. ([

Die Nearest Neighbor Heuristik fiir das metrische TSP ist also nur ein schlechtes Schétz-
verfahren, da es im schlimmsten Fall nur einen Approximationsfaktor von O(logyn)
garantiert. Dennoch ist es moglich, fiir das metrische Traveling Salesman Problem eine
viel bessere Approximation zu finden, wie die folgende Heuristik zeigt.

2.3.2. Minimum-Spanning-Tree (Double-Tree) Heuristik

Die Minimum-Spanning-Tree Heuristik wird auch Double-Tree Heuristik genannt. Sie
erzeugt mittels eines minimalen Spannbaums eine 2-Approximation fiir das metrische
TSP. Das einfache Verfahren lauft wie folgt:



2.3. Heuristiken 17

Algorithmus 2 Minimum-Spanning-Tree Heuristik
Eingabe: Graph G
Ausgabe: Approximation einer optimalen Tour
1: Finde einen minimalen Spannbaum 7,,;, fir G.
2: Bilde Multigraphen G = (V, E¢), wobei jede Kante aus T, doppelt vorkommt.
3: Finde einen Eulerkreis FK in G.
4: Kiirze den Eulerkreis FK zu einem Hamiltonkreis H K ab und gib diesen aus.

Ein Multigraph G = (V, E) ist eine Erweiterung eines reguldren Graphen mit der zu-
sitzlichen Eigenschaft, dass eine Kante mehrfach vorkommen kann. Formal lassen sich
Kanten statt einer Menge als eine Funktion m : V x V +— N auffassen, die jedem
Kantenpaar {u,v} eine nicht negative, ganze Zahl m(u,v) zuordnet. Diese Zahl wird
als die Vielfachheit der Kante bezeichnet. Beispielsweise wiirde m(u,v) = 0 bedeuten,
dass die Kante (u,v) im Multigraphen nicht vorkdme, m(u,v) = 1 wiirde auf eine
gewdhnliche Einfachkante hindeuten und m(u,v) > 1 schlieflich wiirde eine Mehrfach-
kante angeben. Ein Multigraph lasst sich nun als geordnetes Paar (V,m) begreifen,
wobeil wie gesagt m : (‘2/) —{0,1,...}.

Definition 2 (Euler-Kreis und Euler-Graph)
Sei G = (V,m) ein ungerichteter, zusammenhdingender Multigraph.

1. FEine Abfolge von Knoten (vg,v1,...,vx) heisst Euler-Kreis, bzw. Euler-Tour in
G, wenn (vi—1,v;) € V,1 < i <k Kanten in G sind, vy = vg gilt und jede Kante
in G in der Abfolge genau einmal vorkommd.

2. G wird Euler-Graph oder Fulerscher Multigraph genannt, wenn dieser einen
Euler-Kreis besitzt.

Euler-Kreis und Hamilton-Kreis werden oft verwechselt. Der Unterschied liegt darin,
dass ein Euler-Kreis eine Rundreise iiber alle Kanten des Graphen ist, wobei ein
Hamilton-Kreis eine Rundreise tiber aller Knoten des Graphen darstellt. Interessan-
terweise ist es ohne Probleme mdglich, effizient Eulersche Graphen zu erkennen. Ein
wichtiger Fakt ist folgende Aussage:

Satz 4 (Eulerscher Multigraph)
Ein zusammenhdingender Multigraph G = (V, E) ist genau dann eulersch, wenn jeder
Knoten geraden Grad besitzt.

Der Beweis [LLRKSS85] der Aquivalenz erfolgt in zwei Richtungen.

»=" Diese Richtung ist einfach zu zeigen. Der Eulerkreis verlésst offensichtlicherweise
jeden Knoten genauso oft wie er ihn betritt. Bei jedem Betreten eines Knotens
werden also zwei Kanten benutzt. Da am Ende der Rundreise alle Kanten benutzt
sein miissen, hat jeder Knoten einen geraden Grad.
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<" Hier wird eine Induktion iiber die Anzahl der Kanten in G gefiihrt. Besitzt G
eine leere Kantenmenge, dann besteht er nur aus einem Knoten v und dem da-
zugehorigen (entarteten) Eulerkreis (v,v). Besitzt G nur eine Kante, dann ist
es unmoglich, dass dieser Graph einen Euler-Kreis besitzt. Bei zwei Kanten und
geradem Grad an jedem Knoten muss G klarerweise aus zwei Knoten und einer
Doppelkante bestehen. Dies ist dann der Eulerkreis.

Nun wird angenommen, dass G mindestens 3 Kanten besitzt. Ein sogenannter
einfacher Kreis K = (vg,...,v;) ohne Knotenwiederholung lésst sich wie folgt
konstruieren: Beginne mit einem beliebigen Knoten vy. Da G zusammenhéngend
ist, hat vy einen Grad > 2 und mithin existiert eine Kante (vg,v1). Diese wird
nun markiert. Da nun v; geraden Grad hat, existiert wiederrum eine unmarkierte
Kante (v1,v2). Ganz analog werden nun die weiteren Knoten vs, vy, ... gefunden,
bis zu irgendeinem Zeitpunkt v; = vj, mit ¢ < j gefunden wird. Der einfache
Kreis wird dann aus der Knotenabfolge (v;, viy1,...,v;) gebildet.

Man 16scht nun die Kanten des einfachen Kreises K aus dem Graphen G. Der
Graph kann dadurch in die Zusammenhangskomponenten Gy, ...,G, zerfallen.
Da alle Knoten v; im Kreis geraden Grad haben, behalten die Knoten in den
Zusammenhangskomponenten ebenfalls geraden Grad. An jedem Knoten wird
ja auch nur eine gerade Anzahl Kanten geloscht! Nun folgt mit der Indukti-
onsvorraussetzung, dass jede Komponente G;,7 = 1...x fiir sich wieder einen
Fuler-Kreis besitzen muss. Da aus dem einfachen Kreis K und den z Zusammen-
hangskomponenten auf naheliegende Weise ein gemeinsamer Euler-Kreis iiber
alle Kanten konstruiert werden kann, folgt die Aussage. ([

Der letzte Schritt des Algorithmus ist naheliegend. Aus der in Schritt 3 entstandenen
Euler-Tour (v, ...,vm—1) werden diejenigen Knoten v; gestrichen, fiir die v; = v; mit
i < j gilt. Es werden also bei mehrfachem Auftauchen eines Knoten alle Vorkommen
bis auf das erste gestrichen. Aus der Dreiecksungleichung des metrischen TSP folgt,
dass die resultierende Hamilton-Tour auf jeden Fall kiirzer ist als die Euler-Tour. Inter-
essanterweise ldsst sich zeigen, dass die Spannbaum-Heuristik eine 2-Approximation
ist.

Satz 5 (2-Approximation durch Minimum-Spanning-Tree)
Die Minimum-Spanning-Tree Heuristik ist eine 2-Approximation fir das metrische
Traveling Salesman Problem auf vollstandigen, ungerichteten Graphen [LLRKSS5].

Beweis: Sei der Graph G die Eingabe des Algorithmus. K = (vg, v1,...,v,) (es gilt:
vo = vp) sei ein Hamilton-Kreis minimaler Lénge . w(z) bezeichnet die Kosten der
Traversierung einer Kantenliste . Wird die Kante (vg,v;) aus dem Hamilton-Kreis
entfernt, so entsteht ein offensichtlich einfacher Pfad iiber n Knoten. Dieser Weg ist
also ein Spannbaum. Mit 7" wird nun dieser einfache Pfad und mit 7T;,,;, der minimale
Spannbaum, den die Heuristik im ersten Schritt berechnet, bezeichnet. Da T},;, ja ein
minimaler Spannbaum ist, muss auch folgendes gelten:

w(T) <w(T) <w(K) =1
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Da der Multigraph G = (V, E¢) in Schritt 2 durch Verdoppeln der Kanten entsteht,
muss ebenso gelten:

wEK)=w(Eg) <2-w(T)<2-1

Da der Multigraph G = (V, Eg) an jedem Knoten geraden Grad besitzt und mithin
eulersch ist, folgt mit der Dreiecksungleichung;:

wHK) <w(EK)<2-1 O

Die durch diesen Algorithmus gefundene Losung ist im schlechtesten Fall also hoch-
stens doppelt so lang wie die optimale Tour. Dennoch gibt es aber noch eine beweisbar
bessere Schranke fiir das metrische Traveling Salesman Problem. Sie schafft es sogar
auf einen Approximationsfaktor von 1.5.

2.3.3. Christofides-Heuristik

Im Jahr 1976 schligt Christofides in [Chr76] folgende Heuristik zur Approximation
des TSP vor. Sie ist dhnlich der Minimum-Spanning-Tree Heuristik und erzeugt aus
einem Minimalen Spannbaum iiber ein perfektes Matching einen Eulerschen Graphen:

Algorithmus 3 Christofides-Heuristik
Eingabe: Graph G
Ausgabe: Approximation einer optimalen Tour
1: Finde einen minimalen Spannbaum 7;,;, zu G.
2: Finde ein perfektes Matching M auf den Knoten des Spannbaums T},;, mit unge-
radem Grad.
3: Fiige die entstehenden Kanten zu T, hinzu. Der entstehende Graph Gy ist
dann eulersch.
4: Konstruiere die Eulerkreis EK fiur Th,n.
5: Kiirze den Eulerkreis FK zu einem Hamiltonkreis H K ab und gib diesen aus.

Die Christofides-Heuristik unterscheidet sich also nur in der Konstruktion des Euler-
schen Graphen von der Minimum-Spanning-Tree-Heuristik.

Definition 3 (Minimales perfektes Matching)

Gegeben sei ein Graph G. Eine Menge M von Kanten ist ein Matching, wenn jeder
Knoten in G in hdchstens einem Element m € M vorkommt. Ein perfektes Matching
liegt dann vor, wenn jeder Knoten in G in genau einem Element von M wvorkommdt.
Offensichtlicherweise liegt ein perfektes Matching genau dann vor, wenn die Knoten-
anzahl n gerade ist. Wenn die Kosten einer Paarung die Summe threr Kantengewichte
sind, dann besitzt ein minimales perfektes Matching unter allen perfekten Paarungen

eines Graphen minimale Kosten. Die Funktion ) c(e) wird also minimiert.
ecM
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Analog zum TSP interessiert bei der Suche nach einem minimalen, perfekten Mat-
ching der Fall, dass ein vollstdndiger, gewichteter Graph vorliegt. Das Problem der
minimalen, perfekten Paarung liegt in P. Losungsalgorithmen finden sich in [PS82]
und [CR99] und die Laufzeiten sind schlimmstenfalls in der GréRkenordung von O(n?3).

Interessanterweise ermdoglicht die wiederholte Anwendung der Dreiecksungleichung fol-
gende Aussage:

Satz 6 (3-Approximation durch Christofides)
Die Christofides-Heuristik besitzt eine Approrimationsgiite von % fiir das metrische
Traveling Salesman Problem auf vollstindigen, ungerichteten Graphen.

Beweis: Damit Schritt 2 korrekt funktionieren kann, muss zunéchst kontrolliert wer-
den, ob der vollstindige Graph auf den Knoten des Spannbaums T},;, ein perfek-
tes Matching besitzt, also die Anzahl dieser Knoten gerade ist. Dazu sei eben nun
V' ={v € {1,...,n}| v hat ungeraden Grad}. Nun gilt fiir jeden Graphen und damit
auch fiir V':

> deg(v) = 2| Tomin]

veV

Da nun die Summe der Grade eine gerade Zahl ergibt, muss als Schluftfolgerung die
Anzahl der Knoten in V'’ (der Knoten mit ungeradem Grad in T),;,) gerade sein.

In Schritt drei wird zu jedem Knoten, der in T;,;, ungeraden Grad hat, eine Kante
hinzugefiigt. Der Grad wird also um eins erh6ht und damit gerade. Die Knoten im mi-
nimalen Spannbaum 7},,;,, mit geradem Grad bleiben davon unberiihrt. Mit Satz 4] folgt
also, dak der entstehende Graph eulersch ist, denn jeder Knoten hat nun geraden Grad.

Aus dem Beweis zu Satz [5]ist bekannt, dass fiir einen Hamiltonkreis K mit minimaler
Lénge [ folgende Beziehung gilt:

W(Toin) < w(K) =1 (2.9)

Das Gewicht des Matchings M lésst sich nun wie folgt betrachten. Der Hamilton-Kreis
K erzeugt durch (simples) Ubergehen der Knoten in T, \V’ einen Hamiltonkreis
K’ =wy,...,v, in der Knotenmenge V’. Aus der Dreiecksungleichung folgt:

w(K') = Z w(vi—1,v;) <w(K) =1

1<i<m

Nun lasst sich der Kreis K in zwei perfekte Matchings zerlegen, da er selbst gerade
Léange besitzt:

M = {(vo,v1), (v2,13), ..., (Vm—2,Vm—1)}, sowie

My = {(v1,v2), (v3,04), -y (Vm—1,Vm)}
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Da sowohl Mj, als auch Ms perfekt sind und M ein minimales Matching ist, muss
gelten:

w(M) < w(M;) ,sowie w(M) < (w(My)
Zusammengesetzt folgt:
2. w(M) < w(My) +w(Ms) =w(K') <l

Aus obiger Zeile und Ungleichung [2.9] folgt nun:

-1

N W

w(Grya) <
Also gilt folgerichtig

w(HK) <w(EK) =w(Grym) < 5 - 1. O

N W

Die Christofides-Heuristik garantiert also schlechtestenfalls um den Faktor 1.5 falsch
zu liegen. Fiir diesen einfachen Algorithmus mit Laufzeit O(n?) ist dies eine durchaus
beachtliche Leistung. Ein Tourkonstruktionsalgorithmus mit einem besseren Approxi-
mationsfaktor ist bis dato nicht gefunden worden und wiére ein beachtliches Ergebnis.
Die meisten naheliegenden Verfahren sind schlechter, auch wenn ihre Grundidee sehr
eingéngig ist. Sie erweitern eine Liste von urspriinglich ein oder zwei Knoten derart,
dass neue Knoten irgendwo in diese Liste eingefiigt werden.

2.3.4. Einfuigeheuristiken

Die Heuristiken in diesem Abschnitt besitzen alle eine Gemeinsamkeit. Sie starten
die Tourkonstruktion von einer initialen (entarteten) Tour 7" aus, die nur aus einem
Knoten mit Eigenschleife oder aus einem Kreis mit zwei Knoten besteht und fiigen
nach gewissen Regeln solange weitere Kanten ein, bis eine komplette Tour entsteht.
Oberflachlich &hneln die Einfiigeheuristiken der einfachen Nearest Neighbour Heuri-
stik. Die folgenden Ergebnisse zu Laufzeit und Giite sind dem Buch von Lawler et al.
[LLRKSS85|] entnommen.

Zum Versténdnis ist es niitzlich, eine erweiterte Kostenfunktion (i, k, j) zu betrachten,
die das Einfligen des Knoten k in eine Tour zwischen die zuvor adjazenten Knoten ¢
und j wiedergibt.

c(iyk,j) =c(i k) + c(k,j) — c(i,7)

Dieser Schritt ist in jeder Einfligeheuristik zu finden und wird in Abbildung [2.4] skiz-
ziert.



22 2. Grundlagen

Die neuen Kanten (i, k) und
(k,j) werden eingefiigt, die
Kante (7, j) geloscht.

Abbildung 2.4.: Arbeitsschritt einer Einfligeheuristik

Auf der linken Seite ist in blau die zwischenzeitliche Tour vor dem Einfiigeschritt
skizziert. Rechts in der Vergrdfserung zeigen zeigen sich in rot die neu hinzugefiigten
Kanten und darunter gestrichelt die geloschte Kante in blau. Knoten, die noch nicht
eingefiigt wurden, heissen frei.

Random Insertion Heuristic

Der néchste in die Tour einzufiigende Knoten wird zuféllig unter den Knoten gewéhlt,
die noch nicht in die Tour aufgenommen wurden. Die Einfiligestelle, also die Kante, die
aufgebrochen wird, ist diejenige, die die Kosten ¢(i, j, k) minimiert. Das Verfahren en-
det, sobald der letzte freie Knoten in T eingefiigt wurde. Die Laufzeit der Heuristik ist
quadratisch und die approximierte Tour ist im schlimmsten Fall logon + 1 = O(logyn)
mal ldnger als das Optimum.

Nearest Insertion Heuristic

In dieser Heuristik ist der néchste in die Tour T einzufiigende Knoten derjenige freie
Knoten i € V\T, der den geringsten Abstand zu einem Knoten j in der Tour hat.
Die Einfiigestelle ist diejenige, die die Kosten ¢(3, j, k) minimiert. Das Verfahren bricht
ab, wenn alle Knoten in die Tour aufgenommen wurden. Die Laufzeit ist ebenfalls
quadratisch und die Heuristik erzeugt sogar eine 2- Approximation der optimalen Tour.

Farthest Insertion Heuristic

Die Farthest Insertion Heuristic dreht die Suche nach einem freien Knoten aus der
vorherigen Heuristik um. Es ist also die Suche nach einem von 7" am weitesten ent-
fernten Knoten. Der gefundene Knoten wird wie gehabt an der Stelle eingefiigt, die
¢(i, j, k) minimiert und das Verfahren endet, sobald die Menge der freien Knoten leer
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ist. Die Laufzeit ist offensichtlich wieder quadratisch, aber die Giite des Verfahrens ist
unbekannt. Es ist ein offenes Problem, wie gut hierbei die optimale Tour approximiert
wird.

Cheapest Insertion Heuristic

Der néchste einzufiigende freie Knoten k& € V\T ist derjenige, der ¢(i, j, k) fiir alle Paa-
re i, j, die in T adjazent sind, minimiert. Die Einfiigestelle ist offensichtlich diejenige,
fir die ¢(i, 7, k) minimal ist. Das Verfahren endet, sobald alle Knoten in 7' eingefiigt
wurden. Die Laufzeit fiir eine naive Implementierung ist in O(n?), lisst sich aber durch
geschickte Verwendung der passenden Datenstrukturen auf O(n? - logyn) begrenzen.
Die gefundenen Losungen sind maximal um den Faktor 2 schlechter als das Optimum.

Convex Hull Algorithmen

Fiir euklidische Instanzen lésst sich die Konstruktion einer Tour anschaulich auch
umdrehen. Anstatt mit einem, bzw. zwei Knoten im Kreis zu beginnen und nach ,aus-
sen“ zu wachsen, wird mit einer konvexen Hiille begonnnen um dann Knoten aus dem
ynneren” hinzuzufiigen. Die Wahl der einzufiigenden Knoten und die jeweiligen Ein-
fligestellen werden wieder nach einem der vorherigen vier Einfiigeschemata bestimmt.
Das Verfahren ist also wie folgt:

Algorithmus 4 Convex-Hull Algorithmus
1: Berechne die konvexe Hiille fiir die Menge der n Knoten als Ausgangspunkt der
Tourkonstruktion.
2: Benutze eine beliebige der vier vorherigen Einfiigeheuristiken um die Tour zu ver-
vollstéandigen.

Die Laufzeiten sind mit O(n?) fiir cheapest insertion und O(n?) fiir die anderen Einfiige-
strategien recht moderat. Das Verhalten der Convex-Hull Algorithmen im Worst-Case
ist allerdings fiir keine Variante bekannt und immer noch ein offenes Problem.

2.4. Untere Schranken

Obwohl beispielsweise mit der TSPLIB |[Rei91] Instanzensammlungen existieren, die
jeweils Optima angeben, ist es im Allgemeinen schwer, eine Vorstellung zu entwickeln,
ob eine gefundene Losung optimal, nah am Optimum oder weit weg vom Optimum
ist. Hier helfen untere Schranken, die nah an das Optimum heranreichen. Fiir eine ge-
gebene Instanz I sollte, soweit moglich, die grofitmogliche Zahl z als untere Schranke
gefunden werden, so dass [(t) > z fiir alle Touren ¢ ist. Eine einfache Schranke ist die
sogenannte 1-Baum-Schranke.

Diese Idee wird spéter erweitert um eine noch genauere Schranke zu finden, die so-
genannte Held-Karp-Schranke [HKT70].
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2.4.1. 1-Baum-Schranke

Ein 1-Baum &hnelt den spannenden Béumen fiir einen Graphen.

Definition 4 (1-Baum)

Gegeben ist ein vollstindiger Graph G = (V. E), mit V.= {1,...,n}. Ein 1-Baum
fir G ist ein Spannbaum auf der Knotenmenge V. = {2,...,n}, erweitert um zwei
zusdtzliche Kanten aus E, die inzident zum Knoten 1 sind.

Die Touren sind also gerade 1-Baume, fiir die jeder Knoten im Baum den Grad 2 besitzt.
Ein 1-Baum besitzt einen Kreis und der Knoten vy hat immer Grad 2. Ein minimaler
1-Baum, der an jedem Knoten Grad 2 besitzt, muss daher auch eine optimale Tour
sein. Die Schranke lésst sich algorithmisch leicht bestimmen.

Algorithmus 5 1-Baum-Schranke
Eingabe: Graph G = (V, E)
Ausgabe: Untere Schranke fiir die optimale Tour
1: Waéhle einen Knoten vg € V.
2: Sei r die Lénge eines minimalen Spannbaums M* auf dem Graphen G* = (V —

{1}, E).

3: Sei s die Summe der beiden kiirzesten Kanten, die zu Knoten vy inzident sind.
Also, s = min<l(vg,x) + l(vo,y) | z,y €V — {v0}>.
3: Ausgabe: r + s

Eine beliebige Tour T muss offensichtlicherweise zwei zu vy inzidente Kanten e und
f benutzen. Ohne diese beiden Kannten zerféllt 1" in einen Spannbaum M, der die
Knoten V' — {vp} aufspannt. Damit ldsst sich folgendes abschétzen:

U(T)=cle)+c(f)+1UR)>s+1(Mx)=t.
Daher muss ¢ also eine untere Schranke fiir T" sein.
FEin 1-Baum kann anschaulich als Tour verstanden werden, die gelockerten Randbe-
dingungen folgt. Diese Idee machen sich Held und Karp zu nutze.

2.4.2. Held-Karp-Schranke

Die Idee des 1-Baums wird von Held und Karp [HK70| iiber die Relaxierung der
Kantengewichte erweitert. Angenommen 7 = (7, ..., m,) sei ein Vektor reellwertiger
Zahlen. Ein minimaler 1- Baum in Bezug auf 7 ist definiert als der minimale 1-Baum
auf den gednderten Kantengewichten ¢(7, j) = ¢(i,j) + m; + m;. Ist T}, dieser minimale
1-Baum in Bezug auf 7, dann sei w(7) definiert als

wim)= Y & -2) m. (2.10)
1
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Der von der Held-Karp-Schranke gesuchte Wert ist max, w(m) und dies entspricht
anschaulich dem Vorgehen, dass die Schranke versucht den Vektor 7 so zu bestim-
men, dass der minimale 1-Baum so grofs wie moglich wird um immer noch eine untere
Schranke zu sein.

Der gesuchte 1-Baum sollte so nah wie moglich an einer Tour sein, ohne die Kosten
der optimalen Tour zu iiberschreiten. Da ein minimaler 1-Baum, der an jedem Kno-
ten Grad 2 besitzt, offensichtlich eine optimale Tour ist, wird von Held und Karp ein
iteratives Schema vorgeschlagen, das versucht schrittweise den Vektor 7 tiber die Re-
laxierung der Kantengewichte zu bestimmen.

Angenommen, fiir einen Graphen wird ein minimaler 1-Baum berechnet. Es ist klar,
dass jeder Knoten entweder Grad 1, Grad 2 oder einen Grad grofergleich 3 hat. Die
gefunde Losung darf die Eigenschaft, dass sie eine Tour ist verletzen (die Losung ist
jetzt ein Baum), aber dafiir wird an den Stellen, an welchen die Eigenschaft verletzt
wird, eine gewisse Bestrafung eingefiihrt. Diesem Vorgehen entspricht die Anderung
der Kantengewichte und die Berechnung der w(w). Hat ein Knoten v in einem mini-
malen 1-Baum in Bezug auf 7 einen Grad > 2, dann sollte sich ein 7’ finden lassen,
fir das gilt w(n’) > w(w). Dieses 7’ ldsst sich finden, indem die u-te Komponente
des Vektors m erh6ht wird. Der erste Summand auf der rechten Seite der Gleichung
ndmlich 37 oy G wichst stirker als der zweite —237" | 7; abnimmt. Analog
ist der Fall, dass ein Knoten u den Grad 1 hat. Es gibt ebenso ein 7’ fiir das gilt
w(n") > w(n), das sich dadurch finden lisst, dass diesmal 7, erniedrigt wird.

Im Schritt nach der Anpassung der Kantengewichte wird nun ein neuer minimaler
1-Baum in Bezug auf 7’ konstruiert. An Knoten, die im vorherigen Schritt Grad 1
hatten, ist es nun attraktiver, eine weitere inzidente Kante zum entstehenden Baum
hinzuzunehmen, wahrend durch die Relaxierung der Kantengewichte es an Knoten,
deren Grad hoher zwei wahr, unattraktiver wird, wieder mehr als 2 inzidente Kanten
in den Baum aufzunehmen. Die Konstruktion des minimalen 1-Baums wird also im-
mer weiter genotigt, nur Knoten mit Grad 2 zu wollen. Die gesuchte Losung soll also
moglichst einer Tour entsprechen, darf aber einige Defekte ausweisen.

Die Korrektheit des Verfahrens folgt aus zwei zu zeigenden Eigenschaften. Erstens,
ist topt eine optimale Tour fiir eine betrachtete Instanz, dann ist Z,,; auch fiir die re-
laxierten Kantengewichte optimal und zweitens, w() ist immer eine untere Schranke
fiir Kosten [(t,y¢) der optimalen Tour.

Satz 7 (Invariante der optimalen Tour fiir Held-Karp)

Seim = (m,...,my,) ein Vektor reellwertiger Zahlen. Wenn top eine optimale Tour fiir
die urspringlichen Kantengewichte c(i,7) ist, dann ist to, auch eine optimale Tour
fiir die relaxierten Kantengewichte €(i, j) = c(i,j) + m + ;.
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Die Lénge einer Tour ¢ ist die Summe ihrer Kantenldngen, also
> elig) (2.11)
(i,j)€t

und in Bezug auf die relaxierten Kantengewichte ¢(i, j) ist die Lange der Tour
> el g) + i+ (2.12)
(i.j)€t

Jeder Knoten in t ist inzident zu zwei Kanten. Werden die Gleichungen und
voneinander abgezogen, folgt

S oelig) = Y eli)+mitm=2-) m (2.13)

(i.j)€t (i.j)€t =1

und dies ist gerade die Anderung, um die sich die Kosten jeder Tour dndern. Jede
Tour ist also durch den Ubergang von einem Gewichtsvektor 7 zu 7’ gleich betroffen
und die zuvor optimale Tour muss auch weiterhin optimal sein, denn die bestehende
Ordnung nach ihrer Lénge bleibt intakt. ]

Satz 8 (Untere Schranke durch Held-Karp)
Sei top: eine optimale Tour, dann ist w(m) immer eine untere Schranke fiir die Linge
der optimalen Tour.

Nun sei t,,; wieder eine optimale Tour und ¢ der von Held-Karp produzierte mini-
male 1-Baum in Bezug auf w. Dann gilt:

wim) = Y E(i,j)—Q-Zm

dooelig) -2 m
=1

(i,j)etopt

= Z (c(i,j)—}—m—l—ﬂ'j)—?z:m

(4,9)Etopt i=1

= > oig)

(iaj)Etopt

IN

O
Wie lassen sich nun die 7; bestimmen? Held und Karp schlugen die subgradiente Opti-
mierung (engl. subgradient optimization) als erfolgreichste Technik vor, um den Vektor
m zu bestimmen. Gegeben ist eine konkave Funktion f. Ein Vektor s heisst ein Sub-
gradient fir f bei w, wenn fiir alle u gilt f(w) + s(u —w) > f(u). Sei T1,...,T; die
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Aufzdhlung aller 1-B&dume in Bezug auf 7, 1 < k < t, die Held-Karp erzeugt. Fiir
v = (dig — 2,dok, — 2,...,dpi — 2), wobei d; der Grad des i-ten Knotens in T}, ist,
konnten Held und Karp zeigen, dass es ein Subgradient fiir w(m) ist.

Die Idee, Kanten, die inzident zu Knoten mit hohem Grad sind, zu verteuern, lasst

sich auch formalisieren. Fiir die Erzeugung der Sequenz der Vektoren (7!, 72, ...) wird
von Held und Karp folgende Berechnungsregel angegeben:

Ml = gm g \m (w—w(7r)) v (2.14)

Dabei wird 0 < A < 2 gewéhlt. Die Variable w ist ein sogenannter Justierwert, damit
gilt w(n) < w < max;w(r). Fiir dgj, < 2 ist damit 7/ < 77 und fiir d;, < 2 gilt
oIt < 7l

Folgende Skizzen verdeutlichen die Funktionsweise der Held-Karp-Schranke an einem
vereinfachten Beispiel (nach Pygim).

a) Vo b)

0 1 0 0 0
w w
Uu, w
o= =5 o=

e

Abbildung 2.5.: Arbeitsschritt der Held-Karp-Schranke

Abbildung zeigt eine Instanz fiir das symmetrische TSP und die offensichtlich
optimale Tour t,, in rot (a). Die Lénge der optimalen Tour [(f,y) ist 10. Mit vg als
Knoten 1 ist der konstruierte 1-Baum (b) deutlich suboptimal.

'Die Kante (vo,u) sei hier der Einfachheit halber vernachlissigt.



28 2. Grundlagen

Abbildung 2.6.: Die Schitzung der Held-Karp-Schranke entspricht einer optimalen Tour

Die erste abgegebene Schitzung fiir die Lange einer optimalen Tour ist 0. In einem
néchsten Schritt versucht die Held-Karp-Schranke nun, diese Schiatzung zu verbessern
und relaxiert die Kantengewichte, indem inzidente Kanten zu Knoten mit Grad > 2
teurer werden und inzidente zu Knoten mit Grad < 2 giinstiger. Angenommen, die
Kanten, die zum Knoten u inzident sind, werden nun mit zusétzlichen Kosten von
10 versehen und alle Kanten, die zum Knoten w inzident sind, werden im gleichen
Zug um 10 verbilligt. Auf dem Graph mit diesen relaxierten Kanten wird ein neuer
minimaler 1-Baum berechnet mit vy als Knoten mit der Nummer 1 und Knoten w als
erster Knoten im minimalen Spannbaum. Abbildung zeigt die entstehende neue
Schéatzung. Der Kantenzug des 1-Baums entspricht nun aber klar der optimalen Tour
wie auch die abgegebene Schitzung w(r) =0+ 040+ 10+ 0 —2(10 — 10) = 10. Das
Optimum wurde gefunden.

Die Leistung der Held-Karp-Schranke ist beachtlich. So berichten Johnson et al. [JMR96]
von Ergebnissen auf zufilligen Instanzen, die bis unter ein Prozent an das Optimum
heranreichen. Fiir Instanzen aus der TSPLIB wird das Optimum noch bis auf 2% ap-
proximiert und zudem berichten andere Autoren von dhnlich guten Ergebnissen auf
weiteren Instanzen. Dennoch ist leider bis heute noch nicht genau verstanden worden,
warum die Held-Karp-Schranke so nah an das Optimum herankommt. Auch ist bis
heute noch keine praktikable Implementierung des Algorithmus bekannt, fiir die sich
garantieren lisst, dass die Anzahl der Iterationen polynomiell beschrinkt ist. Beides
sind noch offene Probleme. Fiir die Schranke lésst sich garantieren, dass die abge-
gebene Schétzung immer mindestens 2/3 der Lange der optimalen Tour ist. Es gibt
Instanzen, die so konstruiert werden kénnen, dass die Schéatzung auch wirklich diesen
Faktor erreicht. Dennoch sind auf der tiberwéltigenden Mehrheit der Instanzen sehr
gute untere Schranken abschétzbarr. Daher wird die Schranke von Held-Karp immer
dann gerne als Ersatz fiir ein Optimum benutzt, wenn dieses nicht bekannt ist.
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Ein erfolgreiches Rezept fiir viele algorithmisch nur schwer handhabbare Probleme ist
die Lokale Suche. Anstelle eines festen Verfahrens handelt es sich bei der Lokalen Suche
eher um ein Optimierungsprinzip. Viele Algorithmen fiir schwierige Probleme, insbe-
sondere das Traveling Salesman Problem, profitieren in der Praxis von diesem Prinzip.

Das Verfahren der Lokalen Suche ist ein sehr allgemeiner Ansatz fiir Optimierungen.
Es geht von einer zuldssigen, aber wahrscheinlich suboptimalen Losung als Startpunkt
aus und sucht nach einer Verbesserung durch die Modifaktion der aktuellen Losung.
Wird eine solche Verbesserung gefunden, dann startet die Lokale Suche erneut mit
der zuvor gefundenen besseren Losung als Eingabe. Dieser Prozess wird solange fort-
gesetzt, wie sich noch Verbesserungen finden lassen. Ansonsten bricht das Verfahren
ab und gibt die zuletzt gefundene Verbesserung als Lésung aus.

Dieses Prinzip nutzt die Tatsache, dass jede Instanz eines Optimierungsproblems ei-
ne sogenannte Optimierungslandschaft besitzt. Angenommen es gibt eine Aufzéhlung
aller moglichen Losungen zu einer gegebenen, zu optimierenden Probleminstanz der
Groke |n|. O.B.d.A. seien dies die mdglichen Losungen mit den Indizes von 0 bis 217/,
Dann kann jeder Losung x ein Wert f(x) zugeordnet werden, der die Giite der Losung
x bewertet. Auch dieser liege zwischen 0 und einem Maximalwert .

f(x)

Abbildung 3.1.: Beispielhafte Optimierungslandschaft

Die Lokale Suche durchschreitet den Raum moglicher Lésungen nicht Punkt fiir Punkt,
denn dies wiirde ja nur in exponentieller Zeit moglich sein. Es ist leicht vorstellbar, dass
solch eine (gedachte) Optimierungslandschaft fiir eine Probleminstanz lokale Optima
besitzt, deren zugehorige Losungen in einer praktischen Anwendung voll ausreichend
sind. Von einem bestimmten Startpunkt aus, also einer ersten zuldssigen Losung, wird

29
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in der “N&he” nach einer weiteren zulassigen Losung gesucht, die moglicherweise auch
noch eine bessere Bewertung besitzt. Die Menge derjenigen Losungen, die von einer
gegebenen Losung durch einen Anderungsschritt, einer atomaren Modifikation, erreicht
werden konnen, wird als die Nachbarschaft einer Losung bezeichnet. Die Bestimmung
dieser Nachbarschaft spezialisiert das Lokale Suchverfahren und ist von Problem zu
Problem logischerweise unterschiedlich. Man mag versucht sein, die Nachbarschaft
einer Losung sehr gross zu wihlen, um eine moglichst gute lokal optimale Lésung zu
finden. Dies gibt sicherlich bessere Resultate als eine kleine Nachbarschaft. Die Laufzeit
eines solchen Verfahrens erhoht sich aber. Ebenso gibt eine zu kleine Nachbarschaft
schlechte Resultate, diese aber ziigig. Wo keine guten Verhéltnisse zwischen Laufzeit
und Giite des Verfahrens theoretisch im vorhinein bestimmt werden kénnen, geschieht
dies oft experimentell. Die Idee der lokalen Suche lésst sich formalisieren:

Definition 5 (Lokale Suche)
Gegeben ist eine Fingabemenge X, der Instanzen x € X. Weiterhin gibt es ein Poly-
nom p. Fur jedes x € X existiert eine Menge zuldssiger Losungen F,.

Fir jede Losung s € F, gibt es eine Menge an Nachbarn N(s,z) C F, und eine
Mafzahl M, (s), die eine Losung bewertet. Jedes y € N(s,x) ist durch eine sogenannte
atomare Modifikation von s in polynomieller Zeit p(|s|) aus erreichbar. Eine Losung s
heisst lokal optimal, wenn kein Element der Nachbarschaftsmenge N (s,x) eine bessere
Bewertung hat als x.

Die Bezeichnung besser leitet sich hier natiirlich jeweils dabei davon ab, ob nun mini-
miert oder maximiert werden soll. Diese sehr allgemeine und auch flexible Vorgehens-
weise der Lokalen Suche hat den Vorteil, dass sie sich auf so ziemlich alle rechnerisch
handhabbaren Probleme leicht anwenden lasst. Wichtig ist dabei, dass zwei fundamen-
tale Fragen beantwortet werden:

e Was ist die erlaubte atomare Modifikation, sprich: Wie ist die Nachbarschaft
definiert?

e Wann wird eine temporére zuléssige Losung als Ausgangspunkt fiir eine weitere
Suche gewahlt?

Algorithmus [0] erlautert dieses Prinzip anhand einer Minimierung.

Algorithmus 6 Algorithmus Lokale Suche
Eingabe: Zulédssige Losung s fiir Probleminstanz x
Ausgabe: Lokal optimale Losung
1: Finde Nachbarn y € N(s, ), so dass M, (y,x) < M(s,x).
2: Existiert kein solches y, dann Ende.
3: Setze s=y und weiter bei 1.

Wie lédsst sich diese Definition nun auf das Traveling Salesman Problem anwenden? Die
Elemente der Eingabemenge entsprechen in natiirlicher Weise dem zur Probleminstanz
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gehorenden Graphen. Eine zuldssige Losung ist eine Rundreise iiber alle Knoten und
die einer Rundreise zugeordneten Mafzahl den Kosten, bzw. der Lange der Rundreise.
Die Nachbarschaft einer Losung s wird verschieden definiert, bestimmt sich aber meist
iber die Anzahl Kanten, die geloscht, bzw. hinzugefiigt werden, um eine Losung in
eine andere zu transformieren. O.B.d.A. wird angenommen, dass eine Eingabe fiir das
Traveling Salesman Problem immer aus einem vollstdndigen Graphen besteht.

3.1. Nachbarschaft fiir das Traveling Salesman Problem

Ein einfaches Beispiel fiir eine Nachbarschaft in der Lokalen Suche ist das sogenannte
k-Opt-Verfahren fir das Traveling Salesman Problem. Es beruht auf der Idee der k-
Optimalitdt:

Definition 6 (k-Optimalitét)

FEine Tour T heisst k-optimal (kurz: k-opt), falls es unmdglich ist, eine kirzere Tour
T’ durch Tauschen von k vielen Kanten in der Tour gegen k beliebige andere Kanten,
die nicht zur Tour gehoren, zu erhalten.

Damit ist folgender Algorithmus naheliegend:

Algorithmus 7 k-Opt Algorithmus
Eingabe: Eine Eingabeinstanz z € X
Ausgabe: Eine Tour
1: Wéhle eine Starttour 7.
2: while (37" € N(T,z))(M,(T") < M,(T)) do
3: T=T".
4: end while

Die Nachbarschaft einer Tour T fiir dieses Verfahren sind alle Losungen 7", die sich von
T nur durch maximal k£ Paare von Kanten unterscheiden. Diese Nachbarschaft wird
im Suchschritt durchlaufen und sobald ein T” gefunden wird, das niedrigere Kosten
hat, wird dieses als neuer Ausgangspunkt gewéhlt. Aus obiger Definition ist ersichtlich,
dass fiir jede k-optimale Tour T' gilt, dass diese fiir 1 < k¥’ < k auch k’-optimal ist.
Ebenso gilt, dass eine Tour T genau dann optimal ist, wenn sie n-optimal ist. Intuitiv
folgt, dass je grofer k£ nun gewahlt wird, desto eher die resultierende Tour das gesuchte
Optimum ist.

Eine einfach zu implementierende Variante ist das 2-Opt-Verfahren. Hier wird & = 2
gesetzt und wie folgt vorgegangen: Starte mit einer gegebenen Tour. Zwei Kanten
der Tour werden mit zwei Kanten des Graphen, die nicht in der Tour enthalten sind,
derart getauscht, dass die resultierende Tour kiirzer ist. Dies wird wiederholt, solan-
ge sich Tauschpartner finden lassen. Die Laufzeit liegt in einem sehr annehmbaren
Verhiltnis zum erzielten Ergebnis und ein solcher Tausch entspricht dem Umdrehen
der Reihenfolge einer Teiltour der urspriinglichen Lésung. Grafik verdeutlicht den
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Tauschvorgang.

Die Kanten x1, x5 wer-

1
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Abbildung 3.2.: Wahl der Kanten im 2-Opt-Verfahren

Es ist naheliegend, diese Suchidee auf grofsere Nachbarschaften der Lange 3, 4, etc.
auszudehnen. Allerdings braucht diese Losungsidee immer mehr Ressourcen. Sogar fiir
kleine k wird die Laufzeit mit ©(n*) zu unhandlich. Daher wird dieses Verfahren auch
nur sehr selten fiir £ > 4 verwendet.

Chandra et al. [CKT94] berichten iiber die Qualitét des k-Opt-Verfahrens. Fir TSP-
Instanzen, die die Dreiecksungleichung erfiillen, ist der Worst-Case Approximationsfak-
tor fir 2-Opt hochstens 4/n = O (y/n). Fiir den k-Opt-Algorithmus gibt es unendlich

viele Instanzen, die die Dreiecksungleichung erfiillen, fiir die ein Approximationsfaktor

von mindestens %ni =0 (n%> gilt. Weiter wird berichtet, dass Instanzen, die in R™

eingebettet sind, vom k-Opt-Vefahren mit einem Approximationsfaktor von schlechte-
stenfalls O(logn) gelost werden.

Chandra et al. Vermuicen zwar fiir den k-Opt-Algorithmus eine Verbesserung der unte-
ren Schranke von %nﬁ im Falle einer geschickt gewdhlten Starttour, konnen dies aber

nur als offenes Problem formulieren.

3.2. Grundidee der Lin-Kernighan Heuristik

Als Nachteil des k-Opt-Verfahrens wird die starre Festlegung der Nachbarschaftsgrofie
angesehen. Es ist kaum machbar, k im Vorfeld der Optimierung zu bestimmen, um ein
gutes Verhéltnis zwischen Laufzeit und Qualitdt der Losung zu erreichen. Lin und Ker-
nighan flihrten als Abhilfe das variable k-Opt-Verfahren ein. Anstatt k£ im vorhinein
zu bestimmen, entscheidet das Verfahren selbsténdig in jeder Iteration, wie weit die
Schritttiefe k zu wahlen ist. Fiir aufsteigende Werte von k wird jeweils neu entschieden,
ob der Tausch von k vielen Kantenpaare eine Verbesserung bewirkt.
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Urspriinglich formulierten Kernighan und Lin ihr variables Verfahren fiir das Pro-
blem der Graphpartitionierung und verallgemeinerten ihren Ansatz danach, um ihn
anschliefend auf das Traveling Salesman Problem anzuwenden. Bis heute gehort ihre
Idee und deren Varianten immer noch zu den leistungsfahigsten Vorgehensweisen zur
Optimierung der genannten Probleme.

Viele kombinatorische Probleme kénnen abstrakt als ’Finde aus einer Menge S eine
Untermenge T, die eine Bedingung C' erfiillt und dabei die Funktion f minimiert’ fo-
muliert werden. Ein allgemeiner Ansatz [LK73| fiir eine Heuristik ist dabei, ausgehend
von einer initialen Losung, die iterative Verbesserung:

1. Erzeuge eine initiale, eventuell zufillige Losung. Dies ist die genannte Menge T,
die die Eigenschaft C erfiillt.

2. Suche eine zuldssige und verbesserte Losung 7", die iiber eine Transformation
von T erreicht werden kann.

3. Wurde eine bessere Losung gefunden, also ist f(7') < f(T), dann ersetze T
durch 7" und wiederhole Schritt 2.

4. Kann keine verbesserte Losung T” gefunden werden, dann ist T' eine sogenannte
lokal optimale Lésung. Bei Bedarf ab Schritt 1 wiederholen.

Es ist sinnvoll, die Initiallésung zufillig oder durch den Zufall beeinflusst zu bestim-
men, da die Schritte 2 - 4 deterministisch ablaufen und sonst weitere Durchléufe, wie
sie sich am Ende des letzten Schritts anbieten, keine neuen Ergebnisse produzieren
kénnen. Die Erwartungshaltung ist, dass unter den lokal optimalen die global optima-
le Losung entweder auftaucht oder doch sehr gut angendhert werden kann. Wie oben
erwahnt, wurde diese Vorgehensweise nicht zuerst auf das Traveling Salesman Problem
angewandt. Im Jahr 1970 beschrieben die Autoren Kernighan und Lin in [KL70] ein
effizientes Schétzverfahren, die sogenannte Kernighan-Lin Heuristik, zur Graphparti-
tionierung. Sie ist der Grundstein fiir die spéter vorgeschlagene Heuristik fiir das TSP:

Gegeben ist ein Graph G = (V| E). Die Kanten E repréisentieren die Kosten zwischen
den Knoten V. Also, e = (7,j) € E bestimmt die Kosten zwischen den Knoten i und
j. Die Knoten von G sollen derart in die beiden Untermengen A und B partitioniert
werden, dass die Summe iiber die kreuzenden Kanten zwischen A und B minimiert
wird:

min Z c(i,7)

( i,jEE )
i€A,jEB

Das Problem lasst sich analog fiir beliebig viele Partitionen definieren und hat viele
praktische Anwendungen, zum Beispiel die Verteilung von elektronischen Komponen-
ten in der Elektroindustrie auf mehrere Leiterplatten mit dem Ziel, moglichst weniger
Kabelverbindungen zwischen den Platinen.
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Die Autoren folgen in offensichtlicher Weise der Grundidee der lokalen Suche (eige-
ne Ubersetzung nach [KT06]). Das Verfahren liuft in n Phasen und bestimmt die
Nachbarschaft einer Partition (A, B):

e Es wird eine zufillige Startlésung gewéhlt.

e In Phase 1 wird ein einzelner Knoten zum Austausch zwischen den Partitionen
ausgewahlt und zwar so, dass die daraus folgende Losung so gut wie mdoglich
ist. Es wird greedy gewahlt. Der Tausch wird auch dann durchgefiihrt, wenn das
FErgebnis schlechter ist als zuvor. Der getauschte Knoten wird markiert und die
erreichte Losung wird als Partition (A;, By) bezeichnet.

e Zum Start der k-ten Phase, k > 1, exisitiert eine Losung (Ag_1, Br—1) und
ebenfalls k¥ — 1 markierte Knoten. Es wird ein einzelner unmarkierter Knoten
zum Tausch ausgewdhlt in der Art, dass die Losung maximiert wird. Auch hier
wird in Kauf genommen, dass sich die Losung verschlechtert. Das Resultat wird
mit (Ag, By) bezeichnet und der vorher gewahlt Knoten markiert.

e Nach n Schritten ist jeder Knoten markiert und wurde jeweils genau einmal von
einer Parttion in die andere getauscht. Demnach ist die resultierende Partition
(A,, By) genau die Spiegelung von (A1, By).

e Die n — 1 Partitionen (Ay, By),..., (An—1, Bn—1) werden von der Kernighan-Lin
Heuristik als die Nachbarn von (A, B) bezeichnet. Desweiteren ist eine Partition
(A, B) ein lokales Optimum genau dann, wenn gilt: w(A, B) > w(A;, B;), fiir
1<i<n—-1.

e Der beste Nachbar wird beim Durchschreiten der Nachbarschaft gemerkt und
bildet den Ausgangspunkt fiir eine neue Suche.

Der einzige randomisierte Rechenschritt erfolgt bei der Wahl der urspriinglichen Parti-
tion. Alle anderen Rechenschritte sind deterministisch. Aus der Tatsache, dass nur der
erste Rechenschritt nicht deterministisch ist, folgt, dass die Heuristik ihre Berechnung
abbrechen kann, falls sich ein Zwischenergebnis wiederholt. Die weiteren Berechnun-
gen wiirden sich, da sie deterministisch sind, ebenso wiederholen und keine weiteren
fruchtbaren Neuerungen produzieren.

Das Verfahren fiir das Problem der Graphpartitionierung ist einfach zu implemen-
tieren, da die Datenstrukturen nicht komplex sind und wéhrend der Berechnung keine
als Losung unzulassigen, temporaren Datenstrukturen entstehen. Diese Hiirde wird im
Zuge der Anwendung der Suchstrategie auf das Traveling Salesman Problem auftreten.
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3.3. Heuristik von Lin-Kernighan fiir das symmetrische TSP

Nachdem einige Jahre lang die Optimierungsvariante des Traveling Salesman Problems
mit nur méRigem Erfolg erforscht wurde [BNGS|, prasentierten Lin und Kernighan 1971
ILK73| eine Heuristik, die ihr lokales Suchparadigma in variabler Tiefe nutzt. Aus Griin-
den der Gleichberechtigung werden seit jeher die Namen der Autoren in vertauschter
Reihenfolge im Namen der Heuristik genannt. Unter anderem geschieht dies auch, um
die Heuristik fiir das Traveling Salesman Problem gegeniiber ihrem Verfahren zur Gra-
phpartitionierung abzugrenzen.

3.3.1. Die Prozedur nach Lin-Kernighan, vereinfacht dargestellt

Wieder wird angenommen, dass eine Menge S und darin eine Untermenge T existie-
ren. T ist wieder eine moglicherweise suboptimale, aber zulassige Losung. Dann lasst
sich wieder sagen, dass die Losung T° vom Optimum abweicht, da sie k viele Elemente
x1,...,x, enthélt, die anschaulich gesprochen ’dort nicht hineingehéren’. Um T nun
in ein optimales T" zu iiberfithren, miissen die z1,...,7; durch geeignete Elemente
Yi,-.-,Yr € S — T ersetzt werden. Das Problem wird also darauf reduziert, die geeig-
neten z; und y;, 1 < k < n, zu bestimmen.

Da weder die Elemente x1,...,x, noch y1, ...,y oder auch nur ihre Anzahl &£ von
vornherein bekannt sind, so sagen Lin und Kernighan, wére es kiinstlich, k£ von Anfang
an zu fixieren und damit nur k-Untermengen zu betrachten. Stattdessen wird zuerst
versucht diejenigen x1 und y; zu bestimmen, die am ehesten fiir einen Austausch in
Betracht kommen. Sind x; und y; gewahlt, werden sie temporéar beiseite gelegt und
die z; und y;, 1 < ¢ < k aus den verbleibenden Kanten gew&hlt, bis ein Abbruchkrite-
rium erreicht wird. k£ und die x;, y; werden also im Lauf der Heuristik ndherungsweise
bestimmt. Eine etwas formalere Sichtweise auf dieses Verfahren nach [BN68]:

1. Erzeuge eine zufallige oder vom Zufall beeinflusste erste Losung 7.

2. a)Seii=1.
b) Wihle x; und y; im i-ten Schritt als das am ehesten auszutauschende Paar.
Im Allgemeinen bedeutet dies, dass x; und y; so gewéhlt werden, dass sie die
Verbesserung maximieren, wenn die x1, ..., x; gegen die y1, . .., y; getauscht
werden.
x; wird aus T\{z1,...,2,—1} und y; aus S{T'U{y1,...,yi—1}} gewéhlt.

c) Wenn eine passende Abbruchregel zutrifft, dann gehe zu 3. Ansonsten setze
i =1+ 1 und weiter bei 2 b).

3. Wird die beste Verbesserung bei 7 = k£ gefunden, dann tausche die 1, ..., z; mit
den ¥, ...,y und nenne die neue Lésung T'; weiter bei 2. Wird keine Verbesse-
rung gefunden, dann gehe zu 4.

4. Wiederhole ab Schritt 1, falls gewiinscht.
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Lin und Kernighan schreiben dazu folgende Randbedingungen vor:

1. Eine Auswahlregel muss festlegen, welches Kantenpaar als das am ehesten aus-
zutauschende festgelegt wird. Diese Regel muss aus den naheliegenden Griinden
sowohl effizient als auch effektiv sein.

2. Eine einfach auszuwertende Funktion muss den zu erwartenden Gewinn eines
Kantentauschs berechnen. Dazu sei g; die Verbesserung, die mit dem Tausch
der Kanten z; und y; erreicht wird, wenn x1,...,2;—1 und ¥y1,...,%;—1 bereits
gewahlt wurden. Desweiteren sollte diese Gewinnfunktion additiv sein, also der
Gewinn G des Gesamttauschs x1, ..., 2, mit y1,...,ys sollte gleich g1 + ...+ gi
sein. Angenommen, diese Funktion ist additiv, dann muss die Heuristik nicht
beim ersten negativen g; stoppen, sondern erst, wenn Zle < 0 ist. So kénnen
dann lokale Optima auch iiberwunden werden.

3. Um die Heuristik fiir jedes k stoppen zu kénnen, muss die temporére Tour nach
jedem Tausch im Sinne einer Losung zuléssig sein. Das heisst, dass nach jedem
Tausch die Datenstruktur einer moglichen Losung entsprechen muss.

4. Ein Abbruchkriterium muss angeben, ab wann keine erfolgversprechenden Kan-
tenpaare mehr gefunden werden oder wenigstens, ab wann der Gesamtgewinn
negativ wird.

5. Die Kantenmengen X = {z1,...,2;} und ¥ = {y;...,yr} missen disjunkt
sein. Ist eine Kante in eine der beiden Mengen aufgenommen worden, kann sie
im aktuellen Iterationsschritt nicht mehr aus dieser entfernt werden. Hier sei
angemerkt, dass einige Varianten des Verfahrens diese Regel aufweichen werden.

Wurden bis zu einem Iterationsschritt m die Kantenpaare x1,...,zy, und y1,...,ym
mit den dazugehoérigen Gewinnen g1, ..., g, betrachtet, dann wird das endgiiltige 1 <
k < m so gewdhlt, dass die Summe ) ;" ; g; maximiert wird und eine zuléssige Losung
entsteht.

3.3.2. Der Algorithmus von Lin-Kernighan

Die Lin-Kernighan Heuristik enthélt, wie oben erwdhnt, mehrere Randbedingungen.
Diese tragen in starker Weise sowohl zur Effektivitéit, als auch zur Effizienz des Ver-
fahrens bei.

1. Sequentielles Tauschkriterium (sequential exchange criterion):
Die Kanten z; und y; miissen adjazent sein. Sie miissen also einen gemeinsamen
Endpunkt besitzen. Die Sequenz (x1,y1,%2, Y2, - - -, Tm, Ym) bildet eine Kette an-
grenzender Kanten. Resultiert der Tausch der Kantenmengen X und Y in einer
Tour, dann wird von einem sequentiellen Tausch gesprochen. Anmerkung: Es
gibt jedoch durchaus auch nichtsequentielle Verbesserungen, wie in Grafik
schematisch dargestellt.
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Abbildung 3.3.: Nichtsequentieller Tausch

Einige Implementierungen, unter anderem [Hel00],versuchen daher mit nichtse-
quentiellem Austauschen mehrer Kanten Verbesserungen zu erreichen, wenn die
Heuristik in einem lokalen Optimum steckt und von daher andernfalls keinerlei
Verbesserungen mehr zu erwarten sind.

. Zulassigkeitskriterium (feasibility criterion):

Die Kante x; = (t2;—1, to;) muss so gewiahlt werden, dass die Konfiguration (die
tempordre Zwischenlosung) einer Tour entspricht, falls die Kante (t9;,11) ein-
gefligt wird. Dieses Kriterium erlaubt dem Algorithmus zu jeder Iterationstiefe
anzuhalten und beschrankt die Laufzeit, bzw. die Komplexitdt der Implementie-
rung.

. Positivverbesserungskriterium (positive gain criterion) :

Dieses Kriterium erzwingt, dass y; immer so gewahlt werden muss, dass die zuge-
horige Gesamtverbesserung G; positiv ist. G; ist im -ten Schritt: G; = Zé’:l gi-
In einem Suchschritt mag es mehrere Moglichkeiten geben um das Positivver-
besserungskriterium zu erfiillen. Die naheliegende Regel ist, die néchste Kante
»greedy’ zu wahlen: g;11 ist zu maximieren. Wenn kein positiver Zuwachs moglich
ist, so ist derjenige mit dem wenigsten Verlust (immer noch das Maximum) zu
wahlen.

. Disjunktheitskriterium (disjunctivity criterion):

Die Mengen X und Y miissen disjunkt sein. Wandert eine Kante von einer Menge
in die andere, kann sie diese innerhalb eines Iterationsschritts nicht mehr verlas-
sen. Bereits hinzugefiigte (geloschte) Kanten werden nicht wieder geléscht (hin-
zugefiigt). Dies vereinfacht die Implementierung, beugt Fehlern vor und bildet
ein gutes Abbruchkriterium fiir den Iterationsschritt. Wie bereits oben erwéhnt,
wird es Varianten geben, die von dieser Randbedingung abweichen.

Auf den ersten Blick wirkt der folgende Algorithmus komplex, auf einen zweiten ist
allerdings zu erkennen, dass er nah an der urspriinglichen Idee bleibt.
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Algorithmus 8 Heuristik von Lin-Kernighan
Eingabe: Graph G
Ausgabe: Approximation der optimalen Tour
1: Erzeuge randomisiert eine Starttour 7.
2: G* = 0. Wihle einen Knoten ¢; und sei x; eine der zu t; adjazenten Kanten in 7.
1=1.
3: Sei ty der andere Endpunkt von 7.
Wahle die Kante y; von to zu einem Knoten t3 so, dass g1 > 0.
Existiert ein solcher Knoten nicht, gehe zu 6d).
4: 1=1i+1
Wihle z; und y; wie folgt:

a) x; wird so gewéhlt, dass die Kanten dieser Konfiguration eine Tour bilden, falls
die Kante (t9;,t1) eingefiigt wird.

b) y; ist eine noch withlbare Kante am Knoten t9;. z; und y; sind adjazent. Existiert
kein solches y;, gehe zu Schritt 5.

c) Geloschte (hinzugefiigte) Kanten kénnen nicht wieder hinzugefiigt (geldscht)
werden

d) G; = Z;:l g; > 0

e) Damit die temporire Konfiguration zuléssig bleibt, muss die Wahl der Kante
y; zulassen, dass im i 4+ 1-ten Schritt ein x;41 gewdhlt und mithin aus der Tour
geloscht werden kann.

f) Bevor y; gewéhlt wird, ist zu tiberpriifen, ob ein Verbinden von t9; und z; eine
weitere Verbesserung bringt. Sei y; diese Kante und sei g/ = |y}| — |x;].
Ist Gi—1 + g > G*, dann setze G* =G;—1 + g/ k=1

5: Beende die Wahl der x; und y;, wenn entweder keine moglichen Kanten die Bedin-
gungen 4c) - e) erfiillen oder wenn G; < G*.
Ist G* > 0, dann starte bei Schritt 2 mit der mit G* assoziierten Tour 7" neu.

6: Gilt G* = 0, so wird ein einfaches Backtracking wie folgt fiir die Iterationen i = 1,2
durchgefiihrt.

a) Wiederhole die Schritte 4 und 5 und wéhle die y,’s nach aufsteigender Lénge,
solange das Zuwachskriterium g; + g2 > 0. Der erste gefundene Zuwachs wird
gewahlt.

b) Sind alle Méglichkeiten fiir yo in Schritt 4 b) ohne Erfolg untersucht worden,
gehe zu Schritt 4 a) und wéhle eine alternative Kante fiir xs.

c¢) Schlagen die vorherigen Backtracking-Schritte fehl, wéihle y; in Schritt 3 nach
aufsteigender Lange.

d) Schliagt der vorherige Schritt fehl, wird die alternative Kante x1 in Schritt 2
gewahlt.

e) Schlagen alle vorherigen Backtracking-Schritte fehl, wird ein neues t; gewéhlt
und zu Schritt 2 gegangen.

7: Wurden alle n Moglichkeiten fiir ¢; ohne Verbesserung durchgefiihrt, so terminiert
die Heuristik. Bei Bedarf wird das Verfahren mit einer anderen Starttour 7 neu
gestartet.
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Eine wichtige Eigenschaft des Verfahrens ist die Tatsache, dass die Wahl einer Kante
nicht von den Kosten der Kante (t9;,¢1) abhéngt. Diese werden geflissentlich ignoriert.
Als integraler Bestandteil der Nachbarschaftsdefinition lassen sich nur so die qualitativ
iiberlegenen Losungen der Lin-Kernighan Heuristik finden.

3.4. Die Implementierung von Johnson et al.

In [JM95] berichten die Autoren Johnson et al. iiber Thre Implementierung der Lin-
Kernighan-Heuristik fiir das Traveling Salesman Problem. Diese Implementierung geht
auf die urspriingliche Beschreibung von Lin und Kernighan zuriick, geht zusétzlich
aber noch auf moderne Datenstrukturen ein. In weiten Teilen orientiert sich, wie noch
geziegt wird, die, fiir diese Arbeit entstandene Implementierung an diesen Grundziigen.
Grob gesprochen besteht die Implementierung von Johnson et al. aus zwei Teilen.
Anschaulich sind dies eine innere Schleife und ein &ufserer Mantel, der den inneren Teil
steuert und bei Bedarf neu startet.

3.4.1. Die innere Schleife

Den Kern der Heuristik bildet eine innere Schleife, die von Johnson et al. auch LK
Search genannt wird. Diese basiert auf sukzessiven 2-Opt Tauschen, also dem Tausch
zweier Kantenpaare, wobei die Kosten der Kante (t9;,t1) ignoriert werden. Sowohl die
vorliegende Implementierung, als auch die von Johnson et al. [JM95] und sowie die
von Neto [Net99| speichern Losungen aus Griinden der Handhabbarkeit als sogenann-
ten Verankerten Hamiltonpfad anstatt eines Hamiltonkreises. Der Anker eines solchen
Pfads P ist ein fixierter Knoten vy, siehe dazu auch Abbildung

P U (tg;,t1) bildet eine

vl U2 V2;
’ Tour.

Abbildung 3.4.: Hamiltonpfad als Tour im TSP, nach [JM95]

Mit wvo; wird der Endknoten des Hamiltonpfads P; bezeichnet, welcher zu Beginn der
i-ten Iteration von LK Search existiert und die Tour im Graphen ldsst sich jederzeit
wieder auf einfache Weise rekonstruieren, indem der Pfad P um die Kante {vg;,v1}
erweitert wird. Die Durchfiihrung des eigentlichen Kantentauschs, der in Abbildung
3.2] angedeutet wird, ldsst sich mit dem Hamiltonpfad als Datenstruktur auf eine ein-
fache Art und Weise realisieren. Dazu wird zunéchst der Pfad um eine weitere Kante
(v2i,v2i4+1) zu einem 1-Baum ergénzt. Die Abbildung verdeutlicht den Kanten-
tausch im Hamiltonpfad.

Der entstandene 1-Baum ist aber nur ein Zwischenschritt, denn nach dem Kanten-
tausch muss die Datenstruktur bekanntlich wieder eine zuléssige Losung sein. Dazu
wird im néchsten Schritt die Kante {vg;11,v2i+2} geloscht und mithin der Tausch
abgeschlossen. Anschaulich wird im i-ten Iterationsschritt die Reihenfolge des Suffix’
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( W Ergénzung des Pfads
S N N - — — (O)——F um eine weitere Kante.
(%1 vy T V2i+1 V241 U
( W Loschen der Kante
S N N N N N (t2i41,t2it2)-
U1 V2 V2341 V2i+1 V24

Abbildung 3.5.: Kantentausch mit Hamiltonpfad, nach [JM95]

(V2i41, - - -, v2;) des Pfads P; einfach umgedreht.

Satz 9 (Das sequentielle Tauschkriterium im Hamiltonpfad)

Die oben beschriebene Vorgehensweise des Kantentauschs mit dem Hamiltonpfad als
Datenstruktur, bzw. Konfiguration, beachtet das sequentielle Tauschkriterium fir alle
Tterationsschritte 1 > 2.

Der Beweis léasst sich per Induktion fithren. Zu Zeigen ist, dass die Kantensequenz
(x1,Y1,22,Y2,- - -, Tm, Ym) eine Kette angrenzender Kanten bildet:

Verankerung bei i=2.

Zu Anfang der ersten Iteration entspricht der Hamiltonpfad als Tourkonfigura-
tion der Starttour. Ist die Kante x; gewéhlt, wird die Tour solange zyklisch
geshiftet, bis sie der Tour in Abbildung entspricht. Die Kante 1 wird damit
gebrochen. Also, v liegt auf der einen und vy auf der anderen Seite des Pfads.
Nun wird y; = (t2,t3) gewahlt und der Tausch mittels 1-Baum ausgefiihrt. Die
Kante z9 = (t3,t4) wird dadurch ebenfalls geloscht. Der Tausch wird durch fol-
gende Skizze deutlich:

n
t . ts to o ty
X1
i t3 2 l2

Abbildung 3.6.: Kantentausch fiir i = 2

Induktionsschritt.
Angenommen, die Aussage gilt fiir ¢ = n, dann liegt folgender Hamiltonpfad vor:
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3] tp—2 th—1 T oy

Abbildung 3.7.: Kantentausch fiir i = n

Nach Konstruktionsvorschrift muss die Kante x,,4+1 nun als (vey,, vo,+1) gewéhlt
werden, wobei v, der Endknoten des Hamiltonpfads ist. Diese Kante erzeugt
aus dem Pfad zwischenzeitlich einen 1-Baum. Um diesen wieder auf einen Ha-
miltonpfad zuriickzufiihren, muss eine Kante (vz2n+t1,va(n41)) aus dem 1-Baum
geloscht werden. Es ist nun offensichtlich, dass die zu Anfang bestehende Sequenz
angrenzender Kanten (x1,y1, 22, Y2, - ., Tn, Yn) um den Suffix (,41, Yn4+1) erwei-
tert wird. ]

Die Vorteile eines Hamiltonpfads als zentrale Datenstruktur zur Repréisentation einer
Rundreise liegen also auf der Hand. Neben dem sequentiellen Tauschkriterium wird
auch das Praktikabiltatskriterium umgesetzt. Es gibt jedoch auch andere Datenstruk-
turen, wie die von Osterman und Rego [OR03| vorgeschlagenen Satellitenlisten.

In jedem Iterationsschritt der Johnson et al. Implementierung wird nun nach Kanten-
paaren gesucht, die miteinander getauscht werden. Da ein Suffix des Pfads umgedreht
wird, werden auch nur solche Tauschpartner berticksichtigt, die die Kante {v9;,v1}
16schen, bzw. vorneweg ignorieren. Die neue Kante {v9;, v, 11} muss dabei so gewéhlt
werden, dass die Kosten des temporiaren 1-Baums geringer sind als die Kosten der
besten bisher bekannten Tour. Diese Tour wird auch Champion Tour genannt.

Die Implementierung von Johnson et al. verzichtet auf die Tabuliste fiir geléschte
Kanten. Die Wiederaufnahme einer zuvor geldschten Kante ist also ohne weiteres er-
laubt. Fine der Listen alleine reicht aber offensichtlicherweise aus, um die Anzahl
maximal erlaubter Tauschschritte auf N zu begrenzen und die Heuristik hat mehr Kan-
ten zur Verbesserung zur Auswahl. Interessanterweise zeigt Papadimitriou in [Pap92]
fir den anderen Fall, dass nur hinzugefiigte Kanten auf die Tabuliste kommen, ein
erstaunliches komplexitatstheoretisches Ergebnis. Werden die hinzugfiigten Kanten
nicht auf eine Tabuliste gesetzt, ist es also erlaubt erzeugte Kanten wieder zu l6schen,
dann ist diese Variante PLS-Vollstindig. Die spétere experimentelle Analyse wird auch
diese Variante betrachten. Fiir den originalen Algorithmus und die Implementierung
von Johnson et al. gilt dieses Ergebnis iibrigens nicht. Die Beweisskizze und einige
Schlussfolgerungen werden in Kapitel préasentiert.

Die Wahl eines auszutauschenden Paars lauft wie folgt. Fiir jeden moglichen Tausch
wird gepriift, ob die entstehende Tour inklusive Kante (tg;,¢1) kiirzer ist, als die
Champion-Tour, die bisher beste bekannte Tour. Ist sie kiirzer, dann wird sie fiir den
spateren Gebrauch zwischengespeichert. Fiir den Praktiker ist hier zu beachten, dass
solche temporéren Zwischenspeicherungen anfillig sind fiir unerwiinschte Seiteneffekte,
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falls Simulationen parallel in verschiedenen Threads durchgefiihrt werden.

Eine Champion-Tour wird aber nicht notwendigerweise Ausgangspunkt in Schritt i.
Stattdessen wird im i-ten Iterationschritt derjenige Tausch gewdhlt, der einen kiir-
zesten neuen Pfad P;y; erzeugt. Hierbei sind auch Schritte erlaubt, die zu einem
schlechteren Ergebnis fiihren. Die Suche nach einem neuen kiirzesten Pfad P41 bedeu-
tet also nicht notwendigerweise, dass dieser kiirzer wire als P; oder die dazugehorige
Tour. Gerade diese Schritte in die falsche Richtung erlauben es der Heuristik, schlechte
lokale Optima zu verlassen und nicht wie die einfacheren k-Opt-Verfahren mit vorher
festgelegter Schrittweite in einem lokalen Optimum stecken zu bleiben.

3.4.2. Steuerung der inneren Schleife

Der Algorithmus speichert in jedem Schritt die Champion-Tour. Dies ist die bisher
kiirzeste gesehene Tour. Zu Anfang ist das die Losung der Startheuristik. Alle Laufe
der inneren Schleife gehen zu Anfang von der jeweiligen Champion-Tour aus. Wenn
eine neue beste Tour gefunden wird, dann terminiert der aktuelle Lauf der inneren
Schleife und der Algorithmus merkt sich diese als neue Champion-Tour. Die Steue-
rung terminiert den Algorithmus dann, wenn keine neue Champion-Tour von einem
Ausgangspunkt aus gefunden werden kann. Damit entspricht die Steuerung der John-
son et. al Implementierung der Idee der Lin-Kernighan Heuristik.

3.4.3. Experimentelle Ergebnisse der Implementierung

Johnson et al. testen ihre Implementierung auf zufélligen euklidischen Instanzen und
auf Instanzen mit zufilligen Distanzmatrizen. Sie vergleichen dabei die Ergebnisse mit
einer Implementierung des 3-Opt-Verfahrens. Es wird berichtet, dass die Ergebnisse
der Lin-Kernighan Implementierung etwa 1% besser sind als die 3-optimalen Touren.
In ihrer Analyse schétzen sie die optimale Tour durch die Schranke von Held-Karp ab
und kommen zu dem Schlufs, dass die Ergebnisse von Lin-Kernighan etwa 2 Prozent
iiber der unteren Schranke liegen und zwar unabhénig von der Instanzgrofie.

Diese sehr guten Ergebnisse lassen sich aber nicht auf die Instanzen mit zufélligen
Distanzmatrizen iibertragen. Hier berichten Johnson et al. von viel schlechteren Er-
gebnissen beider Verfahren. Zwar scheint das 3-Opt-Verfahren an sich schon um den
Faktor 10 schlechter zu sein, aber auch Lin-Kernighan Heuristik in ihrer Implementie-
rung erzielt im Vergleich zu vorher nur méfige Ergebnisse. Die getesteten Instanzen
kénnen umso schlechter approximiert werden, je grofer die Instanz ist. Fiir kleine In-
stanzen mit 100 Knoten wird von fast optimalen Touren, die nur zwischen ein oder
zwei Prozent iiber dem Optimum liegen, berichtet. Fiir Instanzen mit 4.500 Knoten
wachst dies aber schon auf knapp 7 % an. Die Autoren vermuten daher, dass der Feh-
ler in einer logarithmischen Grofienordnung mit der Eingabegrofse wéchst. Sie kénnen
diese Vermutung aber nicht anderweitig belegen.
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3.5. Die Implementierung von Helsgaun

Helsgaun berichtet in [Hel00] von einer modifizierten und hocheffizienten Implemen-
tierung der Lin-Kernighan-Heuristik. Gegeniiber der urspriinglichen Variante von Lin
und Kernighan erreichen die Erweiterungen noch bessere Touren, vor allem bei steigen-
der Knotenzahl. Das urspriingliche Verfahren erreicht fiir kleine Instanzen mit etwa
50 Knoten mit einer Wahrscheinlichkeit nahe bei 1 optimale Losungen. Fiir grofere
Instanzen allerdings fallt die Wahrscheinlichkeit das Optimum zu erreichen auf nur
noch 20 bis 30 Prozent, wie Helsgaun schreibt.

Die Leistungssteigerungen seiner Implementierung werden vor allem durch Anderun-
gen an den Regeln, wie die lokale Suche in ihrer variablen Lange beschréinkt und
gelenkt wird, erreicht. Obwohl die urspriinglichen Regeln naheliegend und natiirlich
erscheinen, hindern sie das Verfahren, beste Ergebnisse zu erzielen. In vier Bereichen
der Heuristik tragen Anderungen zur Leistungssteigerung der Implementierung bei:

e Begrenzung der in der Nachbarschaft betrachteten Knoten durch Kandidaten-
listen,

e Verdnderte Loschregeln fiir Kanten in einer zwischenzeitlichen Tour,
e Verdnderung der Durchschreitens der Nachbarschaft, sowie
e Wahl der Starttour

Im folgenden Teil werden diese Punkte beleuchtet.

3.5.1. Begrenzung der Nachbarschaft durch Kandidatenlisten

In der urspriinglichen Variante [LK73| schlagen Lin und Kernighan vor, dass ein Such-
schritt nur die fiinf néchsten Nachbarn eines Knoten betrachtet. So liesse sich die
Rechenzeit bei grofieren Instanzen drastisch minimieren bei weitestgehend gleichblei-
bender Qualitit des Ergebnisses. Der Nachteil, dass eine optimale Lésung gerade durch
diese Beschrankung nicht gefunden werden kann, ist aber nicht von der Hand zu wei-
sen: Besitzt die optimale Losung einer Instanz eine Kante, die nicht mit den néchsten
fiinf Nachbarn verbunden ist, so wird das Verfahren kaum in der Lage sein, die opti-
male Losung zu berechnen. Zum Beispiel besitzt die von Padberg und Rinaldi [PR87]
prisentierte optimale Losung fiir eine Instanz mit 532 Stadten eine Kante, die von
einem Endpunkt zum 22-néchsten Nachbarn verbunden ist. Die Heuristik miisste also
die 22 néchsten Nachbarn betrachten um diese Kante finden zu kénnen. Dies wieder-
rum wiirde den Platz- und Zeitbedarf der Heuristik aufbldhen. Um diesen Nachteil
aufzuwiegen, geht Helsgaun einen anderen Weg.

Der Grundgedanke ist aber dhnlich: Je kiirzer eine Kante ist, desto wahrscheinlicher
ist es, dass sie in einer optimalen Tour vorkommt. Um die Néhe zweier Knoten wird
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ein Mafs eingefiihrt, genannt a-Ndhe, das in seiner Analyse auf minimale Spannb&u-
me und 1-Baume zuriickgreift. Helsgaun berichtet aus experimenteller Erfahrung, dass
eine optimale Tour bereits 70 — 80% derjenigen Kanten enthélt, die in einem minima-
len 1-Baum zu finden sind. Daher eignet sich das Konzept der 1-Bédume um ein Maf
fiir die Nahe zu entwickeln. Kanten, die zu einem minimalen 1-Baum gehoren, bzw.
Kanten, die fast zu einem minimalen 1-Baum gehoren, haben gute Chancen Teil einer
optimalen Tour zu sein.

Definition 7 (a-Néhe)
Sei T ein minimaler 1-Baum der Linge [(T) und sei T}'; ein minimaler 1-Baum der
die Kante (i,7) enthalten muss. Das Mass der a-Nihe ist definiert als

a(i, j) = UT5;) = UT). (3.1)

Es ist mit dieser Definition leicht zu sehen, dass bei gegebener Lénge eines minimalen
1-Baums die a-Néahe gerade der Langenzuwachs ist, der notwendig ist, damit ein mi-
nimaler 1-Baum erzwungenermassen die Kante (i,j) enthélt.

Das Mass der a-Ndhe kann systematisch dazu benutzt werden, diejenigen Kanten zu
identifizieren, die mdoglicherweise in einer optimalen Tour vorkommen. Diese vielver-
sprechenden Kanten werden zur sogenannten Kandidatenliste hinzugefiigt. Beachtet
werden in dieser Liste dann eine fixe Anzahl k a-néchster Kanten und/oder diejenigen
Kanten unter einem bestimmten Schwellenwert. Es ist zu erwarten, dass Kanten, die
nach diesem Mafs weit entfernt scheinen, von der Lin-Kernighan Heuristik getrost igno-
riert werden kénnen, ohne die Wahrscheinlichkeit, so die optimale Tour zu verpassen,
stark zu erhohen. Helsgaun berichtet, dass im Allgemeinen kleine Kandidatenlisten
einer guten Losung keinen Abstrich tun.

3.5.2. Verdnderte Loschregeln fiir Kanten in einer Tour

Die Kandidatenliste beschrankt die Menge der Kanten Y, die zu einer Losung hinzu-
gefligt werden konnen. Analog ldsst sich auch die Menge der Kanten X beschrinken,
die aus einer Tour zu loschen sind. Helsgaun wahlt in seiner Implementierung eine
einfache, aber dennoch leistungsfihige Regel, um diese Menge zu beschrénken:

1. Die erste zu loschende Kante x; darf nicht zu der bisher besten bekannten
(Champion-)Tour gehoéren, wobei die Starttour nicht als solche zdhlt. Ist noch
keine Champion-Tour bekannt, so darf die Kante im Graphen der Eingabeinstanz
nicht zum minimalen 1-Baum gehoren.

2. Die letzte zu loschende Kante in einer Iteration, darf in aktuellen Iteration vorher
nicht hinzugefiigt worden sein.

Die erste Regel beschriankt den Suchraum bereits zu Anfang des Verfahrens (Schritt
i = 1), wobei das urspriingliche Verfahren dies erst bei ¢ > 2 macht. Helsgaun berichtet
weiter, dass seine Loschregeln effektiver als das Original und zudem noch leichter zu
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implementieren sind.

Die zweite Regel begrenzt die Anzahl der Suchschritte. Sie ist eine Verallgemeinerung
der urspriinglichen Regel, dass zuvor geloschte (hinzugefiigte) Kanten nicht wieder
hinzugefiigt (geloscht) werden diirfen. Helsgaun ist nicht der einzige Autor, der eine
Relaxierung des Disjunkheitskriteriums fordert. Im weiteren Verlauf werden Neto und
Papadimitriou diese Regel aufweichen und auch die Analyse der fiir diese Arbeit erstell-
ten Implementierung zeigt, dass sich dadurch im Allgemeinen bessere Touren finden
lassen, auch wenn sich dabei die Laufzeit erhoht.

3.5.3. Veranderte Bewegung durch die Nachbarschaft

Die zentrale Eigenschaft der Lin-Kernighan Heuristik ist die Art und Weise, wie
der Suchraum der lokalen Nachbarschaft durchschritten wird und welche grundle-
genden Suchschritte erlaubt sind. Die Menge der erlaubten Schritte entspricht der
(Unter—)Menge der moglichen r-Opt-Schritte, die betrachtet werden, um eine kiirzere
Tour zu erreichen.

Das urspriingliche Verfahren betrachtet nur diejenigen r-Opt-Schritte, die in einen
2- oder 3-Opt-Schritt mit einer folgenden Sequenz von 2-Opt-Schritten zerlegbar sind,
wobei diese Sequenz natiirlich auch eine leer Folge sein darf. Weiterhin miissen die
Handhabbarkeits- und die Zuldssigkeitskriterien eingehalten werden. Zusétzlich wer-
den im Original noch nicht-sequentielle Suchschritte erlaubt, wenn sonst keine Verbes-
serung gefunden werden kann.

Helsgauns Implementierung weicht diese Vorgaben auf. Hauptmerkmal ist, dass der
neue grundlegende Suchschritt ein 5-Opt-Schritt ist. Dadurch wird die durchsuchte
Nachbarschaft auf Kosten der Laufzeit weit ausgedehnt. Sobald allerdings wahrend
der Konstruktion eines Suchschritts festgestellt wird, dass ein Zwischenergebnis, al-
so ein 2-, 3- oder 4-Opt-Schritt, schon eine Verbesserung bringt, wird der Suchschritt
abgebrochen und dieses Zwischenergebnis als neuer Ausgangspunkt der Suche gewéhlt.

Die Vergroflerung der Nachbarschaft wird durch die Benutzung der Kandidatenliste
allerdings teilweise kompensiert. Dadurch erhoht sich die Laufzeit nur um einen ver-
gleichsweise kleinen Faktor. Helsgaun berichtet, dass aus Computerexperimenten her-
aus ersichtbar ist, dass der Algorithmus kein Backtracking (ausser fiir die Wahl der
ersten Kante x1) mehr benétigt. Durch das Weglassen verringert sich die Laufzeit
weiterhein, ohne dass die Giite der Losung einen Schaden nimmt. Der modifizierte
Algorithmus ist zudem leichter zu implementieren.

Eine weitere Abweichung ist die Menge der nicht-sequentiellen Suchschritte, die Hels-
gaun betrachtet, wenn keine sequentiellen Verbesserungen mehr gefunden werden kon-
nen. Anstatt der einfachen, nicht-sequentiellen 4-Opt-Schritte wird eine méchtigere
Menge nicht-sequentieller Suchschritte betrachtet. Diese besteht aus den folgenden
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Elementen:

e Jeder beliebige nicht zuléssige 2-Opt-Tausch, der zwei disjunkte Teiltouren produ-
ziert, gefolgt von einem 2-, bzw. 3-Opt-Tausch, der wieder eine zuléssige Losung
durch Zusammenfiigen der Teiltouren erzeugt, gehdrt dazu, ebenso wie

e jeder beliebige nicht-zuléssige 3-Opt-Tausch, der zwei disjunkte Teiltouren pro-
duziert, gefolgt von einem beliebigen 2-Opt-Tausch, der wieder eine zulédssige
Losung durch Zusammenfiigen der Teiltouren erzeugt.

Die einfachen nicht-sequentiellen 4-Opt-Tausche des urspriinglichen Verfahrens sind
eine Teilmenge dieser méchtigeren Menge. Da hier eine Obermenge der urspriinglichen
Moglichkeiten betrachtet wird, erhéht sich nach Helsgaun die Wahrscheinlichkeit einen
besten Suchschritt zu finden. Weiterhin ist die Laufzeit der Suche in dieser Obermenge
relativ gering zur Gesamtlaufzeit, da die Kandidatenlisten und die Vorgabe des Positiv-
verbesserungskriteriums den Suchraum insofern einschrinken, dass nur eine geringere
Menge an Kanten in die Auswahl kommt, betrachtet zu werden.

Der Einfluss dieser nicht-sequentiellen Schritte ist aber in Helsgauns Implementie-
rung noch nicht abschliefend untersucht worden. Es ldsst sich nun aus seinen Er-
gebnissen vermuten, dass sie einen spiirbaren Einfluss auf die Giite der Touren der
Lin-Kernignhan Heuristik im Allgemeinen und nicht nur speziell fiir Helsgauns Imple-
mentierung haben.

3.5.4. Wahl der Starttour

Im urspriinglichen Verfahren schreiben Lin und Kernighan keine spezielle Startheuri-
stik vor. Sie gehen davon aus, dass eine zuféllig bestimmte Tour als Startpunkt der
Suche ausreicht. Sie kommen sogar zu dem Schlufs, dass ein spezialisiertes Startver-
fahren Zeitverschwendung sei. Diese Uberlegung kommt Teils aus der Tatsache, dass
viele Konstruktionsheuristiken deterministisch arbeiten und von daher auch nur eine
mogliche Losung von der Lin-Kernighan Heuristik berechnet werden kann, denn die
eigentlich Rechenschritte laufen ohne Zufallsbits ab.

Dazu gibt es aber gegenldufige Ergebnisse von Perttunen [Per94]. So wird heraus-
gefunden, dass die sogenannte Clark and Wright Savings Heuristik als Startheuristik
im Allgemeinen bessere Gesamtergebnisse erzeugt. Auch Reinelt [Rei94] kommt zu
dem Schluss, dass zuféllige Starttouren zu schlechteren Gesamtergebnissen fiihren, als
speziell gewdhlte Starttouren dies tun. Er schldgt vor, lokal optimale Touren aus Aus-
gangspunkt zu benutzen, die auf die eine oder andere Weise immer noch grofse Fehler
aufweisen, beispielsweise das Konstruktionsverfahren von Christofides, s. Kapitel
Das heisst aber nicht, dass es keine Starttouren gébe, die genau das Gegenteil erreichen.

Helsgaun wendet mit einigem Erfolg folgende Startheuristik an:
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Algorithmus 9 Startheuristik von Helsgaun
Eingabe: Graph G
Ausgabe: Starttour fiir Lin-Kernighan Heuristik
1: Wahle einen zufélligen Startknoten i.
2: Waihle einen weiteren, noch unmarkierten Knoten j wie folgt:

1. Die Kante (7, ) ist in der Kandidatenliste,
2. a(i,j) =0, und
3. Die Kante (i, j) gehort zum minimalen Spannbaum.

e Andernfalls wihle, wenn moglich, Kante (4, 7) so, dass sie zur Kandidatenliste
gehort.

e Andernfalls wihle j aus der Menge der unmarkierten Knoten.

3: Markiere 4. Setze i = j.
4: Sind noch unmarkierte Knoten vorhanden, dann weiter bei 2.

Stehen in Schritt 2 mehr als ein Knoten zur Auswahl, dann wird unter den Moglich-
keiten ein Knoten zuféllig gewdhlt. Die Reihenfolge der Wahl der Knoten impliziert
die Starttour. Helsgaun berichtet, dass dieses Verfahren schnell ist und die Menge der
initialen Losungen weit genug streut, um gute endgiiltige Losungen zu erhalten. Eine
theoretische Analyse dieser Startheuristik steht aber noch aus.

3.5.5. Experimentelle Ergebnisse der Implementierung

Die Implementierung liefert allgemein gesprochen sehr gute Ergebnisse. Sie ist so auf-
gebaut, dass jede Instanz einer gewissen Anzahl an unabhéngigen Ldufen unterworfen
wird und innerhalb eines Laufs mehrere Versuche unternommen werden, mittels der
modifizierten Lin-Kernighan Heuristik eine neue beste Tour zu berechnen. Die Versu-
che innerhalb der L&ufe sind nicht unabhéngig, da die Kanten in der Champion-Tour
des aktuellen Laufs benutzt werden um die Suche innerhalb eines Versuchs zu be-
schrianken. Die Anzahl der Liufe in den Simulationen variiert mit der Grofe der zu
bearbeitenden Instanz. Graphen mit weniger als 1000 Knoten werden 100 Laufen un-
terzogen, wobei grofere Instanzen mit 10 Laufen berechnet werden. Die Anzahl der
Versuche innerhalb der jeweiligen Léaufe entspricht der Dimension, also der Anzahl
der Stadte einer Instanz. Ist das Optimum einer Instanz bekannt, so wird die Suche
abgebrochen, sobald das Verfahren eine optimale Losung prasentiert.

Die présentierten Ergebnisse seiner Simulationen auf den Instanzen der TSPLIB [Rei91]
zeigen die Giite der Helsgaun-Implementierung sehr deutlich. Die durchschnittliche Ab-
weichung fiir alle Instanzen betragt nur 0.001% und die grofite gefundene Abweichung
zum bekannten Optimum betrigt 0.072%. Die dazu benutzte CPU-Zeit ist ebenfalls
erstaunlich gering: Auf einem Apple Power Macintosh G3 mit 300 MHz Taktfrequenz
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braucht Helsgauns Implementierung je nach Instanz nur zwischen 0.2 und 3.6 CPU-
Sekunden. Fiir 11 Probleme, die Helsgaun testet, waren zu diesem Zeitpunkt noch
keine Optima, sondern nur beste Touren bekannt. Auch hier iiberzeugt die Implemen-
tierung. Fiir 4 dieser Probleme werden die bekannten Losungen bestétigt und fiir die
iibrigen 7 werden sogar noch bessere Touren gefunden. Fiir die grofste Instanz pla85900
mit knapp 86.000 Knoten ist der Rechenaufwand aber schon nicht mehr vernachléssig-
bar. Es wird von zwei Wochen CPU-Zeit berichtet.

Die Grofse einer Instanz alleine ist aber noch kein Indikator fiir die Laufzeit des Verfah-
rens. Wieder gibt es Instanzen, deren Berechnung langer dauert als gréfsere Probleme.
Auf dieses Phéanomen wird im Zuge der Clusterkompensierung von Neto im folgenden
Kapitel genauer eingegangen. Fiir zuféllige Instanzen kommt Helsgaun zu dem Schluf,
dass die Laufzeit in der Gréfenordnung von O(n*?) anzusiedeln ist.

3.6. Die Implementierung von Neto

Im Allgemeinen besitzt die Lin-Kernighan Heuristik eine sehr gute Laufzeit. Allerdings
kann die Laufzeit bei speziellen Instanzen auch um ein Vielfaches schlechter ausfallen,
als auf Instanzen gleicher Grofe. Dies tritt auf, wie auch schon Johnson [JM95] be-
richtet, wenn die Knoten der Instanz nicht gleichméfig, sondern in Clustern verteilt
sind. Neto [Net99| fithrt in seiner Arbeit das Konzept der effizienten Clusterkompensie-
rung (engl. efficient cluster compensation) ein. Ihr Ziel ist es, den Laufzeitnachteil bei
Clustern in einer Instanz aufzuwiegen, ohne die Giite der Heuristik nachhaltig zu be-
eintréchtigen. Anschaulich beschneidet die effiziente Clusterkompensierung den Such-
raum so, dass Regionen mit geringem Nutzen schnell wieder verlassen werden. Dazu
wird ein Lookahead eingefiihrt, der die Suche stérker lenkt als von Lin und Kernighan
eigentlich vorgesehen. Der Lookahead beriicksichtigt die sogenannte Cluster-Distanz
als Richtmaf fiir die Zugehorigkeit zweier Knoten zu verschiedenen Clustern.

3.6.1. Einordnung eines Clusters

Clusterung ist eine Eigenschaft der Distanz-, bzw. Kostenfunktion C' : V x V +— RT.
Anschaulich ldsst sich sagen, dass eine Instanz Cluster besitzt, wenn die Knoten der
Instanz so eingruppiert werden koénnen, dass die Absténde zwischen den Knoten ei-
nes Clusters relativ klein sind im Vergleich zu den Abstédnden zwischen zwei Knoten
in verschiedenen Clustern. Neto weist daraufhin, dass die genaue Definition fiir ein
Cluster-Mak schwer zu geben ist. Stattdessen wird folgende ,weiche* Definition gege-
ben.

Definition 8 (y-Maf$ fiir Cluster)

Sei T = (V, Er) ein minimaler Spannbaum fir den Graphen G = (V, E). Durch Lo-
schen lingster Kanten des Spannbaums werden die Knoten in G in mehrere Cluster
partitioniert. Sei vy das Verhdltnis von Linge einer lingsten Kante zur Linge der Kan-
te, deren Ldinge der Median aller Kantenlingen ist. Ist vy grof$, dann ist die minimale
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Distanz zwischen den Knoten eines Clusters viel kleiner als die minimale Distanz zwi-
schen Knoten in verschiedenen Clustern. Ist vy klein, dann sind die Abstinde zwischen
den Clustern relativ gering.

Demnach ist das v-Maf nur ein recht grober Indikator fiir Clusterung einer Instanz ist.
Die gegebene Funktion und die naheliegenden Modifikationen kénnen offensichtlich
von einem schlauen Gegenspieler geschlagen werden. Aus diesem Grund verzichtet
Neto auf eine quantitative Definition und vertraut weitestgehend auf die Intuition des
Lesers.

3.6.2. Langere Laufzeit bei geclustertern Instanzen

Um eine Tour T in eine kiirzere Tour T” zu transformieren, werden k Kanten wie gehabt
aus der Tour gegen k Kanten, die hinzugefiigt werden, getauscht. Wie bereits zuvor
erwahnt, werden diese Austausche sequentiell vorgenommen und bilden einen Kreis ge-
rader Lénge im Graphen. Die Kanten dieses Kreises wechseln zwischen geléschten und
hinzugefiigten Kanten. Ein solcher k-Tausch kann dann als eine Reihe von 2-k Kanten
des Graphen aufgeschrieben werden: t1,ts,...,tox_1, tor. Mit ungeraden Indizes sind
die geldschten und mit geraden Indizes sind die hinzugefiigten Kanten beschriftet. Dies
ist analog zu den Kanten x; und y;, also t1,%o,... ,top_1,tok = T1,Y1,- -+, Tk, Yk-

Die Kostenfunktion C' : V x V +— RT ist nicht-negativ. Daher muss das Positiv-
verbesserungskriterium nur iiberpriift werden, wenn eine Kante hinzugefiigt wird. Die
Berechnung der bisher erreichten Verbesserung, von Neto mit cumulative gain bezeich-
net, ist:

cum_gain= Y cltptin) — Y cltiti) (32)
BEEN CEE

Dieses Mass ist klar dquivalent zur vorherigen Definiton und die bisher erreichte Ver-
besserung ignoriert die Kosten, den entstehenden (Tausch-)Kreis mit der Kante (t9;, 1)
zu schlieffen, [LK73|, da nach Lin und Kernighan die Schitzung sonst zu pessimistisch
ist. In der Tat ist es so, dass die Ergebnisse der Heuristik stark nachlassen, wenn
die Kante (t9;,t1) in die Berechnungen fiir das Positivverbesserungskriterium direkt
mit einbezogen wird. Im Zuge der fiir diese Arbeit erstellten Implementierung zeigen
durchgefiihrte Experimente, dass die Giite dann nur noch minimal iiber einem einfa-
chen 2-Opt Verfahren liegt. Die Entscheidung diese Kreisschlusskosten zu ignorieren,
ist also, wie schon zuvor erwahnt ein, integraler Bestandteil der Heuristik.

Diese vordergriindig ,,gute Ignoranz macht das Verfahren im Gegenzug aber anfillig
fiir lange Laufzeiten. Eine Tatsache, die in Kapitel fiir eine Komplexitatstheoreti-
sche Betrachtung der Heuristik noch einmal herangezogen wird.

Wieso sind Cluster nun schlecht? Sogenannte Kdoderkanten flihren die Heuristik bei
den Berechnungen zur bisher erreichten Verbesserung (cumulative gain) in die Irre
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[INet99]. Genauer: Kanten, die relativ weit entfernte Cluster verbinden, kédern die
Heuristik. Wird eine solche Briickenkante geloscht, so wachst der Wert der bis dato
erreichten Verbesserung iiberoptimistisch und die Heuristik besitzt nun ein hohes Bud-
get, dass sie benutzen kann, um innerhalb eines Clusters herumzuwandern ohne dabei
weder einen besonderen Anreiz zu finden zum urspriinglichen Cluster mit den Start-
knoten t; zuriickzukehren, noch eine bedeutende Verbesserung zu finden. Die Kosten,
eine solche Briicke hinzuzufiigen, sind gross und es ist aufgrund der greedy-Wahl der
néchsten Knoten t9;41, t2; 2 recht unwahrscheinlich, dass so der Weg auch noch zum
Ursprungscluster zurtickgefunden wird.

Natiirlich gibt es die Moglichkeit per Zufall wieder einen Pfad zuriick zu finden, indem
eine Kante mit ungeradem Index aus der zwischenzeitlichen Tour geléscht wird. Mit
der Zeit werden aber immer bessere Zwischenlosungen gefunden und die Chancen auf
solch eine Entdeckung sinken. Anschaulich formuliert, enthélt eine optimale Tour in
der Regel nicht allzuviele Briickenkanten zwischen verschiedenen Clustern. Da aber
eine Losung eine Tour iiber alle Knoten und damit ein zusammenhéngender Subgraph
ist, miissen Briickenkanten dennoch in jeder Instanz mit Clustern vorkommen.

Zusammenfassend ldsst sich sagen: Ursache fiir das schlechte Laufzeitverhalten bei
Instanzen mit Clustern ist die Tatsache, dass sowohl das Positivverbesserungskriteri-
um, als auch die greedy Wahl der néchsten Kante, die Kosten fiir das Schlieffen eines
Kreises per Kante (tg;,t1) ignorierten. Sie tun dies sowohl im aktuellen als auch den
folgenden Iterationsschritten. Ein Kompromiss zwischen Lookahead und Ignorieren der
Kante liegt nahe.

3.6.3. Effiziente Clusterkompensierung

Die Ignoranz der Kreisschlufkosten erlaubte dem urspriinglichen Verfahren eine grofe
Freiheit auf der Suche nach guten Losungen. Allerdings kann die Heuristik, wie gesehen,
eine lange und fruchtlose Suche beginnen, wenn sie eine Kante zwischen zwei Clustern
aus der zwischenzeitlichen Losung 16scht. Ein naheliegender Ausweg aus diesem Dilem-
ma ist die Idee, dass die Heuristik eine vorrausschauende Komponente erhélt. Diese
Komponente soll es ihr erlauben, sich dem Lockruf von Briickenkanten entziehen zu
konnen.

Neto sieht den Schliissel dazu darin, die bisher erreichte Verbesserung (cumulative
gain) als ein Mafs zu benutzen, das angibt, wie segensreich eine gefundene Verbes-
serung nun wirklich ist. Das Loschen von Briickenkanten zwischen Clustern soll die
Heuristik keine iiberpositive Verbesserung mehr vermuten lassen. Die Lin-Kernighan
Heuristik trifft bei der Wahl der Knoten t9; 41 und ;12 eine sehr lokal begriindete Ent-
scheidung. Erster Knoten ist ein Element der Kandidatenliste von to; und die Wahl
von tg;12 hangt vor allem vom Zulédssigkeitskriterium ab.

Fiir die Heuristik spielt es in der Bewertung eigentlich keine Rolle, ob eine betrachtete
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Kante geloscht oder hinzugefiigt werden soll oder, ob sie eine Kante innerhalb eines
Clusters oder zwischen verschiedenen Clustern betrachtet. Wenn eine Kante zwischen
zwei Clustern liegt, dann sollte die Heuristik vermeiden, diese aus einer zwischenzeit-
lichen Losung zu 16schen. Ist im Gegenzug die betrachtete Kante aber eine moglichst
lange Kante innerhalb eines Clusters, so macht es fiir die Heuristik durchaus Sinn,
diese zu 16schen. Das Positivverbesserungskriterium und die greedy-Wahl einer Kante
miissten also globale Informationen dariiber besitzen, wie die umliegende Landschaft
in Bezug auf Cluster aussieht und dementsprechend ihre Entscheidungen anpassen.
Die effiziente Clusterkompensierung passt daher die greedy Wahl einer Kante und die
Berechnung der bisher erreichten Verbesserung an. Um nun Informationen dariiber zu
erhalten, ob eine Kante zwei Cluster verbindet und eine Briickenkante ist, wird die
sogenannte Cluster-Distanz eingefiihrt.

Cluster-Distanz

Die Cluster-Distanz hilft der Heuristik, globale Informationen iiber die Cluster-Struktur
einer Instanz zu sammeln. Sie entspricht der Lange einer langsten Kante, die auf einem
Pfad traversiert werden muss, um von einem Knoten zu einem anderen zu gelangen.

Definition 9 (Cluster-Distanz)

Gegeben seien ein Pfad P in einem Graphen G = (V, E) und zwei Knoten u,v € V.
Die lingste Kante von P wird als Flaschenhalskante bezeichnet. Die Cluster-Distanz
zwischen Knoten u und v, geschrieben als C(u,v), ist die kleinste Flaschenhalskante
aller Pfade von u nach v in G.

Die Cluster-Distanz zwischen den Knoten ¢1 und t9; ist eine geschétzte untere Schranke
fiir die zukiinftigen Kreisschlusskoten, die im Lauf der Optimierung entstehen kénnen.

Anders formuliert: Angenommen, die Knoten ¢; bis to; sind von der Lin-Kernighan
Heuristik bereits fixiert und der Kreis mit den alternierenden, geléschten und hinzu-
gefiigten Kanten soll vervollstédndigt werden. Dann wird die ¢-Sequenz fortgeschrieben

mit den Knoten t9;41,...,%9,. Der noch unbekannte Teil der ¢-Sequenz hat ungera-
de Linge und beginnt mit einer Kante ey; = (t2;,t2;+1), die hinzugefiigt wird, einer
geloschten Kante eg;y1 = (f2i41,%2i+2) und so weiter bis zur hinzugefiigten Kante

ear = (tak,t1). Die Cluster-Distanz ist die Schitzung einer unteren Schranke fiir die
Lénge einer lingsten Kante auf diesem Pfad. Die wirklichen Kreisschlusskosten, ndm-
lich

c(e2i) — clezit1) + ...+ eap—2 — eap—1 + ez,
miissen aber noch gefunden werden.
Wieso ist die Cluster-Distanz nun eine untere Schranke? Angenommen, der grofte

Summand der obigen Summe wére c(ezr,) und alle Subtrahenden wiirden diesen auf-
heben, dann wéren die Kreisschlusskosten dieses Pfades gerade c(ear). Daher ist die
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Cluster-Distanz Cg(t2i,t1) eine unter Schranke fiir die nach Wahl der Kante eg;—;
auftretenden Kreisschlusskosten. Da sich die Terme in der Regel nicht gegeneinander
aufheben, ist die Cluster-Distanz keine exakte untere Schranke, sondern nur eine grobe
untere Schranke fiir die spéter zu verbuchenden Kreisschlusskosten. Es sei angemerkt,
dass dieser Betrachtung die Vorstellung zu Grunde liegt, nur eine langste Kante auf
einem Pfad von t9; nach Knoten ¢; sei von Interesse. Die Léngen der Kanten vor oder
nach dieser langsten Kanten gehéren zum sogenannten Grundrauschen des Lookaheads
[Net99] und sind somit zu vernachléssigen.

3.6.4. Einfluss der Cluster-Distanz auf die Heuristik

Im Hinblick auf die geschétzte untere Schranke fiir die entstandenen Kreisschlussko-
sten, ist es sinnvoll, diese auf die Art und Weise, wie die Heuristik eine Kante wahlt,
Einflufs zu lassen. Neto passt das Positivverbesserungskriterium an, indem es in der
Bewertung der bisher erreichten Verbesserung im Mittel zwischen direkten Kreisschlus-
skosten und volliger Ignoranz der Cluster-Distanz liegt. Die erste Moglichkeit der direk-
ten Kreisschlusskosten widerspricht klar der Idee von Lin und Kernighan und wiirde
die Heuristik unbrauchbar machen. Gerade die Tatsache, dass die Kosten der Kante
(t2,t1) ignoriert werden, sichert ja erst die Giite der Heuristik. Die zweite Moglich-
keit der Ignoranz wire auch fruchtlos. Sie bedeutet keine Anderung gegeniiber dem
bekannten Positivverbesserungskriterium und ist, wie bereits erwahnt, anféllig fiir Ko-
derkanten.

Demnach ist die greedy-Wahl der nichsten Kante anzupassen. Die Anpassung hilft
ebenso, die Kante (t2;11,%2i+2) zu wihlen. Nun soll nach der greedy-Eigenschaft die
Kante, die den besten Erfolg verspricht, ausgewédhlt werden. Auch hier hilft die Cluster-
Distanz, keine Kéderkante zu wéahlen.

Justierung des Positivverbesserungskriteriums

Die Bewertung der bisher erreichten Verbesserung wird also angepasst. Neto schligt
vor, das Positivverbesserungskriterium wie folgt anzupassen:

cum__gain(2i) — Cg(tai, t1) > 0

3.6.5. Justierung der Kantenwahl

Die t-Folge mit den zu tauschenden Kanten wird mit demjenigen Paar (to;11,t2i42)
fortgesetzt, dass folgende Summe maximiert:

cum__gain(2i + 2) — Cg(tait2,t1)

Es gilt dabei cum_gain(2i + 2) = cum__gain(2i) — c(t2;, t2i+1) + c(t2i4+1, t2i+2). Um
nun cum__gain(2i+2) — Cg(t2iy2,t1) bei fixiertem ¢4, . .., t; zu maximieren, muss die
Summe

—c(tai, tait1) + c(toit1, t2ive) — Ca(tait1, t1)
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maximiert werden.

3.6.6. Experimentelle Ergebnisse der Implementierung

Neto berichtet von sehr guten Ergebnissen der Heuristik sowohl hinsichtlich der Lauf-
zeit als auch der Giite der berechneten Losungen. Die Experimente laufen auf zwolf
Instanzen der TSPLIB Sammlung, die iiber eine starke Clusterung verfiigen. Eine
Implementierung der Lin-Kerninghan Heuristik ohne effiziente Clusterkompensierung
wird mit einer Variante mit Kompensierung in den Punkten Laufzeit und Giite der
Ergebnisse verglichen. Wird effiziente Clusterkompensierung benutzt, so sind die Er-
gebnisse leicht schlechter in der Giite als ohne die Kompensierung. Hier handelt es sich
um etwa ein halbes Prozent Abweichung. Die Laufzeiten sinken im gleichen Zug sehr
stark und machen den wirklichen Vorteil der Implementierung klar. Clusterkompensie-
rung senkt die Laufzeiten um einen Faktor zwischen 1,3 und Faktor 10. Als Ausnahme,
die die Regel bestétigt, gibt Neto die TSPLIB Instanz fn14461 an, die etwa 1 Prozent
mehr Zeit zur Optimierung bendtigt.

Ein dhnliches Verhalten zeigt sich auf zufélligen geometrischen Instanzen. Die Tour-
qualitat ist leicht schlechter und zwar um etwa 0.02%. Die Laufzeiten sinken aber
um etwa 25 bis 100%. Die Clusterkompensierung hat also auf Laufzeit und Giite der
Heuristik Einfluss. Vom Standpunkt des Praktikers bietet sie den Vorteil, dass in der
selben Zeit mehr Laufe der Heuristik auf einer Instanz stattfinden und so eventuell
insgesamt bessere Ergebnisse gefunden werden kénnen. Offen ist allerdings noch die
Frage nach effizienten Variationen der Clusterkompensierung, die noch bessere Lauf-
zeiten bei gleichbleibender oder besserer Tourqualitét versprechen.

Fiir das Worst-Case-Verhalten gibt es ein Resultat, das zeigen wird, dass Netos Va-
riante der Lin-Kernighan-Heuristik PLS-vollsténdig ist. Dies wird zeigen, dass auch
Netos Variante nicht das Worst-Case-Verhalten der Lin-Kernighan Heuristik iiberwin-
den kann. Auf der anderen Seite wird das Ergebnis bestétigen, dass durch effiziente
Cluster-Kompensierung keine fundamentale Verschlechterung in das Verfahren hinein-
getragen wird.

3.7. PLS-Vollstandigkeit

Wie schwierig ist es, ein lokales Optimum zu finden? Die Antwort auf diese Frage
lasst sich durch eine neue Komplexitétsklasse zur Einordnung lokaler Suchverfahren
formalisieren. Johnson et al. [JPY88] préasentieren die Komplexitétsklasse PLS, die in
natiirlicher Art und Weise alle, wie die Autoren sie nennen, sinnvollen lokalen Such-
strategien erfasst. Der Name PLS steht fiir polynomial-time local search.

Definition 10 (Komplexitéitsklasse PLS)
Ein Problem L in PLS ist entweder ein Mazximierungs- oder ein Minimierungproblem
und erfullt mehrere Eigenschaften:
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Fiir L gibt es eine Menge X1, der Instanzen, die kodiert als {0,1}™ in polynomi-
eller Zeit erkannt werden konnen.

Fir jede Eingabe © € X gibt es eine Menge zuldssiger Losungen Fp(z), die
0.B.d.A. auch als {0,1}" kodiert werden und alle in der Gréfie durch p(|z|) nach
oben beschrinkt sind.

Bei gegebenem x und fiir jedes s ist es in polynomieller Zeit moglich zu entschei-
den, ob s € Fr(x). Die Zuldssigkeit einer maoglichen Lésung ist also effizient
nachpriifbar.

Fiir jede Losung s € Fr(x) gibt es eine Kostenfunktion c(s,x), die Losung s in
polynomieller Zeit eine Majfzahl zuordnet.

Desweiteren gibt es fir jedes s € Fr(z) eine Menge Np(s,z) C Fr(x), die soge-
nannte Nachbarschaft von s.

Dazu gibt es drei Algorithmen Ar, Br und Cp mit polynomiellen Laufzeiten, die fol-
gende Aufgaben tibernehmen:

1. Ayp berechnet bei gegebenem x € X, eine Standardlosung Ar(x) € Fr(z).

2. By, berechnet bei gegebenem x und s, ob s € Fr(x) und wenn ja, die zugehdrigen

Kosten c(s, x).

3. Cp, berechnet bei gegebenem x und s, ob es in der Nachbarschaft von s ein s’ mit

besseren Kosten im Sinne der Mazximierung, bzw. Minimierung, ¢ibt. Falls ja,
dann wird diese Losung generiert und falls nicht, das negative Ergebnis gemeldet.

Damit liegt der klassische lokale Suchalgorithmus auf der Hand:

Algorithmus 10 Standardalgorithmus zur lokalen Suche

Eingabe: Instanz x des Problems L.

Ausgabe: Lokal optimale Losung s fiir =
1: Benutze Ay, um eine Startlosung s = A(z) zu erzeugen.
2: while lokales Optimum noch nicht erreicht do

3:

4
5:
6:
7: end while

Wende Cp, auf das Paar (z,s) an.
if Cf, findet einen besseren Nachbarn s’ von s then
/
s=3s

end if

Da die Losungsmenge endlich ist, muss dieser Algorithmus terminieren, d.h. es gibt
mindestens ein lokales Optimum fiir das Problem L in PLS.

Nach der obigen Definition ist PLS also eine Menge von lokalen Suchproblemen und
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jedes Element dieser Menge ist genau genommen ein Paar {P, L}, wobei P ein ab-
straktes Problem ist, fiir das es den lokalen Suchalgorithmus L gibt. Die verkiirzte
Schreibweise identifiziert den lokalen Suchalgorithmus mit dem Namen des Problems.
L definiert also die Nachbarschaft und {P, L} findet lokale Optima fiir Instanzen von
P mit Hilfe von L. Wie verhilt sich diese Definition im vorliegenden Fall nun im
Hinblick auf das Traveling Salesman Problem? Die Eingabe x muss dem Graphen, in
welchem eine minimale Rundreise gefunden werden soll, entsprechen. Beispielsweise ist
dies eine Distanzmatrix. Die Menge der zulédsssigen Losungen F), sind alle Touren in
diesem Graphen. Die Kosten, bzw. die Mafizahl, die einer Losung zugeordnet werden,
entsprechend der Lénge einer Tour. Die Moglichkeit in polynomieller Zeit eine lokales
Optimum aus einer gegebenen zulédssigen Lésung zu berechnen, ist naheliegenderweise
die jeweils benutzte Heuristik.

Um die PLS-Vollstandigkeit zu zeigen wird auf das schon aus den Beweisen der NP-
Vollstandigkeit einzelner Probleme bekannte &hnlich benutzte Mittel der Reduktion
zuriickgegriffen. Anschaulich wird die Instanz eines Problems durch den Algorithmus
fiir ein anderes Problem geldst. Das erste Problem ist offensichtlich dann algorithmisch
genauso handhabbar wie das zweite. Dazu darf natiirlich die ,,Umrechnung* von einem
Problem in das andere nicht zu stark ins Gewicht fallen.

Eine PLS-Reduktion nimmt die folgende Gestalt an:

Definition 11 (PLS-Reduktion)

Seien 111 und Iy zwei lokale Suchprobleme. FEine PLS-Reduktion von 111 auf 11y besteht
aus zwei in polynomieller Zeit berechenbaren Funktionen h und g mit den FEigenschaf-
ten, dass

1. h die Instanz x € 11 in eine Instanz h(x) € Ily abbildet.

2. Sei sy die von Iy berechnete Losung zu h(x), dann bildet g(sq2,x) diese auf eine
Losung s1 fir 11y ab.

8. Fiir alle Instanzen x € 11y gilt: Ist s eine lokal optimale Lésung fir die Instanz
h(zx) Mg, dann ist g(s,x) lokal optimal fir I1;.

PLS-Reduktionen sind konkatenierbar und lésen das Problem II in polynomieller Zeit
mittels L. Das Problem II ist also, auf die lokale Suche bezogen, algorithmisch so
schwierig wie das Problem L.

Definition 12 (PLS-Vollstandigkeit)
Ein Problem L ist PLS-vollstindig, wenn sich jedes Il € PLS auf L PLS-reduzieren
ldsst.

Es ist leicht zu sehen, dass diese Reduktion den in Definition gerforderten Eigen-
schaften entspricht. Dazu lassen sie sich komponieren und erlauben die Schwierigkeit
des einen Problems durch ein anderes auszudriicken. Zwei Fakten liegen nahe:
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Fakt 1 Sind Iy, Il und I3 Probleme aus PLS, derart, dass 11y PLS-reduzierbar auf
IIs und Ils PLS-reduzierbar auf I3, dann ist auch 11y PLS-reduzierbar auf I13.

Fakt 2 Seien II; und Ils Probleme in PLS, derart dass 11y PLS-reduzierbar auf Ily
ist. Gibt es einen lokalen Suchalgorithmus, der lokale Optima findet, mit polynomieller
Laufzeit fir Ils, dann gibt es auch lokalen Suchalgorithmus mit polynomieller Laufzeit
fir 11y, der lokale Optima findet.

Es lasst sich nun eine Variante der Lin-Kernighan Heuristik beschreiben, fiir welche
Papadimitriou [SY91] zeigt, dass sie PLS-vollstandig ist.

3.7.1. Variante der Lin-Kernighan Heuristik nach Papadimitriou

Papadimitriou definiert seine Varianter der Heuristik wie folgt:

Sei T eine Tour. In der Nachbarschaft zu T sind alle Touren T”, die sich durch einen 2-
oder 3-Opt-Schritt erreichen lassen. Diese Nachbarn werden dann genommen, wenn sie
existieren. Zusétzlich gibt es fiir jedes Paar adjazenter Kanten (z1,y1) mit I(y1) < I(z1)
und 1 = (a,b) € T, sowie y; = (b, c) ¢ T, eine Sequenz benachbarter Touren 77, T, . . .
wie folgt. Sei H = T — x7 ein Hamiltonpfad mit dem fixierten Endpunkt ¢ und dem
freien Endpunkt b. Jede Tour, die durch einen Kantentausch im Hamiltonpfad, wie in
Kapitel beschrieben und unter Hinzufiigen der Kante (t9;,t1) entsteht gehort zur
Nachbarschaft. Zu jedem Hamiltonpfad H; gehort also genau eine Tour T; in der Nach-
barschaft und umgekehrt. Die Kanten z;, 1 < ¢ < k werden eingefroren und diirfen
in einer Tauschsequenz nicht wieder in die Touren der Nachbarschaft aufgenommen
werden. In den Schritten ¢ > 1 wird der Tausch im Hamiltonpfad derart durchgefiihrt,
dass die Kosten von H;y; minimiert werden. Die Sequenz der Touren in der Nach-
barschaft bricht nach weniger als n? Schritten ab, da verlassene Kanten nicht wieder
aufgenommen werden kénnen.

Der hauptséichliche Unterschied zum originalen Verfahren von Lin und Kernighan ist
die Tatsache, dass hinzugefiigte Kanten die Tour auch wieder verlassen diirfen. Dies ist
urspriinglich nicht vorgesehen. Lin und Kernighan sehen dagegen sogar vor, dass die
Menge hinzugefiigter und geloschter Kanten immer disjunkt ist. Fiir das urspriingliche
Verfahren ist es aber noch offen, ob es PLS-vollsténdig ist. Etwas formaler lésst sich
der Algorithmus wie folgt darstellen:
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Algorithmus 11 Heuristik LK’ nach Papadimitriou
Eingabe: Starttour T’
Ausgabe: Approximation der optimalen Tour
1: Alle 2- und 3-Verbesserungen werden ausprobiert. Wird eine Verbesserung 7’ mit
c(T") < ¢(T) gefunden, dann wird diese ausgefiihrt.
2: Schritt 3 wird mit allen Paaren x; € T und y; ¢ T wiederholt, derart dass

a. x1 und y; adjazent sind,

b. e(y1) < c(x1)

3: i =i+ 1. Betrachte alle Kanten y; ¢ T adjazent zu x;_1 und wéhle diejenige, die
das Positivverbesserungskriterium maximiert. Gibt es keine solche Kante, gehe zu
Schritt 4.

4: Sei Ty = T — {z1,...,z;} U{v1,...,y;}, mit j = 2,...,4. T} ist die Tour, die
entstehen wiirde, wenn die Heuristik bei ¢ = j abgebrochen wiirde. T} ist so zu
wahlen, dass es minimal ist. Ist ¢(7}) < ¢(T'), dann ist T} der gesuchte Nachbar.
Andernfalls wihle 21 und y; neu und weiter bei 2.

5: Wenn alle Moglichkeiten fiir 1 und y; ohne Erfolg probiert wurden, dann ist die
aktuelle Tour ein lokales Optimum.

Aus dieser Definition der Nachbarschaft ist leicht zu erkennen, dass sie in PLS liegt.
Um die PLS-Vollstédndigkeit zu zeigen, wird das Problem auf ein anderes bereits als
PLS-vollstdndig bekanntes reduziert.

Satz 10 (PLS-Vollsténdigkeit von Lin-Kernighan)
Die von Papadimitriou spezifizierte Variante der Lin-Kernighan Heuristik ist PLS-
vollstindig.

Papadimitrious Beweis erfolgt iiber die Angabe der Konstruktion einer TSP-Instanz
aus einer 2SATFLIP-Instanz heraus. 2SATFLIP ist als PLS-vollsténdig bekannt. Ge-
geben sind hier Klauseln C1,Cy, ..., Cy,. Jede Klausel besteht aus zwei Literalen (Va-
riablen und Negationen) aus der Menge X = {x1,z9,...,2,}. Jeder Klausel C; ist
ein Gewicht W; > 0 zugeordnet. Eine Losung ist eine Belegung der n Variablen in
dieser Formel. Die Kosten einer Losung entsprechen der Summe der Gewichte derje-
nigen Klauseln, die von der Belegung erfiillt werden. Eine Belegung ist lokal optimal,
wenn die Kosten nicht mehr durch einzelne Flips einer der n Variablen verbessert wer-
den konnen. Die Nachbarschaft besteht also aus allen Belegungsvektoren s’, die den
Hamming-Abstand 1 zu s haben.

Im Beweis wird eine 2SATFLIP-Instanz I, genauer die Klauselmenge C' € [ in einen
vollstéandigen Graphen f(C') transformiert. Die lokal optimalen Touren entsprechen da-
bei lokal optimalen Belegungen fiir /. Nun entspricht jede Belegung b einer bestimmten
Tour Tp. Solche Touren werden als sogenannte Standardtouren bezeichnet. Die Kan-
ten des vollstandigen Graphen kénnen anhand ihres Gewichts in Klassen partitioniert
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werden.

Der Graph f(C) hat ein Skelett aus leichten Kanten, die in einen vollstdndigen Gra-
phen mit ansonsten sehr hochgewichtigen Kanten eingebettet sind. Abbildung|[3.8]zeigt
dieses Subgraphenskelett schematisch. Jede Variable z; € C wird durch ein Paar spe-
zieller Pfade in f(C) und eine Startkante vom Knoten S aus représentiert, in der Ab-
bildung blau dargestellt. Neto [Net99] nennt diese Pfade anschaulich ,Rippen“. Jede
Variable hat zwei Rippen. Rippe z; entspricht der Belegung wahr und z; der Belegung
falsch. Die Standardtour fiir f(C) traversiert nur eine Rippe pro Variable.
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Abbildung 3.8.: Allgemeiner Aufbau der PLS-Reduktion nach [Pap92]

Jeder Klausel C; = (Lj1,Lj2) sind eine Kante (aj;,b;) und eine sogenannte ODER-
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Komponente zugeordnet, die beidseitig mit den Rippen fiir L;; und Ljs verbunden
sind. Fiir jede aus zwei Literalen bestehende Klausel wird ein ODER-~Subgraph ein-
gefligt, der die Pfade, die zu den Klauseln gehoren, verbindet. Ein solcher Subgraph
ist nun mit dem restlichen Graphen iiber seine 4 Endpunkte und die passenden Rip-
penkanten verbunden. Die ODER-Komponenten sind dazu gedacht anzuzeigen, ob die
jeweilige Klausel, zu denen sie verbunden sind, insgesamt und wie die Literale einzeln
von der als Tour kodierten gewahlten Belegung, erfiillt werden. Es ist leicht einzusehen,
dass eine Tour einen solchen Subgraphen auf 3 verschiedene Weisen durchlaufen kann,
um die Belegung anzuzeigen.

Abbildung 3.9.: Die Moglichkeiten, den ODER-Subgraphen zu traversieren, nach [Pap92]

In Abbbildung ) ist der allgemeine Aufbau des ODER-Subgraphen skizziert. In
Abbildung [3.9p) ist das obere Literal mit WAHR, in [3.9¢) das untere Literal und in
Abbildung ) beide Literale mit WAHR belegt. Der Pfad, der den Literalen ent-
spricht muss also eine ganze Sequenz von Komponenten sein.

Jede ODER-Komponente verbindet die Teilpfade, die fiir die Belegungen der Literale



60 3. Lokale Suche

einer Klausel stehen. Wenn die oben gezeigten Pfade die einzigen Traversierungsmog-
lichkeiten wéren, dann wiirde der Klausel immer die Belegung WAHR, zugewiesen,
denn ein oder beide Literale der Klausel wiren ja so belegt. Es gibt daher eine weitere
Moglichkeit eine ODER-Komponente zu traversieren. Betrachtet wird die Klausel C;.
Diese kann von einem Pfad von a; nach b; durchlaufen werden. Zur Erinnerung: (a;, b;)
ist auf der rechten Seite auf Abbildung zu sehen und reprasentiert Klausel C;. Die
zugehdrige Komponente kann sogar auf zwei Weisen angetroffen werden, aber die Kan-
ten, die Knoten a; und b; sind aber mit héheren Kosten als die anderen versehen. Sie
werden daher auch als Strafkanten bezeichnet und ihr Gewicht ist proportional zur
Gewichtung W; der Klausel C;. Daher muss, falls die Komponente auf diese Art und
Weise durchlaufen wird, eine teure Kante in die Tour aufgenommen werden. So wird
ein groferer Preis proportional zu W; bezahlt und dies entspricht ja auch gerade der
Idee, dass eine Klausel nicht erfiillt wird.

In Abbildung ist der sogenannte ,Diamant” rot umrandet dargestellt. Die Kan-
tengewichte werden so gewahlt, dass er in einer Standardtour auf zwei Weisen traver-
siert werden kann. Entweder die Kanten (R, P) und (@, S) oder die Kanten (R, Q)
und (P, S). Angenommen, die Tour traversiert die Kanten (R,Q) und (P,S), dann
konnte ein moglicher k-Tausch mit dem Loschen der Kante (P, S) (Koderkante) und
dem Hinzufiigen einer Startkante, beispielsweise zum Literal x; beginnen. Dies kann
anschaulich als Flippen einer Literalbelegung fiir z; interpretiert werden. Die durch
den Tausch entstandene Tour wird nun durch die Traversierung der anderen Kanten
des Diamanten wieder geschlossen. Die Traversierung des Diamanten &ndert sich also
von einem Flip zum néchsten. Er macht es moglich einen Flip als Kantentausch zu
modellieren. Es ist leicht zu sehen, dass eine solcher Tausch sich natiirlich nur dann
lohnt, wenn die dadurch implizierte Belegung der Klauseln besser ist als die vorherige.

Alle nicht erwdhnten Kanten haben immense, also so hohe Kosten, dass die Heuristik
geradezu abgeschreckt wird sie in die Tour aufzunehmen. Die immensen Kosten man-
cher Kanten erzwingen, dass die Heuristik diese nur entfernt und im weiteren Verlauf
nicht wieder einfiigen wird. Nach der Konstruktion wird es immer bessere Kandidaten
geben, als diese Kanten.

Damit ist die Konstruktion schon fast abgeschlossen. Als letzter Schritt werden die
Kantengewichte des Skeletts noch so gewéhlt, dass das gewiinschte Verhalten eintritt.
Der Graph kann nun wie folgt traversiert werden. Der Diamant wird auf eine der
beiden Moglichkeiten durchlaufen. Fiir jede Variable wird entweder ein WAHR- oder
ein FALSCH-Pfad durchlaufen. Fiir die ODER-Komponente gibt es die gezeigten vier
Moglichkeiten. Die Tour wird iiber die rechte Seite des Graphen abgeschlossen.
Papadimitrou [Pap92] zeigt weiter, dass die so konstruierte Standardtour genau dann
ein lokales Optimum darstellt, wenn die dadurch implizierte Belegung der Klauseln
ein lokales Optimum wiederspiegelt. Desweiteren wird gezeigt, dass nur die Standard-
touren lokal optimal sind. Es bleibt also folgender Fakt festzuhalten.
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Fakt 3 Die Standardtouren sind lokal optimal und auch die einzigen lokal optimalen
Touren.

3.7.2. PLS-Vollstandigkeit von Netos Implementierung

Es ist leicht nachzuvollziehen, dass auch die Variante von Neto in PLS liegt. Die Defi-
nition der Nachbarschaft erfiillt klar die Forderungen, die die Zugehorigkeit zu PLS an
sie stellt. Die Reduktion erfolgt so, dass Netos Variante auf die von Papadimitriou re-
duziert wird. Der Aufbau des Graphenskeletts ist dabei gleich. Anderungen finden nur
an den Kantengewichten statt, um die Anpassungen, die Neto an der Gewichtsfunk-
tion vornimmt wiederzuspiegeln. Weiter wird gezeigt, dass auch mit der angepassten
Gewichtsfunktion die Standardtouren lokal optimal sind und ausser ihnen keine. Neto
zeigt dadurch und unter Mithilfe von Fakt [1] folgendes:

Fakt 4 2SATFLIP ldsst sich auf die Variante der Lin-Kernighan Heuristik mit ef-
fizienter Clusterkompensierung von Neto reduzieren. Daher ist auch diese Variante
PLS-hart.

Neto fasst diese Ergebnisse treffend zusammen: Als Konsequenz bedeutet der Beweis
der PLS-Vollsténdigkeit der Variante mit effizienter Cluster-Kompensierung, dass auch
sie das gleiche Worst-Case-Verhalten der Lin-Kernighan Heuristik zeigt. Insbesonde-
re gibt es eine Familie von Graphen, auf denen diese Variante ineffiziente Laufzeit
besitzen wird. Auf der anderen Seite lisst sich aus dieser Tatsache aber auch schlie-
$en, dass die effiziente Clusterkompensierung die Leistungsfihigkeit der Lin-Kernighan
Heuristik nicht fundamental verschlechtert. Zumindest aus dem Augenwinkel der PLS-
Vollsténdigkeit betrachtet.
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4. Experimentelle Analyse der
Lin-Kernighan-Heuristik

Fiir diese Arbeit wurden verschiedene Varianten der Lin-Kernighan-Heuristik imple-
mentiert, um diese experimentell zu analysieren. Die Programme wurden in der Pro-
grammiersprache JAVA entwickelt. Diese entspricht dem aktuellen Stand der Softwa-
retechnik, ist nicht nur weit verbreitet, sondern auch plattformunabhéngig. Fiir ein
eingehendes Studium dieser Programmiersprache eignen sich [Fla98| und [WF01]. Die
benutzte Version dieser Sprache ist 1.5. Die erwartete absolute Laufzeit der Program-
me ist langsamer, als zum Beispiel eine Umsetzung in C/C-+-+. Dies rithrt aus der
Tatsache her, dass JAVA-Anwendungen in einer virtuellen Maschine ausgefiithrt und
dazu vorher in eine Art Zwischencode, den sogenannten Bytecode, iibersetzt werden.
Dieser ist natiirlich langsamer als nativer Maschinencode fiir eine spezielle Hardware-
plattform, aber der Geschwindigkeitsnachteil wird andererseits durch mehrere andere
Vorteile wieder aufgewogen. Zum einen sind JAVA-Anwendungen auf einer Vielzahl
von Betriebssystemen lauffahig. Fiir fast jedes moderne Betriebssystem sind mittler-
weile virtuelle Maschinen verflighar. Zum anderen wird von einer speziellen Hardwa-
restruktur abstrahiert. Dadurch sollte der Code leichter zu warten und zu erweitern
sein, wenn der technische Fortschritt bestimmte Hardware hinter sich ldsst. Ein wei-
terer Punkt, der den direkten Geschwindigkeitsverlust aufwiegt, ist der Gebrauch von
Just-In-Time Compilertechniken in den aktuellen virtuellen Maschinen fiir Java. Wah-
rend des Laufs wird der Bytecode parallel zur Ausfiihrung in Maschinencode der wirk-
lich zugrunde liegenden Hardware iibersetzt. Dies kostet zwar zuséatzliche Rechenzeit,
bei rechenintensiven Prozessen riickt dies jedoch in den Hintergrund und die Ausfiih-
rungsgeschwindigkeit erreicht fast die einer direkt in Maschinensprache iibersetzten
Anwendung. Die Entwicklung der Programme und ihre experimentelle Analyse fanden
auf einem Apple MacBook mit Dualcore Prozessor und 2GHz Taktfrequenz statt. Die
virtuellen Maschine bekam 2 Gigabyte Hauptspeicher zur Verfiigung gestellt.

Die implementierten Varianten unterscheiden sich von der urspriinglich formulierten
Variante dadurch, dass die Backtrackingschritte abgeschaltet, bzw. dass die Art und
Weise, welche Kanten die Heuristik betrachtet modifiziert wurden. Die Simulationen
fanden auf 40 symmetrischen Probleminstanzen der TSPLIB der Groéfse kleiner 1.400
statt. Fiir alle benutzen Instanzen sind Optima bekannt und die benutzte Starttour ist
die kanonische Tour um Starttouren zu erkennen, die eine Optimierung in ein relativ
schlechtes lokales Optimum zwingt. Die in den Simulationen gesammelten Daten sind
die gemessene Laufzeit und die Lénge der approximierten Tour.
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Fiir jede Probleminstanz wird der zugehorige Approximationsfaktor aus der Simu-
lation berechnet. Uber alle Daten einer Simulation werden zusitzlich mehrere Auswer-
tungen berechnet. Fiir jeden Simulationslauf werden Minimum, Maximum, Median
und arithmetisches Mittel der berechneten Approximationsfaktoren und der Laufzei-
ten berechnet. Laufzeiten und Giite der Losungen sind in dieser Zusammenfassung
unabhéngig voneinander zu sehen, da die beste gefundene Approximation nicht not-
wendigerweise in der minimalen gemessenen Optimierungsdauer gefunden wurde.

Die gesammelten Daten werden weiter ausgewertet, um einen Uberblick iiber das ver-
mutete allgemeine Verhalten der jeweiligen Variante zu erhalten. Diese Auswertungen
sind ein Histogramm, also wie haufig ein Approximationsfaktor in einer Simulationsrei-
he auftaucht, und ein Plot, der die Eingabegrofie gegen die Giite aufgetragen zeigt, um
einen Eindruck zu erlangen, ob es einen Zusammenhang zwischen Instanzgréfe und
Giite der Losung gibt und wie stark diese jeweils ausgeprégt ist. Zuséatzlich zeigt ein
Plot der beobachteten Laufzeiten, welches Laufzeitverhalten eine bestimmte Variante
hat. Kleinberg und Tardos [KT06]| weisen korrekterweise daraufhin, dass es oft schwer
ist eine grundsétzliche Aussage zu treffen, ob ein lokaler Suchalgorithmus nun gut oder
schlecht ist, da theoretische Ergebnisse fiir lokale Suchverfahren oft zu unscharf seien.
Wo keine theoretischen Ergebnisse direkt herleitbar sind, helfen Simulationen, um eine
Vorstellung iiber ein ’allgemeines’ Verhalten einer Heuristik zu erlangen.

In Anhang [A] finden sich die gesammelten Rohdaten jeweils als Tabelle fiir jede Vari-
ante und die auf ihr gelaufenen Simulationen.

4.1. TSPLIB

Ein wichtiges Element in der experimentellen Bewertung einer Heuristik ist eine an-
erkannte Instanzensammlung. Die TSPLIB |[Rei91] ist eine Sammlung von Beispielin-
stanzen fiir das Traveling Salesman und artverwandte Probleme. Sie ist frei verfiigbar
und wird gerne zu Performance-Messung von Heuristiken benutzt. Die Instanzen ha-
ben unterschiedliche Grofen (von 14 bis etwa 86.000 Stadte) und die grofte Klasse
innerhalb der Sammlung sind Instanzen fiir das metrische TSP. Fiir alle Instanzen
sind die besten, bzw. optimalen Touren bekannt, so dass die Leistung einer Heuristik
gemessen werden kann.

Die weitaus grofste Menge der Instanzen sind nicht als Distanzmatrizen gegeben, son-
dern jeder Knoten ist durch eine Menge von Koordinaten charakterisiert. Die Distanz
zwischen zwei Knoten ¢ und j wird dann zur Laufzeit oder wahrend einer Vorberech-
nung bestimmt. Es gibt eine ganze Reihe an Metriken. Zu den am héufigsten genutzten
zweidimensionalen Metriken gehoren

e die Manhattan Metrik oder auch Ly Metrik: d(i,j) = iz — Ju| + |iy — Jyl,
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e die euklidische Metrik oder auch Ly Metrik: d(i,5) = \/(iz — jz)? + (iy — Jy)?
oder auch

e die Maxnorm Metrik oder auch Lo, Metrik: d(i, j) = max(|iy — jz|, iy, Jy)-

Die vorliegende Implementierung implementiert diese Metriken und versucht, sofern
geniigend Hauptspeicher zur Verfiigung steht, eine Distanzmatrix im Speicher aufzu-
bauen, um im Lauf schnellen Zugriff auf die Kantengewichte zu haben. Steht nicht
geniigend Speicher zur Verfligung, wird aus den Koordinatenangaben der metrischen
Instanzen das jeweilige Kantengewicht on-the-fly berechnet. Dies verlangsamt die An-
wendung aber um mindestens den Faktor 100, was sich bei grofsen Instanzen doppelt
schwer auswirkt.

4.2. Aufbau der entstandenen Implementierung

Kernstiick der fiir die Arbeit erstellten Implementierung ist die urspriingliche Heuristik,
wie Lin und Kernighan sie in [LK73] vorschlagen. Dazu gehort ein voll implementier-
tes Backtracking, das auf jeden Fall die 2-Optimalitét der Losungen garantiert. Die
Fixierung der Kanten, also das Disjunktheitskriterium, ist in verschiedenen Varianten
implementiert und erlaubt die géngigen Variationen. So miissen bei Bedarf die gelésch-
ten (hinzugefiigten) Kante nicht fixiert werden. Die unterschiedlichen Leistungsgiiten
dieser Variationen des Verfahrens werden in den nun folgenden Kapiteln experimentell
analysiert.

Die eingesetzte Datenstruktur fiir die Speicherung der Zwischentouren benutzt den
Hamiltonpfad so, wie in Kapitel vorgestellt. Die Implementierung ist software-
technisch modular und objekt-orientiert aufgebaut. Jede der Varianten der Heuristik
ist in eine eigene Klasse gekapselt. So lassen sich die Komponenten leicht in ande-
ren Anwendungen weiterverwenden. Anhang [B] erldutert zudem die Erweiterung der
erstellten Anwendung.

4.3. Lin-Kernighan ohne Backtracking

Die erste Simulationsreihe testet die Lin-Kernighan-Heuristik mit deaktiviertem Back-
tracking. Die Ergebnisse sind in Tabelle zusammengefasst. Die beste gefundene
Approximation fiir eine optimale Tour weicht nur um den Faktor 1.002 ab. Allerdings
sind Median, bzw. arithmetisches Mittel grofer als 1.5. Die Christofides-Heuristik wiir-
de also im Mittel bessere Ergebnisse liefern.
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’ Approximation H Zeit

Minimum 1,002 2 ms
Median 1,540 1.723 ms
Arithm. Mittel 1,673 82's
Maximum 3,800 1.841 s

Tabelle 4.1.: Zusammenfassung: Lin-Kernighan ohne Backtracking

Diese Ergebnis spiegelt sich im Giitehistogramm, Abbildung links, fiir die abgelau-
fenen Simulationen wieder. Der Plot rechts zeigt die gemessenen Approximationsfaktor
gegen die Grofe der Instanz. In rot sind die gegliatteten Approximationsfaktoren als
Funktion der Grofse eingezeichnet. Betrachtet man diese Glidttung als Funktion der
Giite, dann legt der Plot nahe, dass mit wachsender Instanzgrofie die Approximations-
faktoren nicht nur 1.5 {iberschreiten, sondern sogar noch schlechter werden.
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Abbildung 4.1.: Giite der Losungen in der Simulation ohne Backtracking

Die Laufzeit der Variante des Verfahrens ohne Backtracking ist etwa in der Region
quadratischen Wachstums. Abbildung[4.2)zeigt dazu einen Plot der beobachteten Lauf-
zeiten mit dem Vergleichskurven der Funktionen f(n) = n? (orange) und g(n) = n??
(rot).
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Abbildung 4.2.: Beobachtete Laufzeiten mit Vergleichsgrofien in der Simulation ohne Back-
tracking

In schwarz sind in der Abbildung die Verbindungsgeraden zwischen den einzelnen Da-
tenpunkten eingezeichnet.

Wie Johnson et al. [JM95| bereits feststellen, vermuten manche Autoren, dass ein
Weglassen der Backtracking-Schritte keine oder nur eine sehr geringe Auswirkung auf
die Losungsgiite hat. Die gemessenen Ergebnisse liegen in dieser Simulation aber teil-
weise weit unter dem, was einfachere Tourkonstruktionsalgorithmen, wie z.B. der von
Christofides vorgeschlagene Algorithmus, bieten. Einziger Vorteil ist die verringerte
Laufzeit im Vergleich zu den folgenden Varianten, die in der beobachteten Losungs-
qualitdt aber durchaus einfacher zu haben wére. Daher lohnt sich diese Variante nicht
wirklich fiir einen praktischen Einsatz, sie zeigt aber den Einfluss, den fehlendes Back-
tracking auf die Losungsgiite hat. Die erzeugten Losungen sind zum Beispiel nicht
einmal 2-Optimal. Abbildung [4.3] zeigt den Ausschnitt einer gefundenen Losung fiir
die Probleminstanz berlin52.
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Abbildung 4.3.: Ausschnitt aus dem Plot zu einer ohne Backtracking gefundenen Losung fiir
die Probleminstanz berlin52.

Der gezeigte Ausschnitt ist offensichtlich nicht einmal 2-optimal, da es Kanten gibt,
die sich kreuzen. Ausnahmen in diesem Verhalten sind die Instanzen burmal/ und
ulysses16 aus der TSPLIB, die auch mit deaktiviertem Backtracking mit den Faktoren
von 1,02 und 1,002 gut optimiert werden. Dies scheint an der geringen Groéfe der
Instanzen zu liegen. Eine leistungsfahige Implementierung kommt aber nicht umhin,
die vorgesehenen Backtracking-Schritte zu benutzen.

4.4, Lin-Kernighan mit Backtracking

Die urspriingliche Variante der Heuristik friert innerhalb eines Suchschritts eingefiigte
und geloschte Kanten ein und fiihrt ein einfaches Backtracking auf den Niveaus 1 und
2 durch, um mindestens die 2-Optimalitdt garantieren zu kénnen. Einmal fixierte Kan-
ten in einem Schritt kénnen nicht mehr wieder geloscht, bzw. eingefiigt werden. Der
Suchraum wird einerseits beschnitten, um die Laufzeit gering zu halten, behélt aber
andererseits seine Méchtigkeit bei, ohne exponentiellen Blowup zu erfahren.

Die Zusammenfassung der Ergebnisse in Tabelle zeigt die Leistungsfahigkeit der
traditionellen Variante. Fiir eine Instanz wird das Optimum gefunden und die mittlere
Giite liegt mit einem Approximationfaktor von etwa 1,06 knapp tiber dem Optimum.
Der schlechteste gefundene Approximationsfaktor liegt bei 1,15 {iber der zugehorigen
optimalen Tour. Bei dieser Instanz handelt es sich interessanterweise um das relativ
kleine Problem kroC100.

Wie sich im spéteren Verlauf noch zeigen wird, kommt hier der Einfluss der kano-
nischen Tour als Starttour ins Spiel. Kapitel [£.7] wird daher genauer auf den Einfluss
der Starttour auf die Giite der Approximationen eingehen.
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Approximation H Zeit

Minimum 1,000 2 ms
Median 1,060 5.000 ms
Arithm. Mittel 1,063 1.340 s
Maximum 1,150 21.484 s

Tabelle 4.2.: Zusammenfassung: Lin-Kernighan mit Backtracking

Die Giite der Losungen ist mit aktiviertem Backtracking deutliche besser als noch zuvor
ohne. Bis auf drei gefundene Losungen sind die Abschétzungen maximal um den Faktor
1,10 vom Optimum entfernt. Der Plot in Abbildung [4.4] rechts gibt dariiber Auskunft.
Die grofen Ausreisser in der Giite sind auch nicht, wie man eigentlich vermuten kénnte,
bei den grofsen Instanzen zu finden, sondern eher im Mittelfeld.
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Abbildung 4.4.: Giite der Losungen in der Simulation mit Backtracking

Die Laufzeit der Variante mit Backtracking ist, wie erwartet, grofer als mit abgeschal-
teten Backtracking. Allerdings ist der Anstieg recht moderat. Abbildung zeigt den
Plot der beobachteten Laufzeit, die in der Region von O(n?3) zu liegen scheint. Die
Verbreiterung des Suchraums bedingt also einen Anstieg der Laufzeit, der aber durch-
aus ertragbar ist.

Um einen Vergleich zu haben, sind in den Plot der Laufzeit zwei Vergleichsgrofen
mit f(n) = n?3 und g(n) = n?* eingezeichnet.
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Abbildung 4.5.: Wachstum der Laufzeit mit Vergleichsgréfen in der Simulation mit Back-
tracking

Die Ergebnisse dieser Variante zeigen, welchen grossen Anteil die Backtracking-Schritte
an den allgemein guten Loésungen der Heuristik haben. Nachdem das Aussschalten
der Backtracking-Schritte keine ernstzunehmende Variante des Verfahrens darstellt,
lésst sich jedoch iiber die Erlaubnis, benutzte Kanten teilweise wiederzuverwenden die
mittlere Losungqualitdt noch ein wenig steigern. Die in den folgenden Abschnitten
untersuchten Varianten zeigen dies.

4.5. Lin-Kernighan ohne Fixieren entfernter Kanten

Eine erste Variation des Disjunktheitskriteriums der Heuristik von Lin-Kernighan ist
die Erlaubnis, entfernte Kanten in einer Iteration wieder verwenden zu diirfen. Da-
durch wird der Suchraum vergréftert und die Hoffnung ist, der Heuristik noch mehr
lohnende Verbesserungen anbieten zu kénnen. Das so verdnderte Verfahren wird auch
weiterhin nach maximal n Schritten eine Iteration abbrechen, denn auch weiterhin
werden nur n neue Kanten aufgenommen. Es stehen lediglich mehr Kandidaten zur
Verfiigung. Tabelle liefert die bereits zuvor benutzte Zusammenfassung der zuge-
horigen Statistiken.
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’ ‘ Approximation H Zeit

Minimum 1,000 2 ms
Median 1,060 13.618 ms
Arithm. Mittel 1,059 757 s
Maximum 1,150 254.517 s

Tabelle 4.3.: Zusammenfassung: Lin-Kernighan mit Backtracking und ohne Fixieren der ent-
fernten Kanten

Die allgemeine Giite der Losungen verbessert sich minimal gegeniiber der urspriingli-
chen Variante der Heuristik. Die Durchschnittsgiite der berechneten Schatzung steigt
von 1.063 auf 1.059, wihrend der Median gleich bleibt. Obwohl die Vorstellung na-
heliegt, dass mit Vergroferung des Suchraums auch die Laufzeit wichst, zeigen die
Simulationen ein nicht ganz einheitliches Bild. So nimmt fiir einige Instanzen sogar
die Laufzeit ab, wahrend sie sich fiir andere erhoht. Die Laufzeit verbleibt fiir kleinere
Instanzen zuerst im Bereich von O(n?3), wie der Plot der Laufzeiten in Abbbildung

nahelegt.
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Abbildung 4.6.: Wachstum der Laufzeit mit Vergleichsgrofen in der Simulation mit Back-
tracking und ohne Fixieren der entfernten Kanten.

So bleibt die Laufzeit bei den kleineren Instanzen zwar durchaus moderat, aber die Be-
rechnung der Instanz nrwi379 verschlingt grob zehnmal soviel Rechenzeit wie zuvor,
als noch alle gedinderten Kanten fixiert wurden. Beachtlich ist der Sprung in der Lauf-
zeit allemal, denn bis zur niichstkleineren untersuchten Instanz d1291 scheint O(n?3)
ein guter Schatzwert der asymptotischen Laufzeit zu sein. Der Sprung danach in eine
Region von O(n?) lisst vermuten, dass es sich hier um eine Singularitit handelt. Es
stellt sich aber trotzdem die Frage, ob die Laufzeit fiir grofse n nicht vielleicht doch
mit einer anderen Grofenordnung wachst.
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Fiir die Giite der berechneten Losungen zeigt sich aber ein eindeutigeres Bild wie
die Abbildung nahelegt. Die Giite der Losung fiir die kleinen Instanzen ist am
Besten und scheint sich im Mittel fiir grofere Instanzen in der Ndhe des Approxi-
mationsfaktors von 1,10 zu stabilisieren. Im direkten Vergleich mit der traditionellen
Variante féllt auf, dass die Ergebnisse zwar leicht besser sind, aber wieder existieren
einige Ausreisser mit mittlerer Grofie.
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Abbildung 4.7.: Giite der Losungen in der Simulation mit Backtracking und ohne Fixieren
entfernter Kanten.

Der schlechteste gefundene Approximationsfaktor ist in dieser Simulationsserie mit
1.15 wieder bei der Instanz kroC100 zu finden. Sie erscheint nur als Einzelereignis
unter 40 getesteten Instanzen. Dies ist Abbildung sowohl links im Histogramm
der Approximationsfaktoren, als auch rechts im Plot erkennbar. Interessanterweise ist
die kanonische Tour als Starttour fiir dieses schlechte Ergebnis verantwortlich. In 10
unabhéngigen Léufen mit zufélligen Starttouren verbessern sich die Approximation auf
Werte zwischen 1.05 und 1.08. Auch hier sein noch einmal auf Kapitel .7 und den dort
untersuchten Einflufl der Starttour auf die Giite der jeweiligen Losung hingewiesen.

4.6. Lin-Kernighan ohne Fixieren hinzugefiigter Kanten

Die néachste Variante des Disjunktheitskriteriums dreht die Fixierung der Kanten genau
um. Hinzugefiigte Kanten diirfen jetzt wieder geléscht werden und nur zuvor gelGschte
Kanten diirfen nicht wieder aufgenommen werden. Sie entspricht im Kern der PLS-
vollstdndigen Variante nach Papadimitriou [Pap92] aus Kapitel Die Idee, warum
dies getan wird, ist dieselbe wie schon zuvor. Der Heuristik soll eine grofere Nach-
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barschaft angeboten werden und so die Chance auf bessere Zwischen- und dadurch
auch Endtouren erhéht werden. Die Erwartungshaltung an die Laufzeit ist, dass sie
zwar generell erhoht ist, aber keine dramatischen Spriinge zu verzeichnen sind. Auch
in dieser Variante muss eine Iteration nach n Tauschoperationen enden, denn die Zahl
entfernter Kanten ist maximal n.

Die Auswertung der Simulationen auf dieser Variation zeigt verbesserte Losungen ge-
geniiber den anderen Heuristiken. Die kurze Zusammenfassung in Tabelle [.4] gibt
einen ersten Uberblick iiber diese Ergebnisse.

’ Approximation H Zeit

Minimum 1,000 2 ms
Median 1,060 1.678 ms
Arithm. Mittel 1,056 2.072 s
Maximum 1,100 46.140 s

Tabelle 4.4.: Zusammenfassung: Lin-Kernighan ohne Fixierung hinzugefiigter Kanten

Im Mittel ist die gefundene Losung besser als die vorherige Variante mit alleinigem
Fixieren der hinzugefiigten Kanten. Zudem sinken die beobachteten Laufzeiten wieder
deutlich. Beachtlich ist, dass die grofste berechnete Instanz nrwi879 nur noch etwa ein
sechstel der Zeit benotigt. Der Plot in Abbildung [4.8| zeigt die beobachteten Laufzeiten
und dazu wieder die bekannten Kurven der Funktionen f(n) = n?*3 (orange) und
g(n) =n?® (rot) zum Vergleich.
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Abbildung 4.8.: Wachstum der Laufzeit mit Vergleichsgrofen in der Simulation mit Back-
tracking und ohne Fixieren hinzugefiigter Kanten.

Es zeigt sich ein sehr &hnliches Verhalten wie auch schon in der Simalation zuvor. Es
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lasst sich ein deutlich besseres Verhalten der Laufzeit im Vergleich zur vorherigen Si-
mulation beobachten. Zuerst wéchst die bendtigte Zeit als Funktion der Eingabgrofse
moderat an und ist sehr nahe an der Funktion n?3. Auch hier ist ein Anstieg der
Laufzeit fiir die Instanz nrwil379 zu sehen. Dieser ist wie bereits erwdhnt aber um
Grofenordnungen geringer als noch zuvor. Ein Sprung auf n? ist nicht zu sehen, eher
in Richtung n?®. Dennoch ist dies aber nicht zu vernachlissigen.

Die Giite der Heuristik hat in dieser Variante keinen deutlichen Ausreisser mehr. Ab-
bildung zeigt, dass die Ergebnisse aller Approximationsfaktoren im Intervall von
[1,00 : 1,10] liegen. Interessant ist, dass das Histogramm einen deutlichen Schwer-
punkt auf der Hohe des Medians zeigt. Rechts im Plot der Eingabegrofe gegen den
Approximationsfaktor zeigt die geglattete Funktion, dass bei wachsender Eingabegrofse
nur wenige schlechtere Ergebnisse zu erwarten sind. Die Funktion scheint, sich einem
Grenzwert in der Nahe von 1,09 anzundhern.
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Abbildung 4.9.: Giite der Losungen in der Simulation mit Backtracking und ohne Fixieren
hinzugefiigter Kanten.

Einige wenige kleine Instanzen werden sehr gut approximiert und das Gros der be-
rechneten Instanzen liegt um den Median von 1,06 verteilt. Die Grofe der Instanzen
scheint aber keinen besonderen und wenn, nur einen geringen Einfluss auf die Giite
der Losung zu haben. Dennoch lassen sich diese schon guten Losungen noch weiter
verbessern durch einen einfachen Arbeitsschritt. Statt durch die Nummerierung der
Knoten eine feste Starttour zu erzwingen, wird diese Nebenbedingung gelockert.
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4.7. Einfluss der Starttour auf die Giite

Urspriinglich schlagen Lin und Kernighan [LKT73] vor, dass die Heuristik auf einer zu-
falligen Starttour beginnt. Dies soll gute Losungen garantieren. Die kanonische Tour
in den vorangegangenen Simulationen zu benutzen hatte die Idee besonders gute, bzw.
schlechte Starttouren zu identifizieren und diese sehr leicht reproduzieren zu kénnen.
In diesem Abschnitt wird nun zum Vergleich untersucht, wie sich die Heuristik auf zu-
falligen Starttouren verhalt. Dazu wird aus der Menge der moglichen Permutationen
der Knoten eine Permutation uniform gezogen. Die Initialtour durchlauft die Knoten
in der Reihenfolge, wie sie die gezogene Permutation aufzéhlt.

Jede der 40 Instanzen wurde in drei unabhéngigen Laufen berechnet und das jeweils
beste Ergebnis fiir eine Instanz in die Wertung aufgenommen. Dadurch soll verhindert
werden, dass eine ,schlechte* Zufallszahl das Ergebnis beeintréchtigt. Es zeigte sich in
den Simulationen, dass auf allen Instanzen die drei Ergebnisse eng beieinander lagen
und sich im schlimmsten Fall nur um 1, 5% unterschieden. Die kurze Zusammenfassung
in Tabelle zeigt in gewohnter Ubersicht die Eckdaten der Simulationsergebnisse.

’ ‘ Approximation H Zeit ‘

Minimum 1,000 4 ms
Median 1,045 1.635 ms
Arithm. Mittel 1,044 2.034 s
Maximum 1,080 45.140 s

Tabelle 4.5.: Zusammenfassung: Lin-Kernighan ohne Fixieren hinzugefiigter Kanten mit ran-
domisierten Starttouren

Es ist offen ersichtlich, dass eine zuféllige Starttour bessere Ergebnisse liefert als die
kanonische Starttour. Der Median und auch das arithmetische Mittel der gefundenen
Approximationsfaktoren sinken im Vergleich zu den kanonischen Starttouren deutlich.
Sie gleichen sich zudem weiter an, was fiir ersichtlich homogenere Ergebnisse spricht.
In absoluten Zahlen liegen sie etwa ein Prozent unter den Werten der Simulationen
mit kanonischer Starttour. Das Maximum der beobachteten Approximationsfaktoren
sinkt auf 1,08, wiahrend sich das Gros der gemessenen Werte bei 1,05+ 0,01 befindet.

Der Plot rechts in Abbildung der Eingabegrofe gegen Approximationsfaktor auf-
tragt, zeigt deutlich, dass die kleinen Instanzen mit weniger als etwa 200 Knoten sehr
gut approximiert werden. Die aufgetragene Glattung hat nun auch im unteren Bereich
einen gleichméfigen Verlauf. Fiir die grofteren Instanzen entspricht er aber in etwa den
vorherigen Beobachtungen. Im Vergleich zur selben Abbildung der vorherigen Variante
(Abb. rechts) féllt deutlich auf, dass vor allem die kleinen Instanzen besser approxi-
miert werden. Zuvor hatte die gegléttete Linie einen lineareren Verlauf, der nun so erst
ab einer Eingabegrofse von etwa 400 bis 600 Stadten erkennbar ist. Auch in dieser Simu-
lation scheint sich die Glattung einem Grenzwert im Intervall [1,08 : 1, 10] anzunahern.
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Das Histogramm bestétigt diese Beobachtungen. Es hat einen deutlichen Schwerpunkt
um den Median, wie in Abbildung[4.10]zu erkennen ist. Auf der rechten Seite der Abbil-
dung ist zu erkennen, dass die einzelnen Datenpunkte weniger streuen als noch zuvor.
Die Punkte sind im Mittel ndher an der Linie der geglidtteten Daten. Eine mogliche
Interpretation ist, dass die zuféllige Wahl der Starttour mit hoher Wahrscheinlichkeit
die ,,Spitzen” aus den Simulationsergebnissen nimmt.
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Abbildung 4.10.: Giite der Losungen in der Simulation mit Backtracking mit randomisierter
Starttour und ohne Fixieren hinzugefiigter Kanten.

Die Freirdume zwischen den Balken des Histogramms entstammen der erhéhten Auf-
16sung der Darstellung gemessen an der Intervalllange.

Die Laufzeit ist verglichen mit der vorherigen Variante, wie erwartet, fast unveréndert.
Die Plots in den Abbildungen und sind daher auch weitestgehend deckungs-
gleich und weichen nur um vernachléssigbare Differenzen voneinander ab. Hier sei auf
die Ergebnistabelle im Anhang unter Abschnitt verwiesen.
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Abbildung 4.11.: Wachstum der Laufzeit mit Vergleichsgréfien in der Simulation mit Back-
tracking und ohne Fixieren hinzugefiigter Kanten.

4.8. Fazit

Die besten Ergebnisse der Simulationen zeigt die zuletzt iiberpriifte Variante als leich-
te Abwandlung der urspriinglichen Heuristik von Lin und Kernighan. Das gelockerte
Disjunktheitskriterium in der Form, dass hinzugefiigte Kanten auch wieder aus der
Tour geldscht werden diirfen, bringt die besten Approximationen. Zugleich ist die be-
obachtete Laufzeit im Vergleich zu den guten Ergebnisse sehr akzeptabel.

Mit randomisierten Starttouren kénnen diese Ergebnisse noch einmal leicht verbessert
werden. Allerdings steigt die tatséchliche bendtigte Laufzeit mit wachsender Instanz-
grofse allgemein so an, dass , mit keinem Simulationslauf Instanzen von mehr als 1.400
Knoten berechnet wurden. Helsgaun [HelO0] berichtet in diesem Zusammenhang von
Laufzeiten jenseits von 15 Tagen fiir grofse Instanzen. Zu solchen Féllen wiirde sich
der Einsatz leistungsfahiger Rechner lohnen und eine leistungsfihige parallelisierte Va-
riante der Lin-Kernighan-Heuristik wére ein erstrebenswertes Ziel. Hier gibt es erste
Ansitze wie etwa verteiltes Simulated Annealing [SSFS02] mit der Nachbarschaft der
Lin-Kernighan Heuristik, aber noch keine {iberzeugenden Verfahren, die bei vergleich-
barer Rechenarbeit und -zeit dhnlich gute Ergebnisse wie die der sequentiellen Heuri-
stik selbst bieten. Zudem gibt es in der Literatur auch keine iiberzeugende parallele
Modellierung der Heuristik, die diese guten Ergebnisse verspricht. Die Standardtech-
niken sind hier die Zerteilung der Instanz in Subgraphen, die sich wie ein Puzzle zur
Gesamtinstanz zusammen setzen lassen, oder die parallele Berechnung mehrerer Tem-
peraturen, bzw. Abkiihlschemata im Simulated Annealing.
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Ein wichtiges Ergebnis der Simulationen ist, dass die Backtracking-Schritte unabkémm-
lich sind und mafsgeblich zu den guten Ergebnissen der Heuristik beitragen. Interessant
ist weiterhin die Tatsache, dass zufillige Starttouren als Ausgangspunkt der Suche fiir
die Qualitit der berechneten Touren sprechen.



5. MAX2SAT

Die Idee der lokalen Suche in variabler Tiefe ldsst sich auch auf weitere Probleme iiber-
tragen. Die Gruppe der Erfiillbarkeitsprobleme ist seit vielen Jahren Gegenstand der
Forschung mit klassischen Ergebnissen, wie zum Beispiel dem Satz von Cook [CooT71].
Ein wichtiger Anwendungsbereich fiir das Erfiillbarkeitsproblem ist die Forschung auf
dem Feld der kiinstlichen Intelligenz. Im folgenden Teil wird die Optimierungsvariante
des Erfiillbarkeitsproblems betrachtet, die nach einer Belegung sucht, die die Anzahl
erfiillter Klauseln einer Formel in 2CNF maximiert. Die Erwartungshaltung ist nach
den guten Ergebnissen des Suchparadigmas fiir das Traveling Salesman Problem, dass
auch bei anderen schwierigen Problemen &hnlich gute Ergebnisse erzielbar sind.

5.1. Definition des Problems

Sei eine Menge X, bestehend aus den booleschen Variablen x1,xo,...,x,, gegeben.
Jede dieser Variablen kann entweder den Wert 1 (fiir wahr) oder 0 (fiir falsch) an-
nehmen. Ein Literal ist eine Variable x; € X, bzw. eine negierte Variable ;. Eine
Klausel ist eine Disjunktion mehrerer Literale, also eine logische ODER-Verkniipfung,
bspw. (z; Vz; V z). Eine CNF (Conjunctive Normal Form) ist eine Konjunktion von
Disjunktionen, also eine logische UND-Verkniipfung der Klauseln. Eine k-CNF-Formel
ist nun eine aussagenlogische Formel in CNF derart, dass die Anzahl der Variablen in
jeder Klausel hochsten k betrégt. Das heisst, dass es durchaus auch Klauseln geben
darf, in denen weniger als k Literale vorkommen.

Eine Wahrheitsbelegung b von X (kurz: Belegung) ist eine Abbildung b : X +— {0, 1}.
Jeder Variable wird entweder 0 oder 1 zugewiesen. Eine Klausel, die unter einer gegebe-
nen Belegung als wahr ausgewertet wird, heisst erfillt. Eine aussagenlogische Formel,
fiir die eine Belegung existiert, die alle Klauseln erfiillt, heisst erfiillbar und eine Be-
legung heisst mazimal erfillend, wenn sie eine maximal mogliche Anzahl an Klauseln
erfillt. Eine maximal erfiillende Belegung ist also offensichtlicherweise eine optima-
le Belegung. Die Anzahl der erfiillten Klauseln unter einer optimalen Belegung wird
mit OPT(F) und die Anzahl der erfiillten Klauseln unter einer beliebigen Belegung b
wird mit EV AL(F,b) bezeichnet. Die Gesamtzahl der Klauseln in einer Formel wird
im Allgemeinen mit m und die Anzahl der Variablen mit n bezeichnet. Das Problem
MAX2SAT ist nun wie folgt definiert:

Definition 13 (MAX2SAT)
Gegeben: Aussagenlogische Formel F in 2CNF.
Gesucht: Belegung der Variablen in F, die die Anzahl erfillter Klauseln mazximiert.

79
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Damit ergibt sich der Approximationsfaktor fiir dieses Maximierungsproblem als

OPT(F)
EVAL(F,b)

MAX2SAT ist ein N'P-vollstandiges Problem [Pap94] und gerade deswegen interessant,
weil das zugrunde liegende Problem 2SAT sehr einfach gel6st werden kann und in P
liegt. Es gibt daher die Ansicht, dass es sich bei MAX2SAT um ein relativ einfaches
unter den schweren Problemen handelt, obwohl es natiirlich offensichtlich schwieriger
ist als 2SAT.

In der Tat gibt es bereits gute Approximationsalgorithmen, wie beispielsweise das
Verfahren von Feige und Goemans [FG95|. Der von Ihnen vorgeschlagene Algorithmus
approximiert MAX2SAT-Instanzen mindestens bis auf den Faktor 1,074, wobei dieses
Ergebnis nicht auf das allgemeine MAXESAT {ibertragbar ist. Hier sind solch gute Ap-
proximationsfaktoren noch offen. In diesem Kapitel wird nun die Frage experimentell
untersucht, wie gut sich lokale Suche in variabler Tiefe fiir MAX2SAT schlégt.

5.2. Definition der Nachbarschaft

Zu jedem lokalen Suchverfahren muss eine Nachbarschaft definiert werden. Ein oft
gebrauchlicher Ansatz fiir aussagenlogische Formeln ist die k-Flip Nachbarschaft. Fir
eine gegebene und im Sinne des Problems zuléssige Losung (hier: eine Belegung) y fiir
MAX2SAT gehort jede andere Losung y' zur k-Flip Nachbarschaft N (y), wenn sich
y und 3y’ hochstens in k Positionen, d.h. in maximal k Bits der zugehorigen Belegung,
unterscheiden, also:

Ni(y) = {y' | y und v unterscheiden sich in maximal k Bits}

Diese Definition folgt der Idee, dass sich eine zwar zuléssige, aber nicht optimale Lésung
y von einer optimalen Losung y,,; durch das Flippen von £ Bits unterscheidet. Nun sind
leider weder die Grofse von k noch die jeweiligen zu flippenden Bits a priori bekannt.
Ein Losungsverfahren, dass nach dieser Suchstrategie eine Probleminstanz optimiert,
kann daher nur versuchen, die k Bits auf geschickte Weise sukzessiv zu identifizieren.
Die Variabilitdt der Nachbarschaft wird dadurch erzeugt, dass bestimmte Bits nicht
betrachtet werden. Dies entspricht in natiirlicher Weise der Idee von Lin und Kernighan

aus Kapitel

5.3. Algorithmus fiir MAX2SAT

Der Algorithmus erhélt als Eingabe eine aussagenlogische Formel in 2CNF. Ausgehend
von einer Ausgangslosung wird sequentiell durch einzelne Bitflips, also eine 1-Flip-
Nachbarschaft, eine bessere Losung in der Nachbarschaft der Ausgangslésung gesucht.
Wird zwischenzeitlich eine bessere als die bisher beste bekannte Losung gefunden, so
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wird diese als die neue beste bekannte Losung, der sogenannte Champion, vermerkt.
Innerhalb einer Iteration werden die geflippten Bits fixiert, sie werden also nicht mehr
weiter innerhalb einer Iteration beriihrt. Dies entspricht der Idee der variablen Tiefe.
Sie bezieht sich eindeutig auf die Anzahl fixierter Bits innerhalb einer Iteration, denn
eine solche endet, sobald eine Losung y; gefunden wurde und kein besserer Nachbar
fiir 1, mehr gefunden werden kann, ohne gesperrte Bits wieder freizugeben. Eine neue
Iteration beginnt jeweils mit der zuletzt gefundenen besten Losung. Die Reihe der
Iterationen bricht dann ab, wenn in der letzten Iteration keine weitere Verbesserung,
also kein neuer Champion gefunden werden kann.

Algorithmus 12 Algorithmus zur Approximation von MAX2SAT
Eingabe: Ausssagenlogische Formel in 2CNF
Ausgabe: Lokal optimale Losung
1: Erzeuge Initiallésung
2: repeat
3:  Waihle den Champion als Ausgangspunkt der Suche.
Losche die Tabuliste.
while noch freie Variablen verfiighar do
Suche greedy nach einem besten Flip einer freien Variable.
Flippe diese Variable und friere sie ein.
Speichere neuen Champion falls vorhanden.
9: end while
10: until kein neuer Champion mehr gefunden

Dieser Aufbau erinnert stark an die Implementierung der Lin-Kernighan Heuristik von
Johnson et al. Die innere Schleife durchforstet die Nachbarschaft auf der Suche nach
neuen Championlésungen. Die dufsere Schleife steuert die innere und bricht das Ver-
fahren ab, sobald innerhalb einer Iteration kein neuer Champion mehr gefunden wird.

Die Verbesserung, die durch das Umdrehen (Flippen) einer Variablenbelegung erzeugt
wird, entspricht der Anzahl der Klauseln, die zusétzlich, bzw. weniger erfiillt werden,
also g; = EVAL(F,b;) — EVAL(F,b;_1). Natiirlich kann diese Zahl auch negativ sein.
Es werden in der Suche nach einem besten Nachbarn auch zwischenzeitliche Verschlech-
terungen zugelassen.

Es lasst sich ein erstes theoretisches Resultat zeigen:

Satz 11 (2-Approximation durch Algorithmus
Die vom vorgeschlagenen Algorithmus erzeugte Lésung ist eine 2-Approximation.

Der Beweis erfolgt durch Widerspruch und benutzt die Eigenschaft, dass die maximale
Anzahl erfiillter Klauseln hochsten m ist. Es wird gezeigt, dass das Verfahren immer
mindestens 7 Klauseln erfiillt.
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Sei F' eine beliebige Formel in 2CNF und sei ¢ desweiteren eine Belegung fiir F'. Ange-
nommen, die Formel F' enthalte unter der Belegung ¢ weniger als m /2 erfiillte Klauseln,
dann muss es mindestens eine Variable geben, die so gewahlt wurde, dass sie weniger
als die Hélfte derjenigen Klauseln erfiillt, in denen sie vorkommt. Gébe es eine solche
Variable nicht, so wiren automatisch mindestens m/2 Klauseln erfiillt.

Da die Heuristik nach Vorraussetzung terminiert, gibt es einen letzten Champion, der
gefunden wird, nach Vorraussetzung weniger als m/2 Klauseln belegt und der in der
letzten Iteration nicht verbessert wurde. Die Variablenbelegungen, die von der Heuri-
stik als erstes gedndert werden, sind diejenigen, die eine direkte Verbesserung bringen.
Eine solche Verbesserung ist aber nur moglich, wenn fiir die zu flippende Variablenbe-
legung mehr als die Halfte der Klauseln unerfiillt sind, in welchen sie vorkommt.

Es gibt nun eine am schlechtesten belegte Variable x;, fiir die am wenigsten und
weniger als % Klauseln erfiillt sind. Der Algorithmus wiéhlt aber eine Verbesserung
greedy, d.h. die Variable z; oder eine ebenso schlechte Variable wird geflippt, denn
dieser Flip bringt offensichtlich die beste Verbesserung. Das heisst aber, dass mit z;
oder mit jeder anderen Variablen eine neue Champion-Tour gefunden wiirde und der
Algorithmus noch nicht abbrechen diirfte, sondern eine weitere Iteration der inneren
Schleife begéinne. Das steht aber im Widerspruch zu der Vorraussetzung, dass der Al-
gorithmus mit einer Belegung abbricht, die weniger als % erfiillte Klauseln enthélt.
Dies kann also nicht sein und der vorgeschlagene lokale Suchalgorithmus in variabler

Tiefe ist also eine 2-Approximation. ([

Zudem ldsst sich auch die Zugehorigkeit zur Klasse PLS zeigen. Der vorgeschlage-
ne lokale Suchalgorithmus in variabler Tiefe gehort zur Komplexitédtsklasse PLS. Das
Verfahren wird mit dem Namen des Problems und einem kleinen Zusatz identifiziert:
MAX2SAT-LS. Die Tatsache, dass MAX2SAT-LS in PLS liegt, l4sst sich direkt aus der
Definition von PLS schlieffen. Die Heuristik erfiillt jede der geforderten Bedingungen:

1. Die Menge der Eingaben Xy ist die Menge aller Formeln in 2CNF und die
zuldssigen Losungen ist die Menge der zu einer Eingabe z € Xy moglichen
Belegungen. Bei n Variablen, die zu x gehoren sind dies 2" viele.

2. Die Uberpriifung einer Losung auf Zulissigkeit ist trivial.

3. Da die Zahl n der Variablen gegeben ist, ldsst sich eine Initialbelegung offensicht-
lich als ein Element aus {0, 1}"™ problemlos finden.

4. Die Anzahl erfullter Klauseln in z lasst sich offensichtlich leicht berechnen.

5. Eine einzelne Suche nach einem im Sinne der Heuristik besseren Nachbarn nimmt
klar polynomielle Zeit in Anspruch. D.h. es wird in polynomieller Zeit ein Nach-
bar gefunden oder der Algorithmus gibt auf.

Fiir die einfache 1-Flip Nachbarschaft ist aus der Literatur [AL97| bekannt, dass sie
PLS-vollstdndig ist. Dieses Ergebnis lisst sich aber nicht direkt auf lokale Suche in
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variabler Tiefe, wie vorgeschlagen, reduzieren, denn die einfache 1-Flip Nachbarschaft
konnte in einer ldngeren Suchphase dort ein lokales Optimum finden, wo die lokale
Suche in variabler Tiefe einen Flip durch Einfrieren der Belegung sperrt.

5.4. Datenformat fur MAX2SAT-Instanzen

Um eine MAX2SAT-Instanz zu optimieren, ist es notwendig die Testinstanzen nicht
nur zu erzeugen, sondern auch zu speichern. Zur Sicherung wird ein einfaches Daten-
format entwickelt, dass sich grob am Datenformat der TSPLIB orientiert. Die fiir diese
Arbeit benutzten Testinstanzen werden nach der Arbeit von Motoki [Mot05], bzw. Ka-

pitel [5.5] erzeugt.

Im Gegensatz zum Traveling Salesman Problem existiert fiir MAX2SAT keine aner-
kannte Instanzensammlung zur standardisierten experimentellen Analyse. Die benutz-
ten Testinstanzen miissen deswegen fiir die experimentelle Analyse generiert werden.

Ein Instanzgenerator fiir MAX2SAT ist im Allgemeinen ein Algorithmus, der bei Ein-
gabe der Variablenzahl n, bzw. Klauselzahl m eine aussagenlogische Formel in 2CNF
und eine maximal erfiillende Belegung fiir die erzeugte Formel ausgibt. Ein einfaches
Verfahren ist die zuféllige Generierung von Testinstanzen. Fiir jede der zu erzeugenden
Klauseln wird zufillig bestimmt, welche der 4 - (g) Moglichkeiten, sie aus n Variablen
zu bilden, gewahlt wird. Allerdings wird hier die Erzeugung der maximal erfiillenden
Belegung einfach vernachléssigt. Zufallige Instanzen haben aber den Nachteil, dass mit
steigender Anzahl Klauseln im Verhéltnis zur Variablenanzahl irgendwann hochwahr-
scheinlich jede beliebige Belegung maximierend wird.

Ob nun zufillig oder nach einem bestimmten Schema, jede erzeugte Instanz wird in
einem speziellen Format gespeichert.

5.4.1. Datenformat fiir Instanzen

Das Format zur Speicherung der Instanzen orientiert sich am Format der TSPLIB. Fiir
jede Klausel existiert eine einzelne Zeile und zusétzlich konnen der Name der Instanz
und eine Kommentarzeile innerhalb der Datei gespeichert werden. Folgendes Beispiel
erlautert das Format:

NAME: Betspielinstanz

COMMENT: Erlauterung zur Instanz
CLAUSE_SECTION

11 -2

2 -35

367

4 -7 1

EQF
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In der ersten Zeile wird der Name der Instanz unabhéngig vom tatsdchlichen Datei-
namen angegeben. In der zweiten Zeile kann ein Kommentar angegeben werden, etwa
zur weiteren Erlduterung der Instanz. Beide Angaben sind optionale Beschreibungen
und eher zur Visualisierung gedacht. Nach dem Marker CLAUSE_SECTION folgen in m
Zeilen die einzelnen Klauseln, jede Klausel in ihrer eigenen Zeile. Schlussendlich folgt
noch ein EOF um das Dateiende zu markieren.

Der Aufbau der dreispaltigen Klauselzeilen ist schlicht. Die erste Spalte gibt den Index
der Klausel an. Prinzipiell wire auch dieser Egal, denn die Reihenfolge der Klauseln
spielt eigentlich keine Rolle. Der Index wird einfach hochgezahlt, also gibt die i-te
Klauselzeile das Aussehen der Klausel C; an. Spalte 2 gibt den Index der Variable im
ersten Literal und Spalte 3 den Index der Variable im zweiten Literal der Klausel an.
Ein vorangestelltes Minuszeichen signalisiert die Negation. So ldsst sich jede Formel
in 2CNF auf einfache und leicht lesbare Art und Weise beschreiben, speichern und
austauschen.

Die oben beschriebene Beispielinstanz lautet also: (x1 VT2)(Z3 V x5)(xe V 27)(T7 V 21).

5.5. Erzeugung der MAX2SAT-Instanzen

Die zufillige Erzeugung von Testinstanzen fiir ein N'P-hartes Optimierungsproblem ist,
wie bereits oben beschrieben, einfach und lasst sich problemlos implementieren. Sie hat
allerdings den Nachteil, dass keine maximal erfiillende Belegung parallel mitgeneriert
wird und mit steigendem Klauselverhéltnis wird jede Belegung maximierend. Eine
Aussage iiber die Approximationskomplexitit der Heuristik ist daher mit zufélligen
Formeln eigentlich kaum zu treffen.

5.5.1. Idealer und realer Testinstanzgenerator

Im Allgemeinen sollte ein idealer Generator fiir Testinstanzen eines schwierigen Pro-
blems so aufgebaut sein, dass aus der Eingabe von bestimmten Instanzparametern
und Zufallsbits eine Testinstanz und eine zugehorige maximierende Lésung generiert
werden.

Instanzparameter — | Generator fiir —— Testinstanz

Zufallsbits —| Testinstanzen —— Maximierende Losung

Abbildung 5.1.: Idealer Instanzgenerator

Die Laufzeit muss dazu polynomiell in der Lénge der zu erzeugenden Instanz be-
schrankt sein. Nun ist aber nicht davon auszugehen, dass NP = co-NP gilt. Als
Resultat ist es nicht moglich, Testinstanzen aus der gesamten Menge aller moglichen
Instanzen mit einer zugehorigen optimalen Losung in polynomieller Zeit zu generieren.



5.5. Erzeugung der MAX2SAT-Instanzen 85

Daher werden die Anforderungen an einen solchen Generator beschrankt. Den ver-
traglichsten Kompromiss bietet die Einschrankung, nicht die gesamte Menge aller
prinzipiell moglichen Instanzen erzeugen zu konnen, sondern nur eine Untermenge
davon. Dafiir geschieht dies aber mit der gleichzeitigen Bestimmung einer optimalen
Losung. Ein solcher Instanzgenerator hat also folgende Eigenschaften. Die erzeugten
Testinstanzen

e kommen immer mit einer zugehoérigen optimalen Losung,
e sind nur aus einer Untermenge aller Instanzen gewahlt und
e werden effizient in polynomieller Zeit im Vergleich zur Instanzgréfse generiert.

Die Forderung nach polynomieller Laufzeit ist klar, denn ein Generator, der exponen-
tielle Laufzeit beséfe, wére trivial. Zu einer zufallig erzeugten Instanz wird in expo-
nentieller Laufzeit eine optimale Lésung durch ausprobieren aller moéglichen Lésungen
berechnet. Desweiteren sollten die generierten Instanzen nicht trivial, sondern schwer
zu losen sein.

5.5.2. Erzeugung der Testinstanzen nach Motoki

Fiir eine beliebige gegebene Boolesche Formel F' in 2CNF iiber der Variablenmenge
X ={x1,...,z,} existiert der sogenannte Implikationsgraph Gp = (V, E), wobei V =
X U{Z;|z; € X} die Knontenmenge und E = {(v;,v;) | v;,v; € V und (7; V vj) € F}
die Menge der Kanten sind. Zu beachten ist, dass fiir jede gerichtete Kante (x;,z;) € £
auch die Komplementdrkante (T;,T;) € F existiert, da ja die Symmetrie (bVa) = (aVb)
gilt. G ist also ein gerichter Graph, der moglicherweise auch Mehrfachkanten enthélt.

Nun ist leicht zu sehen, dass eine Formel F' in 2CNF genau dann nicht erfiillbar
ist, wenn G einen Kreis enthélt, in welchem sowohl eine Variable v als auch ihre
Negierung v vorkommen. Existiert in einem Graph G nun ein solcher Kreis C', dann
existiert gleichzeitig aber auch ein zweiter Kreis, der aus den Komplementarkanten des
Kreises C besteht. Ein solches Paar von Kreisen wird Widerspruchsdoppelkreis (WDK,
engl. contradictory bicycle) genannt.

Ausgehend von dieser Konstruktion lédsst sich auch zeigen, dass das Problem 2SAT
in P liegt. Die Eigenschaft, dass fiir kein i, 1 < i < n, die Literale x; und T; in einer
starken Zusammenhangskomponente liegen, ebenso wie die Konstruktion des Implika-
tionsgraphen aus der gegebenen Formel, sind recht offensichtlich in Polynomialzeit zu
berechnen.

In der Booleschen Algebra ist der Ausdruck l(u) = I(v), wie bereits erwdhnt, dqui-

valent zu dem Ausdruck (I(u) V I(v)). Dies ist auch der Ursprung fiir die Bezeichnung
des konstruierten Digraphen als sogenannter Implikationsgraph.



86 5. MAX2SAT

Fiir eine beliebige Belegung t {iber einer Variablenmenge X sei B; die Menge der
Booleschen Formeln in 2CNF derart, dass jedes F' € B; folgende drei Eigenschaften
erfiillt:

1. F besitzt genau eine Klausel, die von der Belegung nicht erfiillt wird.
2. GF hat einen Widerspruchsdoppelkreis.

3. Wird eine Klausel aus F' geloscht, so ist der verbleibende Teil der Formel erfiill-
bar.

Weiterhin wird mit C; die Menge aller Klauseln iiber der Variablenmenge X in 2CNF
bezeichnet, die durch die Belegung t erfiillt werden. Nach dem dritten Gesichtspunkt
ist I’ logischerweise eine minimale, unerfiillbare Formel. Die Konstruktion ldsst sich
leicht vornehmen.

O.B.d.A. sei t = 1™ und B € B; eine beliebige Formel. Es ist klar, dass jede Klau-
sel, die von ¢ nicht erfiillt wird, aus zwei negativen Literalen bestehen muss und es ist
auch klar, dass ein minimales B exakt eine solche Klausel enthélt. Diese Klausel wird
nun derart in Kanten des Implikationsgraphen iiberfiihrt, dass die durch sie implizier-
te Kante in Gp von einem positiven Literal zu einem negativen Litearal fithrt. Jeder
Zykel eines WDK fiir ¢t = 1™ kann in zwei Pfade zerlegt werden. Ein Pfad lduft nur
durch positive Literale und der andere nur durch negative. Abbildung verdeutlicht
diesen Sachverhalt.

____________________________

Lig : Ljr
: : T Konstruktion einer minima-
v E ! len unerfiillbaren Formel in
- ! 2CNF, mit genau einer von
: der Belegung t = 1™ unerfiill-
E : 0 baren Klausel.
Tig : Zjy

: 8| :

Abbildung 5.2.: Minimaler Widerspruchskreis fiir ¢t = 1"
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Klar ist, dass beide Kreise eine gemeinsame Variable besitzen um einen Widerspruchs-
doppelkreis zu bilden. Da keine Klausel trivial ist, also ein Literal und das dazugehérige
Komplement enthélt, muss die letzte Variable des einen Pfads unterschiedlich zur er-
sten Variable des anderen Pfads sein. Die triviale Klausel (z; V 7;) kommt also gar
nicht vor.

Damit lésst sich die Formel B fiir t = 1" generieren: Zwei Variablensequenzen z;, , ..., x;
und z;,,...,7;,, deren jeweils letzte Variable der einen sich von der ersten Variable
der anderen Sequenz unterscheiden, werden als Implikation z;, — ... — x;, — x;; —

. — xj, — x;; betrachtet und daraus die dquivalenten Klauseln in 2CNF generiert.
Fiir Belegungen t # 1™ kommt noch ein letzter Arbeitsschritt hinzu. Fiir jeden Index ¢,
1 <4 < n, fiir den gilt, dass t; = 0 ist, wird das im vorherigen Schritt erzeugte Literal
l; negiert. Auf naheliegende Weise wird so sichergestellt, dass die erzeugte Implikation
fiir ¢t # 1™ die obigen drei Bedingungen erfiillt.

P

Die Elemente in B; lassen sich einfach randomisiert erzeugen und ein Algorithmus
mit linearer Laufzeit in Anzahl der Klauseln zur Erzeugung einer gesamten Testin-
stanz fiir MAX2SAT ist damit naheliegend:

Algorithmus 13 Erzeugung der Testinstanzen nach Motoki

Eingabe: Anzahl der Variablen n

Ausgabe: Testinstanz und zugehorige maximierende Belegung

. Erzeuge leere Formel F'.

: Bestimme die maximierende Belegung ¢t € {0,1}".

: Wéhle die Anzahl nicht erfiillter Klauseln & (> 0).

: fori=1to k do

Erzeuge zufillig eine 2CNF Formel aus B, {iber der Variablenmenge X aus und

flige diese zu F' hinzu.

6:  Fiige r zufillige Klauseln aus C; zu F hinzu, wobei r eine zufillige natiirliche
Zahl ist.

7: end for

ATV VI

Fiir eine beliebige Belegung ¢ und eine natiirliche Zahl k besteht die erzeugte Formel
F aus k nicht notwendigerweise disjunkten Formeln aus 5; und einer Anzahl von Klau-
seln aus C;. Unter der Belegung ¢ miissen also mindestens k& Klauseln als logisch falsch
ausgewertet werden, da G ja k WDKs enthélt. Andererseits enthélt F' aber auch nur
k viele solcher Kreise und daher werden auch nur maximal k viele der Klauseln in F'
als logisch falsch ausgewertet. Daher muss ¢ eine optimale Belegung und die Anzahl
nicht eriillbarer Klauseln £ sein.

Werden keine Klauseln aus C; hinzugefiigt, so hat die erzeugte Instanz mindestens
eine zweite optimale Losung ¢, ndmlich das Komplement zu ¢. Zur Erinnerung: Wegen
der Symmetrie entspricht eine Implikation zwei Disjunktionen.
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Neben der Kontrolle der Erfiillbarkeitseigenschaften bietet der vorgeschlagene Gene-
rator eine bedeutsame Eigenschaft. Ist 7 die Menge der vom Generator erzeugten
Instanzen, dann ist es schwierig zu erkennen, ob eine Instanz aus dieser Menge ist
oder nicht.

Satz 12 Die Menge der erzeugten Instanzen I ist N'P-vollstindig.

Der Beweis erfolgt in zwei Schritten. Im ersten wird gezeigt, dass die Menge in NP
liegt und im zweiten Schritt folgt die N"P-Hirte.

Die Menge Z liegt in NP, denn die Belegung t, die Angabe der k& Formeln aus B
und die Angabe der benutzten Untermenge von C; bilden gemeinsam einen Zeugen fiir
eine gegebene Instanz. Ein Orakel konnte diesen Zeugen erraten und mit ihm liefse sich
in Polynomialzeit die Zugehorigkeit {iberpriifen.

Die Hérte der erzeugten Instanzenmenge wird iiber eine Reduktion von 3SAT ge-
zeigt. Sei F3onp eine beliebige Booleschen Formel in 3CNF iiber der Variablenmen-
ge X mit den 3-Klauseln cy,...,cp. Fir alle ¢, 1 < ¢ < m wird die ¢-te Klausel
Ci = (lix V12V 1;3) auf eine 2CNF Formel B; iiber der Variablenmenge X U Y},
Y; = vi.1,v:,2 abgebildet. Fiir B; gilt die feste Konstruktionsvorschrift:

Bi = (lip Vyi1) @ix Vi) li2 VTiz) Wiz V1iz) iz V Ti1) (Wit V yi2) @iz Vi)

Die Variablen der Menge Y; tauchen nur in B; auf und ihre Belegung ist beliebig. Zu
beachten ist, dass B; genau dann einen Widerspruchsdoppelkreis, wenn C; erfiillbar
ist. Daher muss jede Wahrheitsbelegung iiber der Variablenmenge X U Y; mindestens
eine der Klauseln als logisch falsch auswerten. Sei nun Fy.,y = A; B; die Konjunktion
aller B;. Die Anzahl der Klauseln in B; ist 7 - m und die der Variablen n + 2 - m. Die
Abbildung lasst sich also in Polynomialzeit konstruieren. Die Anzahl der WDKs ist
genau gleich der minimalen Anzahl nicht zu erfiillender Klauseln, wenn F3., s erfiillbar
ist. Das heisst, dass es genauso schwierig ist, generierte Instanzen zu erkennen, wie das
Problem 3SAT zu entscheiden. 0.
Zudem scheint sich zeigen zu lassen, dass die Optimierung jeder generierten Instanz
ebenfalls N"P-hart ist [Mot07].

5.6. Experimentelle Analyse

Zur experimentellen Analyse wurde eine Anwendung in der objektorientierten Pro-
grammiersprache JAVA realisiert. Die Analyse erfolgt auf zwei Weisen. Zum einen
wird tiberpriift, wie gut die Testinstanzen approximiert werden. Zum anderen wird
beobachtet, wie sich der vorgeschlagene Algorithmus im Vergleich zu einer simplen
Heuristik verhalt, die jede Variable genau einmal betrachtet.
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5.6.1. Vergleichsheuristik

Die Heuristik, mit der das vorgeschlagene Verfahren verglichen wird, ist einfach aufge-
baut. Die Liste der n Variablen wird sequentiell durchlaufen. Fiir jede Variable z; € X
wird gepriift, ob die Belegung x; oder —x; insgesamt mehr Klauseln erfiillt und an-
schlieffend die objektiv bessere von beiden gewahlt.

Algorithmus 14 Einfache Heuristik fiir MAX2SAT
Eingabe: Ausssagenlogische Formel in 2CNF
Ausgabe: Belegung b
1. Erzeuge eine Startlosung b € {0, 1}", hier ¢t = 0.
2: fori=1tondo
3:  Wahle diejenige Belegung fiir x;, die mehr Klauseln erfiillt.
4: end for

Fiir Algorithmus [14]14sst sich nach dhnlichem Muster wie schon zuvor die theoretische
Worst-Case-Schranke iiber die Giite der Losung zeigen.

Satz 13 (2-Approximation durch Algorithmus
Die von der Vergleichsheuristik erzeugte Lisung ist eine 2-Approximation.

Der Beweis wird per Induktion {iber die Anzahl der Variablen gefiihrt. Fiir den Fall,
dass es nur eine Variable gibt, ist der Fall klar. Offensichtlich gilt hier der Satz.

Angenommen, dass die Induktionsannahme und der Satz fiir n — 1 (n > 1) gelten.
Der Algorithmus durchlduft in der FOR-Schleife in Schritt 2 alle Variablen. Wir be-
trachten den Fall, dass die letzte Variable gepriift wird und bereits die anderen n — 1
Variablenbelegungen bestimmt wurden. Die letzte Variable heisse nun .

Mit ¢, bzw. cz, seien die Anzahlen der Klauseln, in denen die Literale z, bzw. T,
vorkommen, bezeichnet, die in den vorherigen Schritten noch nicht als wahr ausgewer-
tet wurden. O.B.d.A. sei ¢; > ¢z, daher wird x mit einem logischen wahr belegt. Nun
sei ¢,—1 die Anzahl der Klauseln, die durch die gewdhlten Belegungen der vorherigen
n — 1 Variablen, ausgewertet werden. Durch die Induktionsannahme sind mindestens
die Halfte, also > 6"2* L davon bereits wahr. Im n-ten Schritt werden nun zusitzlich
¢z + cz weitere Klauseln betrachtet. Da der Algorithmus ¢, > ¢z bestimmt, werden
wieder mindestens die Hélfte dieser zusétzlichen und mithin mindestens die Hélfte al-
ler Klauseln als erfiillt ausgewertet. O

Interessanterweise lasst sich fiir einen Spezialfall des MAX2SAT-Problems fiir diese
Heuristik ein noch besserer Approximationsfaktor finden und zwar dann, wenn in je-
der Klausel genau zwei Literale vorkommen. In jedem der n Schritte, die das Verfahren
durchlauft, wird tiberpriift, welche Belegung der betrachteten Variable x; mehr neue
Klauseln erfiillt. Die zuvor erfiillten Klauseln sind deswegen uninteressant, da sie ja
unabhéngig von x; erfiillt werden. Die Ausgabe am Ende ist eine Belegung b. Wird
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die Formel F unter b ausgewertet, so zerfillt die Klauselmenge in 3 Teilmengen. Diese
Mengen seien SATy, die die Klauseln enthélt die kein erfiilltes Literal haben, SATY,
die die Klauseln mit genau einem erfiillten Literal enthélt und SAT5, die die Klauseln
enthélt, derer beider Literale erfiillt sind. Klar ist, dass m = (|SATy|+|SAT|+|SATs|)

gilt.

Es gibt eine erste wichtige Feststellung: Zu jedem Zeitpunkt 0 < ¢ < n wird z; so
belegt, dass die Zahl Klauseln, die neu erfiillt werden mindestens so gross ist, wie
die Zahl an Klauseln, denen ein nicht erfiilltes Literal zugewiesen wird. Es gibt also
Klauseln im Lauf des Verfahrens, die zwei erfiillte Literale enthalten, solche, die ein
erfiilltes Literal enthalten, wobei das zweite entweder unbestimmt oder als logisch 0
ausgewertet wird und schliefslich noch solche Klauseln, die kein erfiilltes Literal enthal-
ten, sei es weil diese entweder mit logisch 0 ausgewertet werden oder deren Belegung
noch nicht bestimmt wurde. Nachdem alle Belegungen bestimmt wurden, entspricht
dies den Mengen |[SAT;|, 0 <1i < 2.

Stoppt die Heuristik nun, dann gibt es genau |SATy| Klauseln, derer beider Litera-
le mit logisch 0 ausgewertet werden. D.h. es ist mindestens 2 - |SATy| vorgekommen,
dass einer Klausel ein nicht-erfiilltes Literal ,,zugewiesen wurde. Dann miissen aber
mit der ersten Feststellung mindestens 2 - |SATy| Klauseln erfiillt werden. Die maxi-
male Zahl an Klauseln, die nicht erfiillt werden, kann daher m - 3~! nicht {ibersteigen
und es ergibt sich der folgende Satz:

Satz 14 (%—Approximation durch Algorithmus
Die vom vorgeschlagenen Algorithmus erzeugte Lisung ist eine %—Approximatz’on.

O

Das Ergebnis lasst sich analog auf die vorgeschlagene lokale Suche in variabler Lange
iibertragen. Auch hier werden in jedem Schritt mindestens genausoviele Klauseln neu
erfiillt, wie anderen Klauseln ein nicht erfiilltes Literal zugewiesen wird. Beide Heu-
ristiken scheinen, was die Giite der schlechtesten zu erwartenden Ergebnisse betrifft,
laut den gefundenen Worst-Case-Schranken vergleichbar zu sein. Allerdings kann diese
Schranke zu grob sein um einen qualifizierten Vergleich durchzufiihren, denn die lokale
Suche in variabler Tiefe darf ja von Haus aus langer laufen und kénnte demnach in
den zusatzlichen Phasen deutlich mehr Klauseln erfiillen. Um diesen Sachverhalt zu
iberpriifen, kommt die experimentelle Analyse ins Spiel.

5.7. Berechnungs- und Simulationsergebnisse

Der Simulationslauf wird mit generierten Instanzen aus Motokis Generator durchge-
fithrt. Die Implementierung des Generator sieht als Eingabe die Anzahl der Klauseln
vor. Die Anzahl nicht erfiillbarer Klauseln wird randomisiert bestimmt, ebenso wie
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die Lange der Widerspruchskreise. Es werden insgesamt 11 Instanzen mit wachsender
Variablenzahl generiert. Die ersten 5 Instanzen wachsen angefangen bei 10 Variablen
jeweils um 10 weitere an, um dann in Schritten von 50 Variablen bis auf eine Zahl
von 350 zu steigen. Ziel der Simulationen ist, zu iiberpriifen, wie gut sich die lokale
Suche in variable Tiefe im Vergleich zur einfachen Vergleichsheuristik auf diesen In-
stanzen, fiir die ja die Optima bekannt sind, schlagen. Weiterhin ist zu iiberpriifen, ob
sich die Qualitdt der berechneten Losungen mit wachsender Variablenzahl, bzw. mit
wachsendem Klausel-/Variablenverhéltnis dndert.

5.7.1. Experimentelle Ergebnisse der Heuristik

Tabelle zeigt die Ergebnisse der Simulationen auf den generierten Instanzen. Der
Wert k gibt die Anzahl der nicht erfiillbaren Klauseln unter einer maximierenden Bele-
gung an. Damit ist das Optimum bekannt. Zusétzlich sind in den Spalten Erg. I und
Erg. 2 zuerst die Ergebnisse der einfachen Vergleichsheuristik und dann die der lokalen
Suche in Variabler Tiefe angegeben. Danach folgen Approximationsfaktoren und die
bendtigte CPU-Zeit.

| # || Var. | Klauseln | k|| Erg. 1 | Fkt. | Zeit || Erg. 2 | Fkt. | Zeit
1 10 171 14 145 | 1,08 Ims || 146 [ 1,07 17ms
2 20 313 | 13 260 | 1,15 o2ms || 264 | 1,13 32ms
3 30 535 | 14 444 | 1,17 Sms 457 1,14 131ms
4 40 991 | 19 820 | 1,18 12ms || 826 | 1,17 386ms
5 50 2.093 | 32| 1.734 | 1,18 27ms || 1.739 | 1,18 810ms
6 | 100 4.835 | 38| 3.947 | 1,21 | 117ms || 3.998 | 1,19 14.272ms
7 1| 150 7.398 | 39 || 6.040 | 1,21 | 260ms || 6.099 | 1,20 72.446ms
8 || 200 3.304 | 13| 2.728 | 1,20 | 155ms || 2.772 | 1,18 27.558ms
9 || 250 13.256 | 42 || 10.736 | 1,23 | 758ms || 10.827 | 1,22 | 225.889ms
10 || 300 35.338 | 96 || 28.246 | 1,24 | 2.442ms || 28.514 | 1,23 | 1.185708ms
11 || 350 75.927 | 174 || 60.958 | 1,24 | 6.063ms || 61.232 | 1,23 | 1.959.990ms

Tabelle 5.1.: Simulationen auf Instanzen von Motoki

Beide Heuristiken haben eine sehr dhnliche Giite. In den Simulationen nimmt die Giite
mit wachsendem Klausel- zu Variablenverhéltnis bis zu einem Grenzwert ab, der 1.25
nicht zu iiberschreiten scheint. Instanzen mit kleiner Klauselzahl werden gut approxi-
miert. Die gemessenen Approximationsfaktoren schwanken zwischen 1,08 und 1, 24 fiir
die einfache Vergleichsheuristik, bzw. leicht besser fiir die lokale Suche in variabler Tie-
fe mit 1.07 und 1.23. Die Absténde sind aber gering ausgepragt. Die grofite gemessene
Differenz der Giite beider Heuristiken fiir eine Instanz ist 0,02. Dies Differenz weitet
sich auch nicht mit wachsender Instanzengrofie. Deswegen bleibt nur der Schlufs iibrig,
dass beide Verfahren eine vergleichbare Leistung ausfweisen. Dies bleibt deutlich hin-
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ter der Erwartungshaltung nach den guten Ergebnissen der Lin-Kernighan-Heuristik
zuriick. Die Vermutung war, dass die lokale Suche deutlich bessere Ergebnisse zu Tage
fordert als die einfache Vergleichsheuristik.

In Abbildung werden die Approximationsfaktoren im Vergleich zur Instanzgro-
e gezeigt. Links ist die einfache Vergleichsheuristik in rot abgebildet und rechts die
lokale Suche in variabler Tiefe in blau. In einem nahezu identischen Kurvenverlauf
néhern sich beide Verfahren ihren maximalen Approximationsfaktoren an.
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Abbildung 5.3.: Giite der Losungen beider Verfahren. Links die einfache Verglichsheuristik in
rot, rechts die lokale Suche in variabler Tiefe in blau

Diese Abbildung zeigt deutlich, dass das Verhalten der beiden Verfahren sehr &hnlich
ist. Allein der minimale Unterschied in den Approximationsfaktoren ist unterschiedlich.
Die Ergebnisse legen die Vermutung nahe, dass die Instanzen aus Motokis Generator
schwierig zu approximieren sind. Immerhin gibt es ein bekanntes globales Optimum,
dass deutlich nicht erreicht wird. Es scheint zudem naheliegend, dass die Optimierung
von Motoki-Instanzen nicht trivial und nicht leichter als die Entscheidungsvariante
des Problems 3SAT ist. Eine rigorose Analyse steht zwar derzeit noch aus, ist aber in
Arbeit und laut Angaben des Autors auch kurz vor der Verdffentlichung [Mot07].

Die beiden Heuristiken sind aber nicht in allen Punkten austauschbar. Deutlich unter-
schiedlich sind die absoluten Laufzeiten beider Verfahren ausgepragt. Wahrend die ein-
fache Vergleichsheuristik selbst grofie Instanzen in sehr kurzer Zeit bearbeitet, braucht
die lokale Suche in variabler Tiefe ein Vielfaches dieser Zeit. Abbildung[5.4] zeigt Plots
der beobachteten Laufzeiten. Im linken Plot ist die Laufzeit der einfachen Vergleichs-
heuristik aufgetragen und rechts die lokale Suche in variabler Tiefe. Zuséatzlich ist zum
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Vergleich im rechten Plot noch die Laufzeit der einfachen Vergleichsheuristik darge-
stellt.

Die Laufzeiten beider Verfahren besitzen mehr oder weniger lineares Wachstum. Im
Vergleich zur lokalen Suche in variabler Tiefe wirkt sich das Wachstum der Laufzeit
der einfachen Vergleichsheuristik aber fast konstant aus. Das heisst, dass die Konstan-
te der einen Laufzeit verschwindend gering ist, wenn sie mit der der anderen Laufzeit
verglichen wird.

Laufzeit [ms]
3000 5000
|
Laufzeit [ms]
500000 1000000 2000000
|

1000
1

0
|

0
|

I T T I I T T I
0 20000 40000 60000 0 20000 40000 60000

Eingabegroiie Eingabegréie

Abbildung 5.4.: Giite der MAX2SAT-Heuristiken. Einfache Vergleichsheuristik in rot und die
lokale Suche in variabler Tiefe in blau

Die meiste Zeit verbringt die lokale Suche in variabler Tiefe also auf der mehr oder
weniger fruchtlosen Jagd nach besseren Belegungen, wobei viel Zeit damit verbracht
wird, den néchsten Flip greedy zu wéhlen. Die Iterationstiefe ist relativ gering. Selbst
fiir die grofste Instanz mit knapp 76.000 Knoten werden nur 4 Iterationen benotigt um
zur gefundenen Losung zu gelangen.

Interessant ist auch die Tatsache, dass eine nicht triviale Anderung der Nachbarschaft
keine siginfikant verbesserten Ergebnisse bringt. In einem kompletten Simulationslauf
wurde die betrachtete Nachbarschaft derart verdndert, dass anstatt jedem mdglichen
Einzelflip nur diejenigen Variablen betrachtet wurden, die in Klauseln als unerfiillte
Literale vorkommen. Nach der obigen Notation sind dies die Variablen, die in SATj
auftauchen und die in den unerfiillten Literalen in S AT;. Zusétzlich wird ein einfaches
Backtracking zugelassen.

Wird in einer Phase (einem Lauf der inneren Schleife) keine Verbesserung gefunden,
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dann wird nicht abgebrochen, sondern diese Phase wiederholt und der erste Flip dies-
mal mit der zweitbesten Variable durchgefiihrt, usw. Die Heuristik bricht erst dann
ab, wenn kein neuer Champion mehr gefunden wird und alle Variablen erfolglos als
erster Flip ausprobiert wurden. Im Vergleich mit der Nachbarschaft aus der ersten
lokalen Suche in variabler Tiefe ist diese verdnderte Nachbarschaft nicht mit wirklich
besseren gefundenen lokalen Optima versehen als die Nachbarschaft im ausfiihrlichen
getesteten Verfahren. Die beobachteten Ergebnisse lagen nur in einem Fall besser als
die zuvor vorgeschlagene Heuristik. Selbst die beobachteten Laufzeiten waren bis auf
minimale Differenzen identisch. Die gréfite Formel mit knapp 76.000 Klauseln konnte
nur mit einer zusétzlich erfiillten Klausel mehr optimiert werden. Ein vernachlassigba-
rer Zugewinn.

5.8. Fazit

Die schlechten Ergebnisse der lokalen Suche in variabler Tiefe fiir MAX2SAT iibera-
schen. Sie bleiben deutlich hinter den Erwartungen zuriick, die die guten Ergebnisse
der Lin-Kernighan Heuristik aufgebaut hatten. Die Erwartungshaltung war, dass die
einfache Vergleichsheuristik deutlich schlechter optimiert. Es stellt sich aber heraus,
dass beide Verfahren ebenbiirtig sind. Von der lokalen Suche in variabler Tiefe sind
keine um irgend eine bedeutende Grofsenordnung besseren Ergebnisse zu erwarten. Dies
lasst vermuten, dass diejenigen Optimierungsstrategien, die die 1-Flip-Nachbarschaft
als Basisschritt haben, eine grundlegende Gemeinsamkeit besitzen. Wie es scheint,
liegen lokale Optima bzw. die Losung der einfachen Vergleichsheuristik sehr nah ne-
beneinander. Eine Formalisierung dieses Sachverhalts und eine theoretische Analyse,
wie nah diese vermutete ,,Nahe“ wirklich ist, sind noch offene Fragestellungen.

Die lokale Suche in variabler Tiefe bietet sich durch die greedy Wahl des néchsten
Knotens aber nicht fiir eine tatséchliche praktische Anwendung an. Sie verschlingt viel
Rechenzeit, die leider nicht in einem angemessen besseren Ergebnis miindet, bzw. in
der Gréfkenordnung schlicht einfacher zu haben ist.



6. Ausblick

Diese Arbeit untersuchte experimentell die Leistungsfihigkeit der lokalen Suche in va-
riabler Tiefe. Obwohl sehr gute Ergebnisse fiir das Traveling Salesman Problem erzielt
werden, kann diese Leistung nicht auf jedes andere beliebige schwere Problem iiber-
tragen werden. Fiir das Problem MAX2SAT zeigt die lokale Suche in variabler Tiefe
nur Leistungen, die in der Gréfkenordnung eines ganz primitiven Optimierungsschemas
liegen.

Es stellt sich daher die Frage, aus welchen Griinden das Verfahren bei einem Pro-
blem sehr gut arbeitet und bei einem anderen nur méfige Ergebnisse liefert. Auch
stellt sich die Frage, bei welchen Problemen dies nun der Fall ist. Hier bieten sich
neben weiteren experimentellen Analysen auch theoretische Arbeiten an, die diesen
Sachverhalt untersuchen. Die experimentellen Analysen sind dabei ein erster Schritt,
um schnell zu einer Vorstellung tiber die Giite der lokalen Suche in variabler Tiefe fiir
ein spezielles Problem zu gelangen.

Speziell fiir MAX2SAT bietet sich an zu kliren, wieviel die lokale Suche in variabler
Tiefe denn wirklich besser sein kann als die einfache Vergleichsheuristik. Desweiteren
ist von Interesse, ob sich das simple Vergleichsverfahren mit &hnlichem Erfolg auch in
anderen Bereichen als dem Feld der Erfiillbarkeitsprobleme einsetzen lasst.

Fiir die einfache Vergleichsheuristik zeichnete sich in den Analysen ab, dass sie ei-
ne (4/3 £ e)-Approximation zu sein scheint. Ein Beweis dieser Tatsache wiirde die
Leistungsfahigkeit des Verfahrens noch weiter untermauern.

Mit Hilfe dieser Erkenntnisse wére eine genauere Charakterisierung der Leistungféihig-
keit der untersuchten Optimierungsstrategien moglich. Dies konnte zu leistungsfahige-
ren Heuristiken oder auch zu dem Wissen fiihren, dass fiir bestimmte Problemgruppen
andere Anséitze in der Algorithmenentwicklung zielfilhrender sind.
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A. Simulationsergebnisse fiir das TSP

In diesem Abschnitt werden die gesammelten Rohdaten der mit der fiir diese Arbeit

erstellten Implementierung ohne Auswertung wiedergegeben.

A.1. Ohne Backtracking

’ Instanz ‘ Ergebnis ‘ Zeit | Faktor H Instanz Ergebnis Zeit | Faktor
a280 2.710 70ms 1,05 || kroA100 39.602 1.723ms 1,86
ali535 552.600 150.089ms 2,73 || kroA150 77.713 5.630ms 2,95
berlinb2 11.199 70ms 1,48 || kroA200 61.449 14.632ms 2,09
bier127 168.843 1.918ms 1,42 || kroB100 38.208 825ms 1,75
burmal4 3.390 2ms 1.02 || kroB150 63.416 1.582ms 2,42
ch130 11.352 1.421ms 1,85 || krob200 62.601 7.952ms 2,42
ch150 10.551 4.689ms 1,60 || kroC100 32.023 1.617ms 1,54
d198 19.379 17.498ms 1,22 || 1in105 25.141 705ms 1,78
d493 53.084 | 1.012.538ms 1,52 || lin318 81.806 30.567ms 1,95
d657 84.958 368.077ms 1,73 || nrwl379 120.960 | 15.647.987ms 2,13
d1291 81.083 — 1,59 || p654 68.262 — 1,97
dsj1000 | 7,1059 - 107 | 1.841.076ms 3,80 || rat195 3.642 47.632ms 1,46
eil5l 562 828ms 1,31 || rd400 32.292 216.211ms 2,11
eil76 614 1.374ms 1,14 || st70 1.024 1.829ms 1.50
€il101 911 1.307ms 1,44 || tsp225 6.029 9.840ms 1.53
fl417 23.110 532s 1,94 || ul59 43.381 3.621ms 1,03
gr202 48.118 19.087ms 1,19 || udb74 40.197 — 1,08
gr229 179.819 7.144ms 1.33 || ur24 71.296 601.072ms 1,70
grd31 228.475 37.222ms 1.33 || ulyssesl6 6.875 3ms 1,002
gr666 423.710 101s 1,43 || ulysses22 8,427 16ms 1,20
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A.2. Mit Backtracking

’ Instanz ‘ Ergebnis ‘ Zeit | Faktor H Instanz ‘ Ergebnis Zeit | Faktor
a280 2.710 69ms 1,05 || kroA100 22.612 1.516ms 1,06
ali535 229.145 201.073ms 1,13 || kroA150 27.589 10.036ms 1,04
berlin52 8.215 72ms 1,08 || kroA200 32.082 9.890ms 1,09
bier127 1275.239 3.009ms 1,05 || kroB100 23.748 1.846ms 1,07
burmal4 3323 2ms 1,00 || kroB150 27.922 5.884ms 1,06
ch130 6.726 1.387ms 1,10 || kroB200 33.038 19.526ms 1,12
ch150 6.912 1.912ms 1,05 || kroC100 23.990 2.313ms 1,15
d198 16.727 6.029ms 1,06 || 1in105 15.332 1.950ms 1,06
d493 36.966 391ms 1,05 || lin318 45.622 32.681ms 1,08
d6575 2.261 446.044ms 1,06 || nrw11379 60.559 | 24,7 -10%ms 1,08
d1291 54.997 | 21,1 - 10%ms 1,08 || p654 36.226 3.313ms 1,04
dsj1000 | 2,03-107 | 4.625.022ms 1,08 || rat195 2.442 20.845ms 1,05
eil51 438 280ms 1,02 || rd400 16.716 377.022ms 1,09
€il76 550 494ms 1,02 || st70 741 254ms 1,09
eil101 652 1.070ms 1,03 || tsp225 4.056 37.424ms 1,03
fl417 12.468 596.021ms 1,05 || ulb9 44.737 3.502ms 1,06
gr202 42.674 4.117ms 1,06 || ub74 39.572 314.529ms 1,07
gr229 142.050 22.777Tms 1,05 || u724 45.205 | 21,4 -10%ms 1,07
gr431 187.812 1.516ms 1,06 || ulyssesl6 6.875 4ms | 1,002
gr666 321.841 | 1.346.098ms 1,09 || ulysses22 7.114 21ms 1,01
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A.3. Varianten mit abweichender Kantenfixierung

A.3.1. Ohne Fixieren entfernter Kanten

’ Instanz ‘ Ergebnis ‘ Zeit ‘ Faktor H Instanz ‘ Ergebnis Zeit | Faktor
a280 2.761 38.54bms 1,07 || kroA100 22.612 1.413ms 1,06
alib35 223.872 958.054ms 1,10 || kroA150 27.589 11.905ms 1,04
berlinb2 7.960 1.37ms 1,05 || kroA200 32.179 7.769ms 1,09
bier127 128.665 4.235ms 1,08 || kroB100 23.748 1.993ms 1,07
burmal4 3.323 2ms 1,00 || kroB150 27.627 7.093ms 1,05
ch130 6.402 4.222ms 1,04 || kroB200 31.478 24.839ms 1,06
ch150 6.917 3.742ms 1,05 || kroC100 23.990 2.910ms 1,15
d198 16.535 7.568ms 1,06 || lin105 15.332 2.485ms 1,06
d493 36.708 527.098ms 1,04 || 1in318 45.031 57.137Tms 1,07
d6575 52.282 | 2.536.633ms 1,06 || nrw11379 60.654 | 25,7 -10"ms 1,08
d1291 57.036 | 29,1-10%ms 1,10 || p654 36.226 3.499ms 1,04
dsj1000 | 2,003 -107 | 82.625.022ms 1,07 || rat195 2.442 | 3.499.975ms 1,05
eilb1 438 117ms 1,02 || rd400 16.413 341.995ms 1,08
eil76 550 595ms 1,02 || st70 741 635ms 1,09
eil101 669 1.090ms 1,06 || tsp225 4.056 60.234ms 1,03
417 12.468 743.863ms 1,05 || uls9 44.737 4.540ms 1,06
gr202 42.038 6.680ms 1,04 || ub74 39.572 519.546ms 1,07
gr229 144.568 18.851ms 1,07 || ur24 45.282 123.787ms 1,07
grd31 189.752 187.782ms 1,10 || ulyssesl6 6.875 19ms 1,002
gr666 314.982 841.262ms 1,07 || ulysses22 7.114 34ms 1,01
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A.3.2. Ohne Fixieren hinzugefiigter Kanten

’ Instanz ‘ Ergebnis ‘ Zeit ‘ Faktor H Instanz ‘ Ergebnis Zeit | Faktor
a280 2.705 38.958ms 1,04 || kroA100 21.901 1.368ms 1,02
ali535 219.648 | 1.1-10"ms 1,08 || kroA150 28.073 5.317ms 1,05
berlin52 8.182 76ms 1,08 || kroA200 31.312 | 17.003ms 1,06
bier127 124.715 2.914ms 1,05 || kroB100 22.843 1.032ms 1,03
burmal4 3.323 3ms 1,00 || kroB150 27.239 3.566ms 1,04
ch130 6.579 4.536ms 1,07 || kroB200 30.699 | 23.217ms 1,04
ch150 7.081 5.239ms 1,08 || kroC100 22.152 698ms 1,06
d198 16.430 16.566ms 1,04 || 1in105 15.718 618ms 1,09
d493 36.708 | 423.952ms 1,04 || 1in318 45.559 | 118.239ms 1,08
d657 53.361 | 698.160ms 1,09 || nrw11379 60.128 | 1,6-10"ms 1,06
d1291 56.031 | 46,1-10°ms 1,10 || p654 35.788 | 2,7-10"ms 1,03
dsj1000 | 2,02 - 107 12-10%ms 1,07 || rat195 2.442 | 16.241ms 1,05
eil51 449 42ms 1,05 || rd400 16.353 | 82.300ms 1,07
eil76 574 370ms 1,06 || st70 719 306ms 1,06
eil101 672 889ms 1,06 || tsp225 4.056 | 24.234ms 1,03
fl417 12.774 | 191.828ms 1,07 || ul59 44.737 2.390ms 1,06
gr202 42.674 3.244ms | 1,0ms6 || udb74 39.242 | 254.618ms 1,06
gr229 142.050 17.717ms 1,05 || u724 45.022 | 122.870ms 1,07
gr431 188.624 32.854ms 1,10 || ulyssesl6 6.875 3ms 1,002
gr666 319.514 | 443.256ms 1,08 || ulysses22 7.114 12ms 1,01
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A.3.3. Ohne Fixieren hinzugefiigter Kanten und mit randomisierter Starttour

’ Instanz ‘ Ergebnis ‘ Zeit ‘ Faktor H Instanz ‘ Ergebnis ‘ Zeit | Faktor
a280 2.684 | 37.717ms 1,04 || kroA100 22.116 1.401ms 1,03
ali535 220.360 | 124.973ms 1,08 || kroA150 27.731 9.321ms 1,04
berlin52 7.718 200ms 1,02 || kroA200 30.975 16.876ms 1,05
bier127 121.988 3.218ms 1,03 || kroB100 22.924 1.096ms 1,03
burmal4 3.323 4ms 1,00 || kroB150 26.961 10.557ms 1,03
ch130 6.398 6.328ms 1,04 || kroB200 31.499 30.287ms 1,07
ch150 6.942 5.538ms 1,06 || kroC100 21.067 1.392ms 1,01
d198 10.332 | 15.839ms 1,03 || lin105 15.257 2.396ms 1,06
d493 36.773 | 417.921ms 1,05 || 1lin318 44.160 118.808ms 1,05
d657 53.138 | 436.013ms 1,07 || nrw11379 60.654 | 16.877.105ms 1,04
d1291 55.204 | 4.5-10ms 1,08 || p654 35.681 2.71-10"ms 1,02
dsj1000 1.994.387 | 12-10%ms 1,06 || rat195 2.441 16.995ms 1,05
eil51 436 110ms 1,02 || rd400 16.284 84.000ms 1,06
eil76 562 603ms 1,04 || st70 687 1.951ms 1,09
eil101 660 737ms 1,04 || tsp225 4.091 25.056ms 1,04
417 12.479 | 208.031ms 1,05 || ulb9 44.098 2.490ms 1,04
gr202 42.625 9.88ms 1,06 || ub74 39.927 60.300ms 1,08
gr229 141.952 | 19.812ms 1,05 || u724 77.932 236.749ms 1,07
gr431 183.141 | 39.827ms 1,06 || ulyssesl6 6.870 8ms 1,001
gr666 313.739 | 478.147ms 1,06 || ulysses22 7.100 33ms 1,01
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B. Implementierungsdetails

Dieser Abschnitt stellt die im Rahmen der Arbeit erstellten Anwendungen zur Si-
mulation vor. Damit kénnen die getéatigten Experimente flir das metrische Traveling
Salesman Problem und fir MAX2SAT wiederholt werden.

Die Programme sind auf der, dieser Arbeit beiliegenden, CD-ROM verfiigbar. Sie wur-
den mit Java erstellt und sind so unter jedem gingigen Betriebssystem ausfithrbar, das
eine Java Virtual Machine der Version 1.5 oder hoher bereitstellt. Ist diese installiert,
so sind die Anwendungen direkt startbar durch einen Doppelklick auf den Dateinamen.
Zuerst wird die Anwendung TSPBench fiir das Traveling Salesman Problem und dann
die Gruppe der Anwendungen fiir MAX2SAT vorgestellt.

B.1. Bedienung der TSPBench

Die Anwendung préasentiert direkt nach dem Start die graphische Benutzeroberflache,
wie in Abbildung dargestellt. Startet die Anwendung einwandfrei, dann zeigt sie
dies in der Konsole mit der Meldung [System| Ready an. Metrische Instanzen der
TSPLIB werden iiber das Menii unter dem Punkt Datei->Offnen ausgewihlt. Die
Anwendung nach dem Einlesen der Instanz eine skalierte Ausgabe der Koordinaten
der einzelnen Stédte als rote Punkte.

Im Fenster Optionen kann die zu verwendende Heuristik gewdhlt werden und mit OK
wird die Berechnung gestartet. Der Benutzer erhélt iiber das Statusmenti detaillierte
Informationen zur Instanz und dem aktuellen Optimierungslauf. Im einzelnen sind
dies:

e Instanzname: Dies ist der vom Dateinamen unabhéngige Name der Instanz.

e Kommentar: Jede TSPLIB Instanz besitzt ein besonderes Feld im Datensatz, das
Herkunft und Zweck der Instanz erldutert.

e Aktuelle Losung: Dieses Feld gibt die Lénge der aktuellen Championtour an und
fallt im Lauf einer Optimierung.

e [terationsdauer: Gibt die Dauer der Berechnung aus, wobei nur Zeiten bertick-
sichtigt werden, die iiber 1ms liegen.

e Weitere Informationen sind im Status- und im Konsolenfenster ersichtlich.
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eon TSPBench Desktop

Alctivitat [ Status

Instanzname: az80
Kommentar: drilling problem (...
Grofe: 280

Aktuelle Losung:  2808.0
Iterationsdauer: < 1 mSec

Weitere Infos:

Optionen

Zu benutzende Heuristik wahlen:

TSP Random 52

OK

# Start randomisieren

200 Konsaole

> File: fUsers/dennisluxen/Desktop/Dipl-Arbeit/ALL_tsp/aZ280.tsp r
> RAW minx: -10.0, maxx:290.0, miny: -10.0, maxy: 170.0
> minx: -10.0, maxx:290.0, miny: -70.0, maxy: 200.0

> diffx: 300.0, diffy: 270.0

> Construction of edge weights started.

> a280 geladen.

> Runs:0

> Runs:1

> Runs:0

> Runs:0

[

Abbildung B.1.: GUI der TSPBench

B.2. Erweiterung des TSPBench

Die Anwendung wurde von Beginn an nach dem Model-View-Controller Prinzip auf-
gebaut. Es ist daher verhéltnisméfig einfach, sie um weitere Heuristiken zu erweitern.
Jede Heuristik implementiert das Interface util. Heuristic als Model. Das Grundgeriist
ist der Quellcode fiir die Berechnung der kanonischen Tour und bei jeder Heuristik
gleich.

Der Aufbau ist gradlinig. Dem Kontruktor werden Objektreferenzen fiir den Einga-
begraphen und die Ergebnisliste iibergeben. Die Methode setActor speichert den glo-
balen Controller und wird beim Instanzieren vom Controller selbst aufgerufen um eine
Referenz auf sich im Objekt zu speichern.

Die Methode run() ist das Kernstiick einer Heuristik. Wird diese aufgerufen, startet
die Berechnung. Der Algorithmus merkt sich die Startzeit und legt dann eine Objektko-
pie der Eingabeinstanz an. Diese ist intern als eine Liste implementiert und speichert
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die Knoten in der kanonischen Reihenfolge. Dieser Teil ist natiirlich durch die jeweilige
Implementierung zu ersetzen. Danach wird die Tour den Methoden zur Darstellung
tibergeben und die Methode run() endet.

package heuristics;

import util .x*;
import application.Interactor;

public class TSPCanonicalTour implements Heuristic {
private Tour myTour;
private Interactor actor;
private SimpleGraph orig;
private List<Double> resultList;

public TSPCanonicalTour (SimpleGraph g, List<Double> resultList){
this.orig = g;
this.resultList = resultList;

}

public void setActor(Interactor actor) {
this.actor = actor;
}

public void run() {
long startTime = System.currentTimeMillis ();
myTour = (Tour)orig.clone ();

myTour. setGraph (orig );
actor.setTour (myTour);

actor .setDuration (System. currentTimeMillis()—startTime );
resultList .add(myTour.computeCost ());

Listing B.1: Heuristik Template

B.3. Bedienung der Anwendungsfamilie fir MAX2SAT

Fiir MAX2SAT ist eine Gruppe von drei Anwendungen entstanden. Dies sind zwei An-
wendungen fiir die implementierten Heuristiken und eine Implementierung von Moto-
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kis Instanzgenerator. Die graphischen Benutzeroberflichen sind schlicht und gestatten
die Konzentration auf das Wesentliche. Abbildung [B.2] zeigt die Implementierung von
Motokis Instanzgenerator und Abbildung stellvertretend fiir beide Heuristiken die
Implementierung einer Heuristik. Die Unterschiede in den Oberflachen ist nur von kos-
metischer Natur. Die Bedienung ist naheliegend. Nach Eingabe der Zahl der Variablen

B Eﬁ Y Max2SAT Instance Generator

Anzahl Variablen 100

Beenden Erzeugen

Abbildung B.2.: GUI der Implementierung von Motokis Generator

der Instanz berechnet die Anwendung automatisch alles weitere und fordert den Be-
nutzer noch noch auf, einen Ort und Namen fiir die Speicherung der Formel anzugeben.

Ahnlich offensichtlich ist die Bedienung der Heuristikimplementierungen. Der Button
Laden 6ffnet einen Dateibrowser zur Auswahl der Instanz. Im Feld Status wird ange-
geben, ob die Instanz nur geladen oder bereits gelést wurde. Nach einem Klick auf
Lésen startet die Berechnung. Die Angabe, wieviel Klauseln erfiillt werden, erscheint

®eoo MAXZSAT Solver
Instanzname mtk-30.2cnf C Laden )
Status Geladen
Anzahl maximal erfillter Klauseln 457
C Losen ) ( Beenden )

Abbildung B.3.: GUI der Losungsprogramme

sobald die Berechnung beendet wurde. Die Benutzerfiihrung ist also einfach und klar
gestaltet.
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B.4. Erweiterung der MAX2SAT Heuristiken

Das Grundgeriist der implementierten Losungsalgorithmen l&sst sich wiederverwenden.
Die Algorithmen wurden nach dem Model-View-Controller Prinzip aufgebaut. Kern
jeder Implementierung ist eine Klasse mit dem Namen Heuristic. Ihr prinzipieller Auf-
bau lasst sich leicht anhand der einfachen Vergleichsheuristik erkléren.

package instsolve;
import java.util.BitSet;
public class Heuristic {

private BitSet solution;
private Interactor ia;

public Heuristic(int size, Interactor ia){
solution = new BitSet (size);
this.ia = ia;

}

public void solve(Formel f) {
long laufzeit = System.currentTimeMillis ();
mw. getClauseArea ().setText (""+f.goodNess(solution));

for (int i=0;i<g.getVarSize;i++){
int satisfied = f.goodNess(solution );
solution. flip (i);
if (satisfied >=f.goodNess(solution)){
solution. flip (i);
}

}

laufzeit = System.currentTimeMillis () — laufzeit;
ia.setGoodness (""+f.goodNess(solution ));
System.out.println ("Laufzeit: "+laufzeit+" ms");

Listing B.2: Heuristik Template

Der Konstruktor erhélt als Parameter die Instanzgrofse und eine Referenz auf den
Controller der Anwendung. Damit wird eine erste initiale Losung erzeugt. Diese ist 0™,
denn ein BitSet in Java wird standardméfig in jeder Komponente auf false gesetzt.

Der Aufruf der Methode solve startet die Berechnung mit der Eingabeinstanz als
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Parameter. Als erstes wird die aktuelle Systemzeit gespeichert und die Anzeige der
GUI auf die Giite der Startlosung initialisiert. In der folgenden for-Schleife wird nun
fiir jede Variable berechnet, welche Belegung mehr Klauseln erfiillt und diese dann
gewahlt. Danach wird {iber den Interactor noch die Anzeige in der GUI aktualisiert
und die Laufzeit in Milisekunden berechnet und auf die Konsole ausgegeben.

Die Methode solve ist von der jeweiligen Implementierung mit Leben zu fillen.
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