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Aufgabe 1. Kleinaufgaben [13 Punkte]

a. Gegeben sei das folgende Flussnetzwerk mit Quelle s und Senke 7. Es beschreibt den Zustand
des preflow-push Algorithmus nach der Initialisierung. Die Knoten sind mit ihrem aktuellen
Uberschuss und ihrem Distanzlabel beschriftet. Die Kanten sind mit ihrem aktuellen Fluss und
ihrer Kapazitit beschriftet.

Berechnen Sie mittels des generic preflow-push Algorithmus einen maximalen Fluss f, indem
Sie eine Operationsfolge mit folgenden beiden Operationen angeben:

* push((u,v),x): schiebe x Fluss iiber die Kante (u,v).
* relabel(v,d): setze Distanzlabel von Knoten v auf d.

Sie diirfen den Algorithmus abbrechen, sobald der Fluss bei t maximal ist. [4 Punkte]

s 33 ¢ ola € 0l5 qb
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aktueller Uberschuss  aktueller Fluss Kapazitat
Legende: qb o~ f c/
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Losung
1. relabel(b,1) 6. relabel(a,1) 11. relabel(c,1)
2. push((b,d),5) 7. push((a,c),4) 12. push((c,t),5)
3. push((b,c),2) 8. relabel(d,1) 13. ...
4. push((b,a),2) 9. push((d,?),5)




b. Fiir eine Eingabe der GroBe n mit Parameter k betrachten wir einen Algorithmus, der tie-
fenbeschrinkte Suche nutzt. Der resultierende Suchbaum habe k Level (exklusive Wurzel) und
Verzweigungsgrad d. In jedem Suchschritt miissen zusétzliche Berechnungen mit Laufzeit ®(n)
ausgefiihrt werden. Geben Sie fiir die folgenden Werte von d die asymptotische Laufzeit des
Algorithmus an, sowie ob diese Laufzeit das Problem fixed-parameter tractable (FPT) in k
macht.

1.d=2
2.d=k
3.d=+/n
[3 Punkte]

Lésung

1. Laufzeit ®(2*n), ist FPT

2. Laufzeit ®(k*n), ist FPT

3. Laufzeit ®(n2*!), ist nicht FPT

¢. Wir betrachten folgende Variante des Ski Rental Problems: Der Einkaufspreis einer Ski- Aus-
riistung liege bei 500 Euro und der Mietpreis bei 50 Euro pro Woche. Der Online-Algorithmus
arbeitet wie folgt: Die ersten 5 Ski-Fahr-Wochen wird gemietet. In der 6. Ski-Fahr-Woche wird
gekauft. Was ist der kompetitive Faktor dieser Strategie gegeniiber einer optimalen Strategie?
Begriinden Sie Thre Antwort kurz. [2 Punkte]

Lésung

Der kompetetive Faktor ist 2.5. Begriindung: Das Verfahren ist optimal wenn wir x < 5 mal Ski
fahren. Wenn wir 6 mal Ski fahren zahlt der Algorithmus 500 4 5 x 50 = 750 Euro wihrend
der optimale Algorithmus nur 6 x 50 = 300 Euro zahlt — 750/300 = 2.5. Wenn wir 6fter fahren
wird das Verhiltnis zwischen optimalem und online Algorithmus kleiner.




d. Es seien n Ganzzahlen im Bereich [1,n] gegeben, die nicht in den Hauptspeicher passen.
Sortieren Sie die folgenden externen Algorithmen zur Entfernung von Duplikaten aufsteigen-
dend nach asymptotischer Anzahl IOs im Worst-Case. Begriinden Sie Thre Losung, indem Sie
fiir jeden Algorithmus die asymptotische Anzahl IOs im Worst-Case angeben. Gehen Sie davon
aus, dass B > logn fiir die Blockgrofe gilt.

1. Scan mit Deduplizierung durch Zugriff auf ein externes Array der GroBe n
2. Scan mit Deduplizierung durch Zugriff auf einen externen Suchbaum
3. Externes Sortieren, dann Scan mit Deduplizierung durch Vergleich benachbarter Zahlen

[4 Punkte]

Lésung

 Externes Sortieren (ﬁ(% logy/p A%) I0s)
* Array (0(n) 10s)
* Suchbaum (& (nlogg f+) 10s)

Dass externes Sortieren schneller als das Array ist, ergibt sich aus B > logn.
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Aufgabe 2. Shortest Path: Multi-Direktionaler Dijkstra

[10 Punkte]

Gegeben sei ein Straennetz in Form eines ungerichteten zusammenhéngenden Graphen (V, E, ¢)
mit n Knoten, m Kanten und Kostenfunktion ¢ : E — R. Um gemeinsam zu lernen, mochten
sich k > 1 Kommilitonen an einem Knoten z € V treffen, der die gleiche Distanz zu allen hat.
Dabei sei K C V die Menge der Startknoten der Kommilitonen und u(u,v) die Lange des kiir-
zesten Pfades von Knoten u nach Knoten v. Fiir einen gesuchten Treffpunkt z soll also gelten,
dass u(k,z) fur alle k € K denselben Wert hat.

a. Es sei folgender Graph gegeben, wobei die doppelt umrandeteten Knoten die Startknoten K
sind. Die Kanten sind mit ihren jeweiligen Kosten beschriftet. Markieren Sie alle moglichen
Treffpunkte.

[2 Punkte]

Lésung

Es gibt nur einen Treffpunkt: von den vier mittleren Knoten der rechts untere Knoten.




b. Beschreiben Sie, wie Dijkstra’s Algorithmus angepasst werden kann, sodass am Ende der
Ausfiihrung fiir jeden Knoten v € V gespeichert ist, welcher Knoten aus K die kiirzeste Distanz
zu v hat. Falls es mehrere Knoten mit gleicher Distanz gibt, soll ein beliebiger davon gespeichert
werden. Dabei soll die asymptotische Laufzeit von Dijkstra’s Algorithmus beibehalten werden
(also O'(nlogn+ m) mit Fibonacci-Heaps). Begriinden Sie die Laufzeit Threr Losung.

Hinweis: Betrachten Sie eine Modifikation von Dijkstra’s Algorithmus, bei der von allen Kno-
ten in K gleichzeitig gesucht wird. [4 Punkte]

Losung

Algorithmus

Wir suchen in einem Graphen mit einem Hilfsstartknoten s, der mit allen Knoten u € K
durch eine Kante (s,u) mit Gewicht 0 verbunden wird. Implementiert wird dies indem die
Priorititsliste mit Eintrdgen (u,0) fir u € K initialisiert wird. Distanzlabels sind nun Paare
von Entfernungen und Labels aus K. Letztere speichern einen Knoten aus K der die kiirzeste
Entfernung hat. Also wird fiir u € K die Distanz d[u] durch (0,u) initialisiert. Bei einer
Relaxation einer Kante (w,v) mit Linge ¢ von einem Knoten w mit Label (x,u) zu einem
Knoten v mit Label (x',u) wird d[v] = (x+ c,u) gesetzt falls x+c¢ < x'.

Korrektheit (nicht gefordert)

Fiige in den Graphen einen Hilfsknoten hinzu der mit Kosten O mit allen K verbunden ist. Fiihre
nun Dijkstra’s Algorithmus mit parent pointer aus mit dem Hilfsknoten als Startknoten. Fiir
jeden Knoten ist der nédchste Startknoten korrekt, als transitive Auflosung der parent pointer bis
auf den vorletzten Knoten welcher aus K sein muss. Zusitzlich ist bekannt, dass parent pointer
sich nicht mehr @ndern sobald der Knoten gescant wird, es ist also korrekt die Transitivitit im
Moment des Relaxierens aufzul6sen.

Laufzeit
Die Laufzeit von Dijkstra’s Algorithmus wird beibehalten, da weiterhin nur konstant viel Zeit
pro Relaxation benotigt wird.

¢. Wir nehmen nun an, dass genau ein Losungsknoten z existiert.

Entwerfen Sie einen Algorithmus, der innerhalb einer Laufzeit von & (nlogn + km) den Knoten
z bestimmt. Begriinden Sie die Laufzeit Ihrer Losung.

Hinweis: Erweitern Sie den Algorithmus aus der vorigen Teilaufgabe, so dass dieser zu einem
Knoten v die Menge aller Startknoten mit kiirzester Distanz berechnet. [4 Punkte]




Losung

Algorithmus

Verwalte fiir jeden Knoten in einem Bitvektor der Linge k£ welche K zu diesem den kiirzesten
Pfad haben. Initialisiere den Bitvektor von jedem Startknoten k so, dass nur das k-te bit gesetzt
ist. Immer wenn durch das relaxieren der Kante (u,v) sich die Distanz von v reduziert, ersetze
den Bitvektor von v mit dem von u. Wenn die Distanz beibehlaten wird, dann ist der neue
Bitvektor von v das bitwise-or von den beiden Bitvektoren von v und u. Gebe v als Losung aus
wenn alle bits gesetzt sind.

Laufzeit
Fiir jeden Relaxation einer Kante miissen bis zu k bit Operationen durchgefiihrt werden.

Anmerkungen

Der Algorithmus ldsst ein Graph-Voronoi-Diagramm entstehen. Die Voronoi Fldchen sind
dadurch gegeben, dass alle Knoten einer Fliche denselben Bitvektor haben, bei dem nur das
Bit von dem in der Fliche befindlichen Startknoten gesetzt ist. Dabei sind die Rinder der
Vorornoi Flichen die Knoten in der mehr als ein Bit gesetzt ist. Mittels Bitparallelismus ldsst
sich die Laufzeit auf &'(nlogn+m+ km/logn) reduzieren.
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Aufgabe 3. Approximationsalgorithmen: Independent Set [9 Punkte]

Fiir einen gegebenen ungerichteten Graphen G = (V, E) ist ein Independent Set eine Knoten-
menge I C V, so dass keine Kante zwischen zwei Knoten aus / existiert. Wir suchen nun nach
Independent Sets maximaler Grof3e.

Gegeben sei der folgende Greedy-Algorithmus:
1. Wihle einen (beliebigen) Knoten v mit minimalem Grad und fiige ihn zu / hinzu.
2. Losche v und alle benachbarten Knoten aus G.

3. Falls noch Knoten iibrig sind, gehe zu 1., sonst gebe I aus.

a. Die Grofe des Independent Set, das durch den Greedy-Algorithmus bestimmt wird, ist im
Allgemeinen nicht eindeutig und hingt von der Wahl der Knoten ab. Geben Sie die GroBe |/|
des kleinsten und des groften Independent Set an, das durch den Greedy-Algorithmus fiir den
folgenden Graphen bestimmt werden kann.

Kleinstes |I| = Groftes |I| = [2 Punkte]

Losung

EK

ZK

Kleinstes |I| = 3, GroBtes |I| =4




Nun soll das Approximationsverhalten des Greedy-Algorithmus in Abhéngigkeit des maxima-
len Knotengrades A := max{d(v) | v € V} untersucht werden.

b. In einem beliebigen Schritt des Greedy-Algorithmus bezeichne v den Knoten, der in die-
sem Schritt geloscht wird, und N(v) die Menge der benachbarten Knoten von v (ohne bereits
geldschte Knoten).

Zeigen Sie, dass maximal A Knoten aus N(v) U{v} Teil der optimalen Losung sein konnen,
sofern A > 1. [2 Punkte]

Lésung

Es gilt [IN(v) U{v}| < A+ 1, wir miissen dabei nur den Fall [N(v) U{v}| = A+ 1 betrachten.
Da v Kanten zu seinen Nachbarn hat (wobei N(v) # 0), konnen nicht v und ein Nachbar von v
gleichzeitig Teil der Losung sein — dies wiirde die Definition eines Independent Set verletzen.

c. Zeigen Sie, dass der Greedy-Algorithmus fiir A > 1 einen Approximationsfaktor von A er-
reicht. [2 Punkte]

Losung

Nach Teilaufgabe b. wihlt der Greedy-Algorithmus 1 Knoten und die optimale Losung maxi-
mal A Knoten aus der Nachbarschaft jedes greedy gewihlten Knoten. Da die Vereinigung der
Nachbarschaften alle Knoten des Graphen ergibt, kann der insgesamte Faktor zwischen greedy
Losung und optimaler Losung nicht groBer als A sein.

Formale Losung

Sei vy, ..., die Folge der vom Greedy-Algorithmus gewihlten Knoten, N(v;) bezeichne wie-
der die Menge der benachbarten Knoten von v; ohne bereits geloschte Knoten. Ippr sei ein
Independent Set maximaler Groe. Nach Teilaufgabe b. gilt

k
Lorr A (N(v) U{vi}) | < Y A= kA
=1

\lopr| = Hopr N JN(vi) U{vi}| =

k k
i=1 i=

1

~

Da der Greedy-Algorithmus k Knoten wihlt, ist dies genau die gewiinschte Aussage.

d. Begriinden Sie, dass der Greedy-Algorithmus fiir A < 2 immer die optimale Losung findet.
Wir gehen O.B.d.A. davon aus, dass G zusammenhéngend ist. [3 Punkte]

Lésung

Fiir A <2 ist G entweder ein Pfad oder ein Kreis.

Falls G ein Pfad ist, wird in jedem Schritt ein Endpunkt des Pfades ausgewihlt und sein Nachbar
entfernt. Also wird in jedem Schritt der Pfad um zwei Knoten kiirzer und und das Independent
Set um eins grofer. Insgesamt entsteht ein Indendent Set der Grofle (% \4 H . Das ist optimal — in
einem Pfad kann hochstens jeder zweite Knoten fiir das Independent Set ausgewihlt werden.

Falls G ein Kreis ist, wird im ersten Schritt ein Knoten fiir das Independent Set ausgewéhlt und
seine zwei Nachbarn entfernt. Danach verlduft das Argument wie fiir Pfade. Das entstehende
Independent Set hat | 1|V|| Knoten.
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Aufgabe 4. Geometrische Algorithmen: Luftballons [9 Punkte]

Gegeben ist eine vertikale (parallel zur y-Achse) verlaufende Wand an der Stelle x = 0. An der
Wand sind horizontal (parallel zur x-Achse) n Stibe S = {s1,...,s, } befestigt, wobei jeder Stab
s;j = (lj,yj) durch eine Befestigungshdhe y; und eine Stablinge /; > 0 relativ zur Wand be-
schrieben wird. Das Ende eines Stabes s; befindet sich damit an Koordinate (I;,y;). Zusitzlich
sind m Ballons B = {by,...,b,,} gegeben, wobei jeder Ballon durch seine Koordinate b; = (x;,y;)
mit x; > 0 beschrieben wird. Ballons sind idealisiert als Punkt anzunehmen. Jeder Ballon soll
am néchsten vertikal darunterliegendem Stab befestigt werden. Gehen Sie davon aus, dass die-
ser immer existiert. Gehen Sie auch davon aus, dass alle Koordinaten aus S und B paarweise
verschiedene x und y-Werte haben.

a. Es sei wie in der Grafik dargestellt S und B gegeben. Geben Sie in der Tabelle fiir jeden
Ballon an, an welchem Stab er befestigt wird.

? ? :
/ : e 51 :
? @ l

|
/ ——— 53 | |
_—] | |
_—] : |
/ e S2 [

|
/ I
/ !
_—] . |
/ ' ' e S5
/ ® 5S4

Ballon H b1 ‘ bz ‘ b3 ‘ b4
befestigt an Stab
[1 Punkt]

Losung
b1 :S5,b2 .51, b3 .85, b4 . 55




In den folgenden zwei Teilaufgaben sollen nun Sweep-Line Algorithmen entworfen werden,
die dieses Problem in verschiedener Laufzeit 16sen.

In Teilaufgabe b. ist eine Zeit von &'(n+ mlogm) und in ¢. von &'(n + mlogn) gefordert. Dabei
ist m die Anzahl der Ballons und n die Anzahl der Stébe.

b. Entwerfen Sie einen Sweep-Line Algorithmus, der unter Vernachlédssigung des initialen Sor-
tierschrittes der Ereignisse innerhalb von &'(n+ mlogm) fiir jeden Ballon den néchsten vertikal
darunterliegenden Stab berechnet.

Begriinden Sie die Laufzeit Ihrer Losung. [4 Punkte]

Lésung

Algorithmus

Als Ereignisse werden die Punkte aus B und S verwendet. Die Sweep-Line geht von rechts
nach links. Sortiere also die Ereignisse absteigend nach x-Koordinate. Verwende eine PQ als
Sweep-Line-Datenstruktur. Die PQ ist absteigend nach y-Koordinate sortiert. Bei einem Ballon
Ereignis wird dieser der PQ hinzugefiigt. Bei einem Stab Ereignis wird solange deleteMax
aufgerufen bis der nichste Ballon kleinere y-Koordinate hat als der Stab. Die geldschten
Ballons werden an diesem Stab befestigt.

Laufzeit

Jeder Ballon wird einmal in die PQ eingefiigt und geldscht, dass geht in &'(mlogm). Fiir jeden
Stab und fiir jeden Ballon wird einmal das Maximum der PQ betrachtet was jeweils konstante
Zeit benotigt.

c. Entwerfen Sie einen Sweep-Line Algorithmus, der unter Vernachlidssigung des initialen Sor-
tierschrittes der Ereignisse innerhalb von &'(n+ mlogn) fiir jeden Ballon den néchsten vertikal
darunterliegenden Stab berechnet.

Begriinden Sie die Laufzeit Ihrer Losung. [4 Punkte]

Lésung

Algorithmus

Als Ereignisse werden die Punkte aus B und S verwendet. Die Sweep-Line geht von unten nach
oben. Sortiere also die Ereignisse aufsteigend nach y-Koordinate. Verwende einen Stack als
Sweep-Line-Datenstruktur. Gehe bei einem Stab Ereignis wie folgt vor:

1. Losche solange Stibe vom Stack bis das oberste Element groBBere x-Koordinate hat.
2. Lege den Stab auf den Stack.

Bei einem Ballon Ereignis nutze bindre suche auf dem Stack um den Stab mit nichst groerer
x-Koordinate zu finden. An diesem wird der Ballon befestigt.

Laufzeit

Jeder Stab wird einmal eingefiigt und maximal einmal geldscht. Bei einem Stack geht das in
jeweils konstanter Zeit. Fiir jeden Ballon dann eine bindre Suche auf einem Stack der maximal
alle Stibe hilt.
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Aufgabe 5. Stringology: Teilstrings und LZ77 [9 Punkte]

a. Bestimmen Sie alle LZ77-Faktoren des Textes T = abcabcabbcab$. [1 Punkt]

Lésung

EK

ZK

a|b|c|abcabl|bcabl|$

b. Erstellen Sie einen kompakten Suffix-Baum fiir den Text T = abcabcabbcab$. Geben Sie
an, wie viele unterschiedliche Substrings der Linge 4 der Text hat. [3 Punkte]

Lésung

Die Anzahl der Substrings ist 7 (abbc, abca, bbca, bcab, cabb, cab$, cabc). Das kann einfach
aus dem Suffix-Baum abgelesen werden.

Sei T*[i] := T'[i mod n] fiir einen Text T der Linge n die unendlich lange Wiederholung des
Textes.

¢. Wenn z die Anzahl der LZ77-Faktoren von T ist, wie grof} ist die Anzahl der LZ77-Faktoren
von 7%?7 Wir nehmen hierfiir an, dass ein LZ77-Faktor unendlich lang sein darf.

Hinweis: Z. B. fir T = ab$ ist T = ab$ab$ab$a... [2 Punkte]

Losung

Die Anzahl ist z+ 1. Der letzte Faktor von T ist immer das $ als eindeutiges Zeichen. Danach
wiederholt sich der Text nur noch unendlich oft. Diese Wiederholungen werden aber in einem
einzelnen Faktor, namlich T selbst, dargestellt.




d. Sei S, .= {S € £ | S ist Teilstring von T*} fiir einen Text 7 mit z LZ77-Faktoren. Begriin-
den Sie, dass sich fiir m > 2 die Anzahl der eindeutigen Teilstrings durch |S,| < (m — 1)z
abschitzen lésst. [3 Punkte]

Losung

Jeder eindeutige Teilstring mit Linge m > 2 muss die rechte Grenze eines LZ77-Faktors von
T schneiden. Sollte dies nicht der Fall sein, gibt es ein Vorkommen des Teilstrings weiter links
im Text. Da es je LZ77-Faktor hochstens m — 1 mogliche Positionen gibt, die zu einem solchen
Schnitt fithren, folgt daraus die gesuchte Abschitzung.
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Aufgabe 6. Parallele Algorithmen: Akkumulation [10 Punkte]

Es sei eine Liste L mit n Eintrigen gegeben, die auf einem Parallelrechner mit p Prozessor-
einheiten (PEs) gleichmiBig verteilt ist. Ein Eintrag (i,x) € L besteht aus einer ID i und einem
Betrag x. Nun soll zu jeder ID die Summe aller Betridge mit dieser ID berechnet werden. Die
Ausgabe ist also eine Liste, in der fiir jede in L vorkommende ID genau ein Eintrag existiert,
ndmlich mit der ID und dem zugehorigen aufsummierten Betrag.

Die Eintrige sind bereits nach ID sortiert, wobei PEs mit kleinerem Index entsprechend Eintra-
ge mit kleinerer ID haben.

a. Es sei die folgende Beispieleingabe gegeben:

((2,2),(8,1),(B,=3),(B,6),(B,4),(C,13) )
Geben Sie die zugehorige Ausgabe an. [1 Punkt]

Lésung

Die korrekte Ausgabe ist:

((2,2),(8,8),(C,13))

b. Wir betrachten den folgenden Algorithmus: Jede PE berechnet zuerst lokal fiir jede ID den
aufsummierten Betrag. Anschlielend wird sequentiell und in aufsteigender Reihenfolge fiir je-
de PE j (auBer der letzten) iiberpriift, ob die maximal vorkommende ID identisch zur minimalen
ID auf PE j 4 1 ist. Falls ja, werden die beiden Eintrdge addiert und auf PE j+ 1 gespeichert.

Wir nehmen an, dass Nachrichten konstanter Lénge zwischen zwei PEs in konstanter Zeit aus-
getauscht werden konnen. Geben Sie die asymptotische Laufzeit der beiden Schritte sowie des
kompletten Algorithmus in Abhéngigkeit von n und p an, unter Annahme einer optimalen Im-
plementierung. [2 Punkte]

Losung

Die lokale Akkumulation funktioniert in & (%) Zeit: Die Daten sind gleichmiBig verteilt und

aufsteigend sortiert. Die Akkumulation ist also mit einer einzelnen Iteration tiber die Eintrige
in aufsteigender Reihenfolge moglich.

Durch die Sortierung der Daten kann in konstanter Zeit auf den Eintrag mit minimaler bzw.
maximaler ID fiir eine PE zugegriffen werden. Somit benotigt die Deduplikation insgesamt
O(p) Zeit.

Insgesamt ergibt sich also die Laufzeit & (;l—) + p) .




c. Es sei auf 2-Tupeln die Operation & wie folgt definiert:

) . i,x+y), fallsi=j
(i,x)® (j,y) = ( . ) o
(J,»)s falls i # j

Wir gehen nun davon aus, dass @ nur auf Tupel (i,x) und (j,y) angewandt wird, fiir die i < j
gilt. Der erste Tupel-Eintrag ist also in Reihenfolge der Anwendung von ¢ monoton steigend.
Zeigen Sie, dass @ unter dieser Einschrinkung assoziativ ist.

Hinweis: Betrachten Siedie Fillei = j =k, i< j=kundi < j <k. [3 Punkte]

Lésung

Wir rechnen die Assoziativitit fiir die im Hinweis genannten Fille nach.
ImFalli = j =k gilt

((1,0)® (J,9) @ (k,2) = (i,x +y+2) = (i,0) @ ((J,9) @ (k,2))
Im Fall i < j =k gilt

((1,0)® (J,3) @ (k,2) = (j,y+2) = ((,0) D ((J,y) D (k,2))
Im Fall i < j < k gilt

((i7x) SH (Jay)> D (k,Z) = (k,Z) = (i7x) D ((Jay) D (k,Z))

d. Entwerfen Sie einen Algorithmus, der das Problem innerhalb einer Laufzeit von & (% +log p)
16st. Hierfiir stehen Ihnen als Baustein eine parallele Prifixsumme fiir n» Elemente und konstant
grole Nachrichten mit Laufzeit & <§ +log p) zur Verfiigung. Begriinden Sie die Korrektheit
und die Laufzeit Ihres Algorithmus.

Hinweis: Machen Sie sich zuerst klar, warum der zweite Schritt des Algorithmus aus Teilauf-
gabe b. nicht parallel ausgefiihrt werden kann. Beachten Sie au3erdem, dass die Ausgabe keine
Duplikate enthalten darf und dass eine Priafixsumme einen beliebigen assoziativen Operator
verwenden kann. [4 Punkte]




Losung

Wie zuvor beginnen wir damit, in & (%) Zeit die lokalen Eintrige zu akkumulieren. Anschlie-

Ben berechnen wir in Zeit & <% +log p) eine globale Prifixsumme iiber alle verbleibenden

Eintrige, wobei wir den Operator ¢ aus Teilaufgabe c. nutzen. Bei allen IDs, die noch mehr-
fach vorhanden sind (diese sind minimal oder maximal auf der jeweiligen PE!), steht nun der
summierte Wert im letzten Eintrag. Nun iiberpriifen wir parallel fiir alle PEs, ob die maximale
ID auf PE i identisch zur minimalen ID auf PE i+ 1 ist. Falls ja, 16schen wir den Eintrag auf
PE i. Dieser Schritt funktioniert in konstanter Zeit.

Die gewiinschte Gesamtlaufzeit ergibt sich aus der jeweiligen Laufzeit der einzelnen Schritte.

Korrektheit (wird nicht in diesem Detaillgrad erwartet): Nach der lokalen Akkumulation sind
nur noch IDs mehrfach vorhanden, die auf mehreren PEs auftauchen — und folglich auf der PE
entweder minimal oder maximal sind. Da & durch die gegebene Sortierung assoziativ ist, liefert
die Prifixsumme an Position j den Wert

Pl xe) = P (ixsxx) & P (irxe) = P (o) = (i, Y, xe)
k<j k<j k<j k<j k<]
ik #ij ik=ij i=ij W=t
Dies bedeutet, wir erhalten die gewiinschte Ausgabe, indem wir zu jeder ID nur den letzten
Eintrag behalten. Da lokal keine Duplikate mehr vorhanden sind, wird genau das durch den
letzten Schritt des Algorithmus erreicht.

Alternative: Es funktioniert ebenso gut, sofort die Préifixsumme zu berechnen. In diesem Fall
braucht es im Anschluss daran sowohl einen lokalen Deduplizierungsschritt als auch eine De-
duplizierung zwischen den PEs.




